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Zadania z Rachunku Prawdopodobienstwa II - 1

. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb z,, z,

0z, = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy x, — «.

. Wykaz, ze:

a) jesli X,, — X pn., to X,, = X;
b) jesli X,, — X wedlug prawdopodobienstwa, to X,, = X;
c) jesli X,, = ¢, gdzie c jest stala, to X,, — ¢ wedlug prawdopodobienstwa.

. Zmienne losowe X,,, X przyjmuja tylko wartosci catkowite.

a) Wykaz, ze X,, = X wtedy i tylko wtedy gdy P(X,, = k) — P(X = k) dla wszystkich liczb
catkowitych k.

b) Czy z istnienia granic lim, ., P(X, = k) dla k calkowitych wynika zbieznoéé¢ X, wg
rozktadu?

. Czy teza punktu a) poprzedniego zadania sie zmieni, jesli zmienne X,, przyjmuja wartosci

wymierne?

. Niech Bin(n, p) oznacza rozklad Bernoulliego o n prébach z prawdopodobienstwem sukcesu

p, a Poiss(\) - rozklad Poissona z parametrem \. Wykaz, ze jesli np,, — A, to Bin(n, p,) =
Poiss(\).

. Podaj przyklad ciagu dystrybuant F,,, zbieznego punktowo do funkcji, ktora nie jest dystry-

buanta.

. Podaj przyklad ciagu zmiennych losowych X,,, zbieznego wg rozkladu, takiego, ze odpowia-

dajacy mu ciag dystrybuant nie zbiega punktowo do dystrybuanty rozktadu granicznego.

. Dane sa zmienne losowe X7, Xo, ... takie, ze

J 25 )
Pl(X,=2)=—"—, j=1,...,n
( n) nn+1) 7 "

Wykaz, ze ciag X,, jest zbiezny wedtug rozktadu i wyznacz rozktad graniczny.

. Wykaz, ze jedli X,, zbiega do X wedlug rozkladu oraz X ma ciagla dystrybuante, to dystry-

buanty X,, zbiegaja jednostajnie do dystrybuanty X.
Wykaz, ze zmienne losowe majace gestosci moga zbiegaé do stalej.

Niech X bedzie rzeczywista zmienng losowa. Wykaz, ze istnieje ciag zmiennych X,, zbiezny
wedlug rozkladu do X taki, ze

a) kazde X,, przyjmuje tylko skoficzenie wiele wartosci,

b) zmienne X,, maja gestosé.

Niech g,, g oznaczaja odpowiednio gesto$ci rozkladéw prawdopodobienstwa ., na R™.
Wykaz, ze jedli g, — g p-w., to p, = u, ale niekoniecznie na odwrét.

Udowodnij, ze N(ay,,02) = N(a,0?) wtedy i tylko wtedy, gdy a, — a oraz o2 — 2.



Zadania z Rachunku Prawdopodobienstwa II - 2

. Niech X bedzie zmienna losowa majaca gestos¢ oraz liczby a,, i @ beda nieujemne. Wykaz, ze
zmienne a, X + b, zbiegaja wedlug rozkladu do zmiennej aX + b wtedy i tylko wtedy, gdy
a, — aib, —b.

Uwaga. Zamiast istnienia gestosci wystarczy zakladaé, ze zmienna X jest niezdegenerowana,
tzn. P(X = ¢) < 1 dla wszystkich c.

. Co trzeba zalozy¢ o funkcji f, by z tego, ze X, jest zbiezne wedlug rozktadu do X wynikata
zbieznosé wedlug rozkladu f(X,,) do f(X)?

. Udowodnij, ze jesli X,, = X, p > 0 oraz sup,, E|X,,|? < oo, to E|X|P < oo, ale niekoniecznie
E|X, [P — E|X|P. Zbieznos¢ ta zachodzi, gdy dla pewnego € > 0, sup,, E| X, [PT¢ < oo.

. Wykaz, ze rodzina rozkladéw normalnych N(a.,02) jest ciasna wtedy i tylko wtedy, gdy
sup,, |aa|, sup, o2 < oco.

. Dana jest rodzina rozktadéw

a) wykladniczych {Exp(A): A€ A}, AC Ry,
b) jednostajnych {U(a,b):a,b€ A, a <b}, ACR.

Jaki warunek musi spelniaé zbiér A, aby ta rodzina byta ciasna?

. Zmienne X1, Xo, ... saniezalezne i maja rozklad jednostajny na [0, a], zbadaj zbieznosé wedlug
rozkladu ciagu nmin{ Xy, Xo,..., X, }.
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. Oblicz funkcje charakterystyczne nastepujacych rozktadow:

i) dyskretnych — dwupunktowego, geometrycznego, Bernoulliego, Poissona;

ii) ciggltych — normalnego, jednostajnego, wykladniczego, dwustronnego wyktadniczego, Cau-
chy’ego.

. Ktére z nastepujacych funkeji sa funkcjami charakterystycznymi: cost, cos?t, i(l + eit)?,
l+cost 1 _9
2 ) 2—et-

. Korzystajac z funkcji charakterystycznej oblicz EX* dla X ~ A(0,1).
. Pokaz, ze kombinacje wypuktle funkcji charakterystycznych sa funkcjami charakterystycznymi.

. Wiadomo, ze ¢ jest funkcja charakterystyczna pewnej zmiennej losowej X. Czy funkcjami
charakterystycznymi sa : ¢2, Rey, |¢|?, |¢|?

. Niech X bedzie zmienng losowa taka, ze P(X € Z) = 1. Pokaz, ze dla kazdego n € Z,

1 27 )
P(X =n) / e Moy (t)dt.
0

T o

. Wykaz, ze jesli funkcja charakterystyczna zmiennej X ma druga pochodna w zerze, to EX? <
0.
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. Przy pomocy funkcji charakterystycznych sprawdz, ze jesli €,, sa niezaleznymi symetrycznymi

zmiennymi losowymi przyjumjacymi wartoéci £1, to zmienna losowa Zn>1 27 "¢, ma rozklad
jednostajny na przedziale [—1,1].

. Udowodnij, ze zmienna losowa X jest symetryczna wtedy i tylko wtedy, gdy ¢x(t) € R dla

wszystkich .

. Zmienne X, Y sa niezalezne, przy czym X i X + Y maja rozktady normalne. Udowodnij, ze

zmienna Y ma takze rozklad normalny lub jest stata p.n..

. Zmienne X, Y, € sa niezalezne, przy czym X, Y maja rozkltad wyktadniczy z parametrem A

oraz P(e = £1) = % Wykaz, ze zmienna X — Y ma ten sam rozktad, co zmienna € X.

. Wykaz, ze istnieje ¢t # 0 takie, ze |px(t)] = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy P(X € a+bZ) =1 dla

pewnych a,b € R.

. Znajdz zmienne losowe X,Y takie, ze ¢ x 1y = wxpy oraz zmienne X,Y sg zalezne.

. Zmienna X ma funkcje charakterystyczng @x (t) = e~1" dla pewnego o € (0,2]. Co mozna

powiedzieé¢ o rozktadzie zmiennej a X + bY', gdzie a,b € R, a Y jest niezalezna kopig X7

. Wykaz, ze dla a > 2 nie istnieje zmienna losowa taka, ze ¢x () = e I!I".

. Zalbézmy, ze zmienne X i Y sg niezalezne, maja jednakowy rozktad oraz dla dowolnych liczb a, b

zmienna aX +bY ma ten sam rozktad co zmienna (|a|*+|b|*)V/*X. Wykaz, ze px (t) = e~ "
dla pewnego ¢ > 0.

Dla n > 1 zmienna X,, ma rozklad geometryczny z parametrem p,, € (0,1). Wykaz, ze jesli
(an)n jest takim ciagiem liczb dodatnich, ze a, — 0, p,/a, — A > 0, to zmienne a, X,
zbiegaja stabo do rozkladu wykladniczego z parametrem A.

Podaj przyklad zmiennych losowych X, takich, ze ¢x, — ¢ punktowo, ale ¢ nie jest funkcja
charakterystyczna zadnego rozkladu na proste;j.
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. W pewnym okregu w wyborach do senatu gtosuje 500.000 oséb. Zakladajac, ze wyborcy
glosuja na kazdego z dwu kandydatéw z prawdopodobienstwem 50% jaka jest szansa, ze
réznica miedzy kandydatami bedzie mniejsza niz 100 gloséw?

. Na podstawie losowej proby szacujemy procent dorostych oséb popierajacych pewna partie
polityczna. Checemy by blad byt mniejszy niz 1% z prawdopodobienistwem 0.957 Ile w tym celu
musimy przepytac¢ oséb? Jak zmieni sie odpowiedz, jesli wiemy, ze partie popiera nie wiecej
niz 10% wyborcéw?

. Prawdopodobienstwo urodzenia chlopca wynosi 0,517. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze
wsrod 10000 losowo wybranych noworodkéw liczba chltopcow nie przewyzszy liczby dziewczat?

Rzucono 1000 razy kostka. Oszacuj prawdopodobienstwo, ze suma wyrzuconych oczek bedzie
zawarta miedzy 3410 a 3590.

. Zmienne X7, Xs,... sa niezalezne oraz P(X; = a) = P(X; = 1/a) = 1/2 dla pewnego a > 1.
Wykaz, ze zmienne Z, = (X1 X5+ X,)/V" sa zbiezne wedlug rozkladu i znajdz rozklad
graniczny.

. Zmienne X majg rozklad Poissona z parametrem \. Wykaz, ze

X,—n
Vn

— N(0,1) wedtug rozkladu, gdy n — oo.

Udowodnij, ze

k

. . n 71

nlgrgoe Z K9
k<n

. Niech X bedzie catkowalng z kwadratem zmienna losows, taka, ze X ~ 271/2(Y + Z), gdzie
Y, Z - niezalezne kopie X. Wykaz, ze X ma rozktad N(0,0?).

. Wykaz, ze jesli X,, = X oraz Y,, = ¢ dla pewnego c € R, to
a) X, +Y, =>c+ X,

b) XY, — cX.
Zmienne losowe X7, Xo, ... sa niezalezne, maja ten sam rozklad taki, ze EX; = 0, Var(X) =
0% < 00. Zbadaj zbieznoéé wedtug rozktadu nastepujacych ciagéw
V(X +..0,Xy) Xi+...+X,
Un = 2 2 Vo = .
XZ+...+X2 X2+ +X2
Dane sa niezalezne zmienne losowe X1, Xo, ..., o wspélnym rozkladzie z wartoscia oczekiwana

rowna 0 i dodatnig wariancja. Wyznacz w zaleznosci od a, € R

lim p(‘M >a>.

n—oo n<




Zadania z Rachunku Prawdopodobienstwa II - 6

. Zalézmy, ze zmienne Xj sa niezalezne oraz P(X, = +1) = 1/2 zbadaj zbiezno$¢ wedlug
rozktadu ciggu n*3/2(X1 +2Xo 4+ ...+ nX,).

. Zmienne X; sy niezalezne i majq rozklad jednostajny na [~1,1]. Zbadaj zbiemnos¢ wediug
rozkladu ciagu n=V2(X7 + X3 + ... + X271),

. Zmienne X1, X, ... sg niezalezne i maja jednakowy rozklad o éredniej zero i wariancji 1. Ciag
(an) jest ograniczony oraz s, = (a3 +a3...+ a2)'/? — co. Wykaz, ze s, (a1 X1 + aa X +
...+ a, X,) zbiega wedtug rozktadu do N(0, 1).

. Zmienne X,, sa niezalezne, scentrowane, Var(X,) = 1 oraz EX} < 10. Zbadaj zbieznosé
wedlug rozkladu ciggu n=V2(X1 + ...+ X,,).

. Niech X;, Xo,... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi, takimi, ze
1 1 1
PX,=+1)=-(1-—=), PX,=4n)=—.
Wykaz, ze
Xi+...+ X,
At A = N(0,1)

oraz Var(X,) — 2. Wywnioskuj stad, ze

Xi4+...+X,

et = Ve,

. Zalézmy, ze €, X sa niezaleznymi zmiennymi losowymi, przy czym X ma rozklad N(0,1) oraz
P(e = 1) = 5. Niech Y = eX. Wykaz, ze Y tez ma rozklad N'(0,1) oraz Cov(X,Y) = 1.
Czy zmienne X 1Y sg niezalezne?

. Udowodnij, ze zmienna X ~ N(a, B) ma gesto$¢ wtedy i tylko wtedy gdy B jest odwracalne
oraz, ze w tym ostatnim przypadku wynosi ona

B 1 (B~ Y(x —a),z — a)
gx(z) = amyievaes o ( - 5 )
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. Rzucamy 10 razy symetryczna moneta. Niech X oznacza laczna liczbe ortéw, zas Y liczbe

ortéw w pierwszych czterech rzutach. Znajdz E(X|Y) oraz E(Y|X).

. Zalézmy, ze e; sa niezaleznymi zmiennymi takimi, ze P(e; = £1) = 1/2. Oblicz E(e; +

eoezlereq) oraz E(e1e2]|e1 + e2e3).

. Zmajdz przyktad zmiennych losowych X,Y’, ktére nie sa niezalezne, ale E(X|Y) = EX.

. Zalézmy, ze zmienne X,Y przyjmuja warto$ci naturalne oraz

4 dlal<k<I
PX =kY=1) { 0 w przeciwnym przypadku
Oblicz E(X|Y).
. Zmienne X1, X5, ... sa niezalezne o rozkladzie wykladniczym z parametrem A, niech S, =

Xi+Xo+ ...+ X,
a) Oblicz E(S,|X1), E(S2|X1).
b) Dla n > k wyznacz E(S,,|Sk), E(S?|S) oraz E(e=%"|S}).

. Dwuwymiarowy wektor losowy (X,Y) ma gesto$é g(z,y). Wykaz, ze, jesli E|f(X)| < oo, to

E(f(X)Y) = h(Y), gdzie

h(y) = W o ile /g(x,y)dx > 0.

. Wektor losowy (X,Y’) ma gestosé

3 . 77
g(@y) = e Wt jedli o > 0,y >0
0 w przeciwnym przypadku

Znajdz E(X|Y).

. Zmienne X 1Y sa niezalezne o rozkladzie jednostajnym na [0, 1]. Oblicz E(max(X,Y)| min(X,Y))

oraz E(X3|X +Y).

. Wektor (X,Y) ma taczny rozktad gaussowski o §redniej zero taki, ze Var(X) = 0%, Var(Y) =

03 oraz Cov(X,Y) = c. Oblicz E(X|Y) oraz P(X > 0]Y).

Zmienne X 1Y sa niezalezne, a f jest borelowska funkcja dwu zmiennych taka, ze E| f(X,Y)| <
oo. Wykaz, ze E(f(X,Y)|Y) = g(Y) p.n., gdzie g(y) = Ef (X, y).

Zmienne X 1Y sa calkowalne, niezalezne i maja jednakowy rozklad. Wykaz, ze E(X| X +Y) =
EY|X+Y)=1(X+Y).
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. Zmienne T i 0 sa momentami zatrzymania wzgledem pewnej filtacji (F;)ier. Wykaz, ze TA0 :=
min{t, o} oraz 7V ¢ := max{7, o} s momentami zatrzymania.

. Zmienne 7 i ¢ s3 momentami zatrzymania wzgledem filtracji (F,,)52,. Wykaz, ze 7 + sigma
jest momentem zatrzymania. Czy max{r — 1,0}, 7 + 1 musza byé momentami zatrzymania?

. Zmienne losowe (X,,) sa adaptowalne wzgledem filtracji (F,,)52 ;. Udowodnij, ze nastepujace
zmienne losowe sg momentami zatrzymania dla dowolnego zbioru borelowskiego B:

a) 71 = inf{n : X,, € B} — pierwsza wizyta w zbiorze B,

b) 7o = inf{n > 7,_1 : X,, € B}, k =2,3,... — k-ta wizyta w zbiorze B.

. Zmienne T i 0 sa momentami zatrzymania wzgledem filtracji (F,,)52,. Udowodnij, ze {7 <
oh{r <o}l {r =0} € FrNFy oraz Fr N Fo = Frpo-

. Niech X7, Xs,... bedzie ciggiem niezaleznych zmiennych losowych o skoniczonej wariancji i
éredniej zero oraz S, = X1 + Xo + ...+ X,,. Wykaz, ze S,, i S2 — Var(S,,) sa martyngatami
wzgledem filtracji generowanej przez X,,.

. Zalézmy, ze €1, €9, ... sa niezaleznymi zmiennymi losowymi takimi, ze P(e; = +1) = 1/2 oraz
Fn=o0(e1,...,6,). Niech S;, = &1+ ...+ &,.

a) Znajdz wszystkie liczby a takie, ze (a™ cos(Sy), Fy) jest martyngalem.

b) Wykaz, ze dla dowolnego A > 0, ciag (exp(AS, —nA?/2), F,) jest nadmartyngatem.

. Zmienne X7, X, ... sa niezalezne oraz E|X;| < oo dla wszystkich i. Udowodnij, ze M, =
X1 X5 -+ X, jest martyngatem wzgledem filtracji generowanej przez X,, wtedy i tylko wtedy,
gdy EX; = 1 dla wszystkich ¢ > 2 lub X; =0 p.n..

. Niech X,, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym rozktadzie i §redniej 0. Wykaz,
ze ciag Z, dany wzorem Zy =0 Z,, = Xo X1+ X1 Xo+...+ X1 Xy, n > 1 jest martyngatem
wzgledem F,, = 0(Xo, X1,...,Xp).

. Niech t € R oraz X7, Xo, ... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie normalnym
N(0,1). Przyjmijmy S, = X1 + Xo + ... + X,, oraz F,, = 0(X1,...,X,,). Znajdz wszystkie
ciagi (a,) takie, ze (e’*“ntan T, ) jest martyngalem.
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. Ciag (X,) jest martyngatem. Zbadaj, czy sa pod- badZ nadmartyngatami ciagi:
a) (| Xn[P)n p > 1;

b) (Xpn A a@)p;

c) (XnVa);

d) (X)n-

. Niech (X, Fn)n>0 bedzie adaptowalnym ciagiem catkowalnym. Udowodnij, ze jest on mar-
tyngatem wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego ograniczonego momentu zatrzymania 7,
EX, = EX,.

. Zmienne X7, Xo, ... sa niezalezne oraz P(X; = 1) =p =1 - P(X; = —1). Przyjmujac Sy =0
oraz S, = >, X; znajdz wszystkie niezerowe liczby rzeczywiste A dla ktérych A7 jest
martyngalem wzgledem filtracji generowanej przez (X,,).

. Oblicz prawdopodobiefistwo wygrania (przy skonczonym kapitale obu graczy) w grze orla i
reszke monetg niesymetryczna.

. Oblicz éredni czas oczekiwania na ruine ktoregos z graczy w grze orta i reszke
a) moneta symetryczna,
b) moneta niesymetryczna.

. Gracz A dysponuje nieskonczonym kapitatem. Ile wynosi éredni czas oczekiwania na wygranie
1 z}. przez A w grze orla i reszke

a) moneta symetryczna,

b) monete niesymetryczna.

. Niech X7, X3, ... beda niezaleznymi zmienymi losowymi takimi, ze P(X; = £1) =1/2, S,, =
X1+ Xo+...+ X, oraz 7 = inf{n : S, = 1}. Wykaz, ze Er = cc.

. X1, Xo, ... sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o wspélnym rozkladzie takim, ze EX? < oo.
Udowodnij, ze dla dowolnego momentu zatrzymania wzgledem filtracji generowanej przez
(X,,) takiego, ze ET < oo zachodzi E(S, — 7TEX;)? = ErVar(X;). Czy, jesli EX; = 0, to wzér
powyzszy musi byé prawdziwy tez w przypadku, gdy ET = co?
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. Niech (e,,), bedzie ciagiem niezaleznych symetrycznych zmiennych losowych o wartoséciach
+1. Wykaz, ze nadmartyngat

Z, = ea(€1+..4+sn)—(na2/2)

jest zbiezny prawie na pewno. Czy jest zbiezny w L7

. Niech X7, Xo, ... beda niezalezne o rozkladzie jednostajnym na [0, 2]. Wykaz, ze
n
M, = H X
k=1
tworza martyngal (wzgledem filtracji generowanej przez X,,) zbiezny do 0 prawie na pewno,
ale nie w Lq .

. Podaj przyktad martyngatu X,, takiego, ze X,, — 0 p.n. oraz E|X,,| — oo.

. Wykaz, ze jesli (X;) 1 (Y;) sa jednostajnie calkowalne, to dla dowolnych a,b € R, (aX; + bY;)
jest jednostajnie catkowalny.

. Zmajdz jednostajnie catkowalny ciag X, taki, ze Esup,, |X,| = co.

. Niech ¢ : Ry — R, spelnia warunek lim, “Dgf) = oco. Wykaz, ze jesli sup, Eo(]X;|) < oo,
to (X;) jest jednostajnie calkowalny.
. Niech X7, X5, ... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi takimi, ze X,, ma rozklad Poissona

z parametrem n?. Wykaz, ze ciag
M, =m)2X;---X,, n=12...

jest martyngatem wzgledem filtracji generowanej przez (X,,). Czy M, jest zbiezny prawie na
pewno? Czy jest zbiezny w L2? Czy jest zbieiny w L'?

10
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. Zmienne €1, €9, ... sa niezalezne oraz P(e; = +1) = 1/2. Rozstrzygnij, ktére z podanych po-
nizej proceséow sa jednorodnymi tancuchami Markowa. W przypadku pozytywnej odpowiedzi
wyznacz macierz przekscia.

a) Xo=0,X,=¢e1+...+e,,n=1,2,...

b) Yo = 1, Ynzé‘l&g"-&n, y n:1,2,...

c) Z,= (-1, ,n=12...

d) W, =eneny1, n=12...

e)Vi=en+epnt1,n=12....

. Zalézmy, ze E jest zbiorem przeliczalnym, f: R x E — E jest funkcja mierzalna (przyjmu-
jemy, ze wszystkie podzbiory E sa mierzalne), Y, pewna zmienng o wartosciach w F, za$
Xo, X1, ... clagiem niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym rozktadzie, niezaleznym
od Yj. Definiujemy

Yo = f(X,,Y,) dan=0,1,....

Wykaz, ze (Y,,) jest jednorodnym lahcuchem Markowa. ZnajdZ macierz przejscia dla tego
tancucha.

. Dwa jednorodne tancuchy Markowa (X,,), (Y,) z macierza przejécia P sa niezalezne. Udowod-
nij, ze Z, = (X,,Y,) tez jest lancuchem Markowa i znajdz jego macierz przejscia.

. Ciag (X,)n>0 jest jednororodnym tanicuchem Markowa o warto$ciach w E. Wykaz, ze dla do-
wolnej funkcji r6znowartosciowej f : E — E, (f(X,,)) jest jednorodnym lancuchem Markowa.
Czy tak by¢ musi, jesli nie zalozymy réznowartosciowosci f7

. (X,) jest jednorodnym tancuchem Markowa, czy wynika stad, ze
a) P(X,, = ap41| X, = ar, Xip_y = k-1, ..., X4y = a1) =P(X,, = ap41|X;, = ax) dla dowol-

nych liczb catkowitych 0 < i1 < ig < ... < i, < n oraz standéw ai,as,..., 0417
b) P(Xn S Ak+1|Xik S Akink,1 € Ap_1,... ;Xil S Al) = P(Xn S Ak+1|Xik S Ak) dla do-
wolnych liczb catkowitych 0 < iy <9 < ... < i < n oraz zbioréw stanéw A, As, ..., Ar11?
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Zadania z Rachunku Prawdopodobienstwa II - 12

. Dla tahcuchéw Markowa o przestrzeni stanéw E = {1,2,3,4} i ponizszych macierzach przej-
Scia znajdz wszystkie stany nieistotne i wszystkie zamkniete zbiory stanéw.

b)

£
= O O
B o= O
ENENE N e
= O O O
S O ORI
S O ORI
O OBl
==

. Niech (X,,)n>0 bedzie tancuchem Markowa o macierzy przej$cia danej w poprzednim zadaniu.
Zal6zmy, ze w chwili poczatkowej X ma rozklad jednostajny na E. Znajdz rozklad X; i Xs.

. Udowodnij, ze tancuch Markowa jest nieprzywiedlny wtedy i tylko wtedy gdy nie ma wtasci-
wych podzbioréw zamknietych.

. Zbadaj okresowo$¢ tancuchéw o ponizszych macierzach przejscia:

1 3
00 1 R
a)l 1 0 0 b) 3 3
01 0 1 0 0 O
0 01 O
. Zmienne Yy, Y7, Ys, ... sa niezalezne i maja ten sam rozklad geometryczny z parametrem %
Ciag zmiennych X7, X5, ... jest okredlony nastepujaco: Xg =1 p.n., adlan > 0,
1 jesli Y, = 1,
Xnt1 = J s
XY, jesliy, # 1.

a) Wykaz, ze (X,,), jest nieprzywiedlnym taficuchem Markowa.
b) Czy ten laficuch jest okresowy?
c¢) Udowodnij, ze wszystkie stany sa powracajace.

. Wykaz, ze w powracalnym i nieprzywiedlnym tancuchu Markowa z prawdopodobienstwem 1
kazdy stan jest odwiedzany nieskonczenie wiele razy (niezaleznie od rozkladu poczatkowego).

12



Zadania z Rachunku Prawdopodobienstwa II - 13

. Jednorodny taincuch Markowa o przestrzeni stanéw {0, 1, 2. ..} ma macierz przejscia (P, m)n,m>0
taka, ze po1 = 1, Ppnt1 =1 —Pun_1 =pdlan=1,2..., gdzie p € (0,1). W zaleznoéci do
parametru p wyznacz wszystkie rozktady stacjonarne.

. W dwu urnach znajduje sie tacznie n kul. W kazdej chwili wybieramy losowo kule i przenosimy
ja do innej urny. Znajdz rozklad stacjonarny liczby kul w pierwszej urnie.

. W powiecie N. syn piekarza zostaje piekarzem z prawdopodobienstwem 3/4, a syn niepie-
karza z prawdopodobiefistwem 1/100. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze wnuk piekarza jest
piekarzem? A potomek w n-tym pokoleniu? Jaki procent ludzi w N. stanowig piekarze?

. Macierz przejscia taficucha Markowa (X,,), na przestrzeni S = {1,2,3,4} dana jest nastepu-
jaco:

O whonl= O
W O NN
W= O ONI=

O wl=a= O

a) Czy jest to tancuch nieprzywiedlny?

b) Oblicz prawdopodobienistwo przejscia w dwu krokach ze stanu 1 do stanu 2.

¢) Zaktadajac, ze Xog = 1 p.n. oblicz prawdopodobienstwo tego, ze X,, bedzie w stanie 2 przed
stanem 4.

d) Zakladajac, ze Xo = 3 p.n. oblicz wartos¢ oczekiwana czasu dojscia do stanu 2.

. Rzucamy kostka tak dtugo, az pojawi sie ciag 16 lub 66. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze
ciag 16 pojawi sie wczesniej?

. Rzucamy symetryczna moneta az do momentu, gdy wyrzucimy pod rzad cztery orly. Oblicz
warto$¢ oczekiwang liczby wykonanych rzutow.
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