Zadania ze Wstepu do Proceséw Stochastycznych - 1

W zadaniach ponizej (/V;);>0 oznacza proces Poissona z parametrem .

1.

Udowodnij, ze z prawdopodobienstwem 1 trajektorie procesu Poissona sa niemalejace,
przyjmuja wartosci catkowite nieujemne, maja wszystkie skoki réwne 1 oraz daza do
nieskonczonosci.

. Wykaz, ze moment pierwszego skoku w procesie Poissona

1 = inf{t: N; >0}
jest zmienng losowa o rozkladzie wykladniczym z parametrem A.

Niech
T, = inf{t: Ny =k} (1)

bedzie momentem k-tego skoku w procesie Poissona. Wykaz, ze odstepy miedzy sko-
kami
T1,72 —T1,7T3 — T2,...

sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie wykladniczym z parametrem .

. Udowodnij, ze lim;_ % = A p.n.

. Niech Nt(l) i Nt(Q) beda niezaleznymi procesami Poissona. Wykaz, ze Nt(l) + Nt(2) jest

procesem Poissona.
Niech T' > 0. Wykaz, ze (Niyr7 — Ni¢)i>0 jest procesem Poissona z parametrem A.

Niech 7 bedzie zdefiniowane wzorem (1) Oblicz

i) E(N5|N3 = 4),

ii) E(N3|N5 = 4),

iii) Erg,

iV) E(T6‘N3 = 4)

Niech 74 bedzie zdefiniowane wzorem (1) oraz ¢t > 0. Znajdz

i) warunkowy rozktad zmiennej 71 pod warunkiem N; =1,

ii) warunkowy rozklad wektora (71, 72) pod warunkiem N; = 2,

iii) warunkowy rozklad wektora (71,...,7) pod warunkiem N; = k.

Niech T' > 0, # ma rozktad Poissona z parametrem A oraz &1, &2, . . . beda niezaleznymi
zmiennymi losowymi o rozkladzie jednostajnym na [0, T, niezaleznymi od 6. Wykaz,
ze proces (X¢)e(o,r) zadany wzorem

9
Xy = Z 1y0,4(&5)

J=1

jest procesem Poissona z parametrem A.



10. Proces N; mierzacy liczbe zaméwien w pewnym sklepie internetowym do chwili ¢ ma
rozktad Poissona z parametrem \. Zalézmy, ze kazdy z zamawiajacych z prawdopo-
dobienstwem p ptaci z gory, a z prawdopodobiefistwem 1 — p przy odbiorze towaru
(i nie ma zaleznosci miedzy sposobami platnosci réznych klientéw). Niech Nt(l) (odp.
Nt(2)) oznacza liczbe zaméwien do chwili ¢ oplaconych z géry (odp. przy odbiorze
towaru). Wykaz, ze Nt(l) i Nt(2) sa niezaleznymi procesami Poissona z parametrami
odpowiednio pA i (1 — p)A.



Zadania ze Wstepu do Proceséw Stochastycznych - 2
W zadaniach ponizej (W;)i>0 oznacza jednowymiarowy proces Wienera.

1. Znajdz rozklad zmiennej 5W; — W3 + 2W7.

2. Dla jakich parametréw a i b, zmienne aW, — Wy oraz W5 + bW5 sa niezalezne?
3. Znajdz rozklad wektora losowego (Wi, Wiy, ..., Wy ) dla 0 < t1 <ty < ...<t,.
4. Oblicz E(W2|Ws) oraz E(WZ|Ws).

5. Udowodnij7 ze nastepujace procesy tez sa procesami Wienera:
a) X; = —W, (odbicie),
b) Y; = ¢ Y2We, ¢ > 0 (przeskalowanie czasu),
c) Zt =tW, dlat >0 oraz Zp = 0 (inwersja czasu),
d) =Wrye — Wp, T >0,
) Vi=Wydlat<T,V;=2Wp—-W,dlat >T, gdzie T > 0.

6. Wykaz, ze proces
B, :=(1+ t)Wt/(l-i-t) —tWy, tel0,00)

jest procesem Wienera.
(Uwaga: powyzszy wzor pokazuje jak na podstawie procesu Wienera na [0, 1] zbudo-
waé proces Wienera na [0, 00)).

7. Udowodnij, ze lim;_.oo %t = 0 p.n..

8. Niech ), {ton ") (n)} gdzie a t(()n) < t(n) < ... < t(n) b bedzie
ciagiem podzialéw odcmka la,b] oraz ||my|| := maxy [t, n) - tk 1\ oznacza Srednice .

Udowodnij, ze
n:—Z|W(n> t(n V2 —=b—a w L*(Q,F, P) przy n — oo,

jesli ||y, || — 0 oraz S, — b—a p.n., jesli 3, ||| < oo.

9. Udowodnij, ze prawie wszystkie trajektorie procesu Wienera maja nieskonczone wa-
hanie na kazdym przedziale.



