Zadania ze Wstepu do Analizy Stochastycznej - 1

W zadaniach ponizej i w kolejnych seriach (W});>0 oznacza proces Wienera.

10.

11.

. Zmajdz rozktad zmiennej 5Wp — Wi 4+ Wy,

. Dla jakich parametréw a i b, zmienne aW, — Wy oraz W3 + bW5 sa niezalezne?

Znajdz rozklad wektora losowego (Wi, , Wi, ..., Wy, ) dla 0 < t] <to <...<tp.
Oblicz E(W2|W3) oraz E(W2|Wy).

Udowodnij7 ze nastepujace procesy tez sa procesami Wienera:
a) X; = —W, (odbicie),
b) Y; = ¢ Y2We, ¢ > 0 (przeskalowanie czasu),
c) Zt =tW, dlat >0 oraz Zy = 0 (inwersja czasu),
d) =Wrye — Wp, T >0,
) Vi=Wydlat<T,V,=2Wp—-—W,dlat >T, gdzie T > 0.

Wykaz, ze proces

jest procesem Wienera (zauwaz, ze definicja B; zalezy tylko od (W¢).g(o,1])-

Udowodnij, ze limy_. % =0 p.n..

Niech m, = {t; (n) t .,t,(;:)}, gdzie a = t(()") < tgn) < ... < t,(gl) = b bedzie
ciagiem podzialéw odcmka [a,b] oraz |7y, || ;= maxy \t,(fn) - t,(;i)l\ oznacza Srednice m,.

Udowodnij, ze
kn,
Sp 1= Z ’Wt(”) - Wt(") ’2 —b—a w LQ(Q’f’P) przy m — oo,
= k k-1

jesli ||m,|| — 0 oraz S, — b—a p.n., jesli >, ||m.|| < oo.

Udowodnij, ze prawie wszystkie trajektorie procesu Wienera maja nieskonczone wa-
hanie na kazdym przedziale.

Wykaz, ze z prawdopodobienstwem 1 trajektorie procesu Wienera nie sa ograniczone
ani z géry ani z dotu.

Wykaz, ze z prawdopodobienistwem 1 trajektorie procesu Wienera nie sa jednostajnie
ciagte.
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1. Udowodnij, ze z prawdopodobienstwem 1 trajektorie procesu Wienera sg funkcjami
nierézniczkowalnymi w zadnym punkcie przedziatu [0, 00).
Wskazowki:
a) Jesli funkcja f jest rézniczkowalna w jakims punkcie przedziatu [0, 1], to istnieje
liczba M < oo taka, Ze dla odpowiednio duzych n istnieje 0 < j < n — 3 taka, Ze
(G +1)/n) = fG/m) < M/n, [f((G+2)/n) = f((G+1)/n)] < M/n oraz [f((j +
3)/n) — £((G +2)/m) < M/n.
b) Wykaz, ze P(IW i1y — Wijnl < M1, [Wiih9)m — Wity ml < M/, [Wiii3)m —
Wiitoyml < M/n) < CMn=3/2 i wywioskuj stad nierdzniczkowalnosé trajektorii na
przedziale [0, 1].

2. Udowodnij, ze jesli zbiér A € B(RT), to istnieje zbiér przeliczalny Ty C T taki, ze
jesli z,y € RT oraz 2(t) = y(t) dlat € Ty tox € A=y € A.

3. Niech T = [a,b] oraz a < tg < b. Wykaz, ze nastepujace zbiory nie naleza do B(RT):
i) Ay = {z ¢ RT: SUPsefap) |7t < 1}
ii) Ay = {z € RT: t — x; ciagle na [a,b] };
iii) A3 = {x € RT: limy_4, 7y = 0}:
iv) Ay = {x € RT: t — 2, ciagle w t}.
Wykaz mierzalnos$é tych zbioréw przy zalozeniu ciaglosci (prawostronnej ciagltosci)
trajektorii, tzn. wykaz, ze wszystkie te zbiory po przecieciu z C(T) (RC(T) odp.)
naleza do B(RT) N C(T) (B(RT) N RC(T) odp.).

4. Niech T = [a,b]. Udowodnij, ze F = {ANC(T): A € B(RT)} jest o-cialem zbioréw
borelowskich (w metryce supremum) na C(T).

5. Wykaz, ze istnieje proces (X;):>0 0 przyrostach niezaleznych, startujacy z 0 taki, ze
X; — X, ma rozklad Cauchy’ego z parametrem ¢ — s (proces taki nazywamy procesem
Cauchy’ego, badz procesem 1-stabilnym).

6. Ktére z nastepujacych proceséw sa gaussowskie?:
a) Wi, b) Wt27 C) W + 2t2, d) 3Way — 2Ws, e) WQtIWﬁél, f) W W1?

7. Policz funkcje kowariancji mostu Browna W, — tWj.

8. Wykaz, ze proces gaussowski ma przyrosty niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy jego
funkcja kowariancji spetnia K (t,u) = K(s,u) dla t,s > u (czyli K(s,t) = ¢(t A s)
dla pewnej funkcji ¢).

9. Wykaz, ze proces gaussowski o funkcji sredniej m(t) = EX; i funkcji kowariancji
K(s,t) = Cov(Xs, X;) jest stacjonarny wtedy i tylko wtedy, gdy m jest stala oraz
K(s+ h,t+ h) = K(s,t) dla wszystkich ¢, s, h (czyli K(s,t) = p(|t — s|) dla pewnej
funkcji ¢).
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. Proces X jest modyfikacja procesu Wienera. Ktére z nastepujacych wlasnosci sa
spelnione dla procesu X:

a) niezalezno$¢ przyrostow,

b) stacjonarno$é przyrostéw,

c) ciaglo$é trajektorii,

d) limy—, X —0pn.

e) lim o 5 = 0 wedlug prawdopodobienstwa?

. Rozpatrzmy nastepujace 3 wlasnosci proceséw:

a) ciaglosé trajektorii;

b) stochastyczna ciaglosé (tzn. X, B x, gdy t — s);

c) ciaglo$é¢ wg p-tego momentu (tzn. E|X; — X|P — 0 gdy t — s).
Jakie implikacje zachodzg miedzy powyzszymi wtasnosciami?

. Wykaz, ze trajektorie procesu Wienera nie sa lokalnie 1/2-holderowskie.

. Proces gaussowski nazywamy utamkowym ruchem Browna, jesli ma srednia zero oraz
E|X; — X,|2 = |t — s|*/ (mozna wykazaé, ze taki proces istnieje dla 0 < H < 1).
Udowodnij, ze utamkowy ruch Browna ma ciagta modyfikacje. Co mozna powiedzie¢
o holderowskosci jej trajektorii?

. Zalézmy, ze T jest przedziatem i okreslmy:

Fiy = ﬂ Fs, Fie = a( U .7-"5).

s>t s<t

a) Wykaz, ze filtracja Fy; jest prawostronnie ciagla, tzn. Fpy = Fiy.

b) Udowodnij, ze jedli F; = F;¥ jest filtracja generowana przez proces X o lewostron-
nie cigglych trajektoriach, to F— = F;.

¢) Niech T' = [0,00), A € F oraz X; = (t — 1)*14. Znajdz F;X.

d) Dla X jak w punkcie c¢) okreslmy 7 := inf{t: X; > 0}. Wykaz, ze 7 nie jest
momentem zatrzymania wzgledem FX ale jest momentem zatrzymania wzgledem
FX.

. Zalézmy, ze T' jest przedzialem. Wykaz, ze:

a) jesli 7 jest momentem zatrzymania, to {r < t} € F; dla wszystkich ¢

b) jesli {r < t} € F; dla wszystkich ¢, to 7 jest momentem zatrzymania wzgledem
Fiy.

. Niech T" = [0,00), a 7 bedzie momentem zatrzymania, ktére ze zmiennych 7 +
1,72, (r — 1); musza byé momentami zatrzymania?
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. Niech T'= [0, 00), a (X;)ter procesem (F;)-adaptowalnym, o ciagltych trajektoriach.
Wykaz, ze dla A otwartego 74 := inf{t: X; € A} jest momentem zatrzymania wzgle-
dem ftJr.

. Wykaz, ze jesli proces X; ma niezalezne przyrosty i prawostronnie ciagte trajektorie,
to dla s < t zmienna X; — X jest niezalezna od f;)fr.

. Wykaz, ze jedli 7 i 0 sa momentami zatrzymania. Wykaz, ze zdarzenia {1 < o}, {7 =
o} i{r <o} naleza do Fr, F5 i Frpo-

. Wykaz, ze jesli 7 jest momentem zatrzymania, to proces X; := Ijo -y(t) jest progre-
sywnie mierzalny.

. Niech 7 bedzie momentem zatrzymania wzgledem (F;)ier, a (X¢) bedzie procesem
Fi-adaptowalnym. Udowodnij, ze jedli T przyjmuje przeliczalnie wiele wartosci, to X,
jest Fr mierzalny na zbiorze 7 < oo.

. Wykaz, ze jedli o jest momentem zatrzymania, 7 > o, 7 ma wartosci w T'U{oco} oraz
jest F, mierzalny, to 7 jest momentem zatrzymania.

. Zalézmy, ze N; jest procesem Poissona z intensywnoscia A, tzn. procesem o prawo-
stronnie cigglych trajektoriach takim, ze Ny = 0, N ma przyrosty niezalezne, oraz
N¢ — N ~ Poiss(A(t — s)) dla t > 5. Wykaz, ze (N;y — At)i>0 oraz ((Ny — M)% — At)i>0
sa martyngatami wzgledem (F7);>o.

. Wykaz, ze (exp(AW; — %%),ftw )t>0 jest martyngalem dla dowolnego A € R.
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. (Prawo iterowanego logarytmu dla procesu Wienera) Wykaz, ze
; Wi _

a) limsup,_, o, \/%M}nﬁ =1pn.
. A

b) liminf; ot = 1 p.n.

Wskazéwki:

i) Niech C' > 1 oraz u > C'/2. Wykaz, ze

ZP( sup Wi > uv2C™Inln Cn) < 00

C"<t§0"+1
i niosk ze lim —t .
wywnioskuj stad, ze SUDt 00 T3y S UD

ii) Wykaz, ze limsup,_, ., \/% < 1 p.n. oraz liminf;_, \/% > —1 p.n.

iii) Udowodnij, ze dla g ~ N (0,1) i t > 0,

1
< -
h V27t

42
e /2,

ous
iv) Wykaz, zedlaC > 1iu <1

ZP(WCn —Wen-1 2 uy/1 —1/CvV2C"InlnC") = 00

1,1 1
(tﬁ

Je < Bg > )

i wywnioskuj stad i z ii), ze limsup,_, «/JKIW >u(l—1/C)'/2 —C~1/2 pn.
. Udowodnij, ze

a) limsup;_,o \/#W =1pmn.

b) liminf; o4 \/#W = —1 p.n.

. Ktére z podanych nizej warunkéw implikuja jednostajna catkowalno$é ciggu X,,:
a) sup,, E|X,| < oo,

b) sup,, E|Xy|? < oo,

c) Esup, | Xn| < oo,

d) catkowalno$é oraz zbiezno$¢ X,, w Ly,

e) catkowalno$é oraz zbieznosé X,, p.n.?

. Wykaz, ze martyngat M; = exp(AW; — A?t/2) jest zbiezny p.n. i znajdz jego granice.
Czy jest on zbiezny w L7

. Niech 7 bedzie momentem zatrzymania wzgledem F}V.
a) Wykaz, ze (Wran, Fran)or, jest martyngatem.

b) Udowodnij, ze jesli ET < oo, to Esup,, W2,,, < oo.
c¢) Wykaz, ze jedli ET < oo, to EW2 = E7 i EW, = 0.



6. Niech W; bedzie jednowymiarowym procesem Wienera oraz
T = inf{t > 0: Wy = a}, 7o :=inf{t > 0: |Wi| = a}.

Rozpatrujac martyngalty W; i W2 — t wykaz, ze
a) 17, < oo p.n. dla wszystkich a € R,

b) P(rq < 7—) = 25 dla a,b > 0,

c) Ef, =a? dlaa >0,

d) Erg A7_p = ab dla a,b > 0,

e) Er, = oo dla wszystkich a # 0.

7. Rozpatrujac martyngaty M} := exp(AW; — A\?t/2) oraz N} := (M} 4+ M; ) /2 wykaz,
ze przy oznaczeniach poprzedniego zadania, dla wszystkich a, A > 0,
a) Ee e = e—aV2h

b) Ee~*a = (cosh(av2))) ™.
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. Zal6zmy, ze h jest niemalejaca funkcja ciagla na przedziale [a,b]. Udowodnij, ze
a) Jesli g ma wahanie skoniczone, to g o h tez ma wahanie skonczone
b) Jesli f}?((;)) fdg istnieje, to
b h(b)
[, seo)gn = [ (5)dg(s)

. Zalézmy, ze f,qg,h: [a,b] — R, przy czym f i g sa ciagle, a h ma wahanie skonczone.
Udowodnij, ze

a) H(z) = [ g(t)dh(t) ma wahanie skoficzone na [a, b].

b) [° fdH = [P fgdh.

. Wykaz, ze dla dowolnej funkcji ciaglej f o wahaniu skonczonym na [a,b] zachodzi

I2 F(9)df(s) = 5(f2(b) = f2(a))-

. Zalézmy, ze (My)ie[q,p) jest ciaglym martyngatem oraz
A ={w: M;(w) ma wahanie skoniczone na |[a, b|}.
Wykaz, ze (M;) ma z prawdopodobienstwem 1 trajektorie stale na A, tzn.

P(Vicpap) Mila = Mgla) = 1.
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. Oblicz nastepujace granice w Lo(Q2) przy n — oo:
a) Zz;é Wtk/n(Wt(k+l)/n - Wtk/n)
b) 120 Wik 1)n(Weta1)/m — Wake/n)-

. Oblicz Cov( [ hy(t)dWy, [ ho(t)dW;) dla by, hy € La([0, s]).

. Niech C,, := (E[W;[P)!/P. Wykaz, ze dla 0 < p < oo, przeksztatcenie h — C; ! [ h(t)dW;
jest izometrycznym wiozeniem Lo([0,T]) w Ly(€2).

. Wykaz, ze dla 0 < u < tih € Ly([0,¢]) zachodzi
u t
/ h(s)dWs = / h1(g,(s)dW;s p.n.
0 0
. Wykaz, ze dla h € C'[0,t] zachodzi
t t
/ h(s)dW, = h(t)W; — / I (s)Wids pon.
0 0

. Wykaz, ze proces

v =1 fg5dWs 0<t<1
Tlo0 t=1

ma takie same rozklady skonczenie wymiarowe co proces Z; = W; — tW; (most
Browna).
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1. Wykaz, ze jesli X € E%,O < s <t < T oraz € jest ograniczona zmienng losowa
Fs mierzalna, to (X 1y € L2 oraz fst EXdW,, = §fst XudW,. (Uwaga: fst X dW,
definiujemy jako fg 14 (w) XudWy,).

2. Wykaz, ze jedli 0 < t; < ... < ty, < T oraz & sa zmiennymi losowymi w L*(Q), F,

mierzalnymi, to proces X := 22”;11 §k1(t), ¢, ) Nalezy do £2T oraz

m—1

t
/0 XdW = Z fk(WtkH/\t — Wient)-
k=1

3. Zalézmy, ze T < oo i X jest procesem prognozowalnym, ciggtym w L? (tzn. t — X,
jest ciagta z [0,T] w L?(f2)). Wykaz, ze wowczas X € L2 oraz dla dowolnego ciagu
n)

podziatéw 0 = t§” < ¢ < ... <"
dlat < T,

= T o érednicy zbiegajacej do zera zachodzi
kn—1 T
Y X (Wym = W) —>/ Xdw
k=0 k k+1 k 0
w L?(Q) przy n — oco.
4. Oblicz [ W,dW.

5. Niech 7 bedzie momentem zatrzymania takim, ze Er < co. Wykaz, ze 1)y € L2
oraz [ 1y ,)(s)dWs = W,. Wywnioskuj stad, ze EW, = 0 oraz EW? = E7.

6. Dla a,b > 0 okreSlmy 7 := inf{t : |W;| = avb+t}. Wykaz, ze 7 < oo p.n. oraz
ET < 0o wtedy i tylko wtedy gdy a < 1. Ponadto dla a < 1, ET = a%b

1—a?"

7. Zalézmy, ze M jest adaptowalnym, prawostronnie ciaglym procesem takim, ze My =
01 dla wszystkich t, E| M| < co. Wykaz, ze M jest martyngalem wtedy i tylko wtedy
gdy EM,; = 0 dla wszystkich ograniczonych momentéw zatrzymania 7.
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. Niech A bedzie pewna klasa proceséw adaptowalnych na [0, T") taka, ze jesli X € A to
X7 € A dla dowolnego momentu zatrzymania 7. Przez Aj.. 0znaczamy wéwczas klase
tych proceséow adaptowalnych na [0,7) dla ktérych istnieje rosnacy ciag momentéw
zatrzymania 7, taki, ze 7, — T oraz X™ € A dla wszystkich n.

a) Wykaz, ze jesli X € Ajoe to X7 € Ao dla dowolnego momentu zatrzymania 7

b) Wykaz, ze (-Aloc)loc = Ajoc

c) Wykaz, ze jesli A jest liniowa to Ajo. tez jest liniowa.

2,c
loc*

. Wykaz, ze M — My € M¢ . wtedy i tylko wtedy, gdy M — My € M

C
loc
. a) Wykaz, ze kazdy ograniczony ciagly martyngal lokalny jest martyngalem.

b) Wykaz, ze kazdy nieujemny catkowalny ciagly martyngal lokalny jest nadmartyn-
galem.

. Niech X bedzie martyngatem lokalnym takim, ze |X;| < Y dla wszystkich ¢ oraz
EY < oco. Wykaz, ze X jest martyngatem.

. Niech X € A%, 0 < s < t < T oraz £ bedzie zmienng losowa Fs mierzalna (nieko-
niecznie ograniczona). Wykaz, ze X1, € A% oraz

t t t t
/8 EX o dWy, ::/0 qul(&t](u)qu:f/O Xul(sq(u)dW, ::5/5 X, dW,.

. Niech M = [W2dW;. Oblicz wartoéé $rednia i kowariancje procesu (My)iso. Jak
wyglada przestrzen L%(M)? Czy Wt (w0} nalezy do tej przestrzeni?

. Niech &, bedzie ciagiem zmiennych losowych, a Aj; wstepujacym ciagiem zdarzen
takim, ze P(U,, Ax) = 1. Zalézmy, ze dla wszystkich k, zmienne &, 14, zbiegaja wedlug
prawdopodobienstwa przy n — oo do zmienej 1. Woéwczas &, zbiega wedtug rozktadu
do zmiennej n takiej, ze nla, =n, pn.dlak=1,2,....

. Zaldézmy, ze &, sa calkowalnymi, nieujemnymi zmiennymi losowymi zbieznymi wedtug
prawdopodobienstwa do zmiennej £ oraz dla wszystkich n, E, = E£. Wykaz, ze &,
zbiega do € w L.

10
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. Niech M; = fg sWedWy oraz X; = fg WsdMyg. ZmajdZz wartosé srednia i funkcje
kowariancji procesow (My)e=0 1 (Xt)t>o0-

. Oblicz (W' W?) gdzie W' W? sa niezaleznymi procesy Wienera.

. Udowodnij, ze

a) (M, M) = (M) = (=M),

b) (M, N) = (N, M),

c) <M Mo, N) = (M,N — No) = (M — Mo, N — No) = (M, N),
d) (N, M) — (M, N) jest przeksztalceniem dwuliniowym,

©) (M7,N7) = (M, N) = (M,N") = (M, N)",

f) Jesli M € MyS, X, Y € A3(M) oraz Ny = [ X dM, Na = [Y dM, to (Ny, No) =
[ XYd(M).

g) Jesli My, My € MyS, X € AZ(My) N A3(Msy) oraz N; = [ X dM; to (Ny, No) =
[ X2d(My, My).

. Wykaz, ze
a) |(M, N)| < (M){N)
b) Wahy, (M, N)) < 3[(M)¢ — (M) + (N} — (N).].

. Niech M, N € M{,_oraz X € A%(M)NA%(N). Uzasadnij, ze X € A%(aM +bN) dla
a,beRoraz [ Xd(aM +bN)=a [ XdM +b [ XdN.

. Wykaz, ze dla dowolnego procesu M € M¢, _, X € AT (M) oraz momentu zatrzymania
T<T,

t 2 T
Esup(/ X dM) <4E/ X2 d(M)
t<t 0 0

11



