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spisat: Marcin Pekalski

16 listopada 2006

Ponizsze notatki powstaty na podstawie wyktadoéw z Proceséw Stochastycz-
nych II, prowadzonych w semestrach zimowych 2003/04 i 2006/07 i zostaly
spisane przez pana Marcina Pekalskiego oraz przejrzane przeze mnie.

Z gory przepraszam za wszystkie niescistodci i omytki mogace pojawic¢ sie w
tekscie i jednoczesnie zwracam sie z prosba do czytelnikéw, ktorzy zauwa-
zyli bledy lub maja jakies inne uwagi na temat notatek o kontakt mailowy
rlatala@mimuw.edu.pl z podaniem wersji notatek (daty) do ktorej chea sie
ustosunkowaé.

Rafal Latata



Problem: . . .
Jak zdefiniowac [ f(s) dW, lub ogélniej [ X dW, badz [ X, dY; gdzie f(s)
0 0

0
yporzadna" funkcja, a X, Y ,porzadne" procesy stochastyczne?

1 Calka Riemana-Stieltjesa

Definicja 1.1.
Jesli f: ]a,b] — R, to liczbe

n

Wah, 4;(f): = sup sup Z |f(t:) = f(ti1)]

neN a=tpg<...<tn=b i—1

nazywamy wahaniem funkcji f w przedziale [a,b]. Méwimy, ze f jest funkcja o
wahaniu skoriczonym na [a, b], jesli Wah, 5 (f) < oo.

Oczywiscie 0 < Wahj,;)(f) < oo Wahanie jest addytywna funkcja przedziatu
tzn. Wahy, (f) = Wah, 4 (f) + Wahp, 4(f), gdy a <b <ec.

Przyklad 1.2.
e f Lipschitzowska
e f monotoniczna = f ma wahanie sk. na kazdym skoficzonym przedziale.
e f=g—h g, h monotoniczne

(ZAD)
Twierdzenie 1.3.
Jesli f ma wahanie skoficzone na [0,7] to istnieja funkcje niemalejace fi, f2
takie, ze f1(0) = f2(0) = 0 oraz f(t) = f(0) + fi1(t) — f2(t). Co wiecej f ma
w kazdym punkcie granice jednostrone. Ponadto
i) jesli f jest ciggta to f1, fo mozna wybra¢ ciggte,
i) jesli f jest cadlag! to fi, f» mozna wybraé¢ cadlag.

Definicja 1.4.
IT = {to,t1,...,tx} jest podziatem [0,T] jesli 0 =ty < t; < ... <t =T,
dlam(H) — max; |ti+1 - tz“.

Il jest podpodziatem 11 (ozn. TI' < TI) jesli wszystkie punkty II s3 punktami
IT'.

!cadlag - prawostronnie ciggla z lewostronnymi granicami



" = {tg,...,t} } jest normalnym ciggiem podziatow jesli diam(II") "= 0
oraz II"+1 < II".

Definicja 1.5.

Niech f,g: [0,T] — R. Powiemy ze [ gdf istnieje jesli dla dowolnego normal-
nego ciagu podziatéw II" = {t}, ...t} } oraz punktéw sf,...,sp | takich,
ze té? < sf < t;‘fﬂ istnieje

kn
Tim > R(sHIF(EF) = F(H5_0))-
j=1

T
Granice ta oznaczamy [ h(t)df(t) i nazywamy catka Riemanna-Stjeltjesa.
0

Twierdzenie 1.6. .

Jezeli h ciagta, a f ma wahanie skoriczone, to [ hdf istnieje.
0

Dowaéd.
Tak jak dla catki Riemanna.

Uwaga 1.7. e W przypadku f(t) =t jest to zwykta catka Riemanna.

o Jesli f € CY, to f(t7,)) — f(t7) = f'(O}) dla pewnego t7+! < O <17,

Stad mozemy udowodni¢, ze
T

T
[rwvare = [noroa
0

0

Uogdlnienie

f - cadlag o wahaniu ograniczonym o rozktadzie f(t) = f(0) + f1(t) — fa(2),
f1, f2 - cadlag niemalejace. Istnieja miary borelowskie py, uo na [0, 7] takie,
ze p;[0,t] = fi(t).

Wowcezas
T T

/ﬁ@¢0w=/mwmww—/mwmww
0 0

h:[0,7] — R borelowska, ograniczona (jest to catka Lebesgue’a-Stieltjesa).



Uwaga 1.8.
Jesli h jest ciagta na [0,7], to catka Lebesgue'a-Stieltjesa jest réwna catce

Riemanna-Stieltjesa.
(ZAD)

Uwaga 1.9.
Jesli f - cadlag taka, ze [ hdf istnieje dla wszystkich h € C([0,T]), to f ma

wahanie skonczone.

Problem
Jesli f jest ciagta na [0,7] 1 wahanie f jest skoriczone, to

Z\f f) = fEDI =0,

7’L*>OO
0

oile 6 >0, I" = {tf,..., 1 } podzialy [0, T] takie, ze diam(II") —
Dla procesu Wienera

STW () - WED)P E5 T jedli Y diam(IT") < oo,

czyli prawie wszystkie trajektorie W maja wahanie nieskonczone.

Wniosek 1.10.
Dla zdefiniowania [ fdW trzeba wymysle¢ inna definicje.

2 Calka Paleya-Wienera

W tym rozdziale pokazemy jak mozna catkowaé wzgledem procesu Wienera
funkcje deterministyczne.

Dla funkcji prostej
k
h= Zai:ﬂ'(tiflztib O=to<tr1 <...<tp =T, a; € R,

i=1

okreslamy

T
/h dWVt = Zaz z (ti—l))'

0



Wtlasnosci.

o E([h(t)dW;) =0

o E([h(t)dW:)? = Var(3_ ai(W(t;) — W(ti—1)) = >, azVar(W(t;) —

Oy O

W(ti-1)) = Y ai(ti — tiz1) = fhz(t) dt
0
° I(ah1 + bhg) = a[(hl) + b[(hg)

Mamy wiec izometrie L2([0,T]) D E; iR L?(9). Izometria ta rozszerza sig
jednoznacznie do Ey = L2([0, T)).

Definicja 2.1.

Rozszerzenie powyzszej izometrii do L2([0,T]) nazywamy catka Paleya-Wienera
T

h i oznaczamy [ h(t) dW,.
0

Wtasnosci I(h) = [ h(t) dW:

o

1. EI(h) =0,
T

2. EI(h)? = [Rh2dt,
0

3. I(h) ma rozktad normalny N (0, [ h?dt).

ZAD 2.2. . -
Jezeli h € C1([0,T)), to [h(t)dW; = h(T)Wr — [ K (t)W, dt.
0 0
ZAD 2.3. .
t

Jezeli h € L*([0,1]), to Ve [ 1 (s)h(s) dWs = [ h(s) dW, p.w.

0 0
ZAD 2.4.

T

T T
| [ hdWy| Lo = (E|g|P)e ([ h%dt)"/2, dla h € L2([0,T)), czyli I(h) = [ hdW,
0 0 0

jest po unormowaniu izometrycznym wtozeniem L2([0,7]) w LP().



3 Izometryczna calka stochastyczna

Od tego momentu zaktadamy, ze (Q,F,P) jest zupelna przestrzenia pro-
babilistyczng (tzn. P(A) = 0, B C A = P(B) = 0), za$ (F;)cr, zupel-
na filtracja (tzn. V; F; zupelne), oraz 0 < T < oo. Dodatkowo kladziemy

Foo i= a(th Fr).

Martyngaly ciggle, calkowalne z kwadratem

Definicja 3.1.
Przez M?p’c oznaczamy przestrzen martyngatéw wzgledem (F);c(o,1] © trajek-

toriach ciagtych takich, ze sup, EM? < oo.
t<T

Uwaga 3.2. 1. M€ M%C = M? podmartyngat, sup EM? = EM2.
t<T

9e , nier. Dooba N
2. M € M}" = Esup M; < 4sup M; < oo.
t<T t<T
3. Dla T = oo, M%’ mozna utozsami¢ z martyngatami ciagtymi na [0, c0)

takimi, ze sup IEME < 00.
t<oo

Istotnie (M;)i>0 j-w., Esup M? < oo = M, zbiezny w L?*()) oraz p.n.,
t<T
My = 1tlim My, wtedy My = E(Moo|Fr) p.n., czyli faktycznie otrzymujemy
—00

martyngal (M;)o<t<oo-

Uwaga 3.3.
W czasie catego wyktadu nie bedziemy odréznia¢ proceséw nieodréznialnych
(CZyli ]P’(Vt Xt = Y;j) = 1)

Fakt 3.4.
./\/1,52’C jest przestrzenig Hilberta? z iloczynem skalarnym

(M,N)=(M,N)r =EMpNr,

1Ml = JEME = || Mr||12(0),

2czyli zupelna przestrzenia euklidesowa




./\/l;’c zanurza sie izometrycznie w L?(Q, F,P).

Dowod.

Oczywiscie M%’C jest przestrzenia liniowa i (M, N) jest iloczynem skalarnym, bo
(N,N)=0=EN2=0= Ny =0pn. = VN, =0pn = PN, =0Y) =
1.

Przypomnienie
Xi, Y; ciagte, X; modyfikacja Y; (tzn. X; = Y; p.n.) = X; i Y; nieodréznialne
PV, X, = Y,) = 1.

Wracamy do dowodu. Trzeba pokazaé tylko zupetnos¢. Zatézmy, ze Mt(") €
M%’c spetnia warunek Cauchy’ego, czyli M € M?¢

9 M,N—00
—

) — M = B — M) 0
Woéwczas M}") jest ciagiem Cauchy’ego w L2(Q, Fr,P), czyli M}") — Mr w
L%(Q, Fr,P).

Mozemy potozy¢ M, := E(My|F;), ale czy M; jest ciagty? Na mocy nieréwnosci
Dooba,

Esup(M}n) - ]\Jt(m))2 < 4supIEHMt(n) — Mt(m)H2 — 0.
t<T t<T

Stad mozemy wybraé podciag ny taki, ze

Vl>k]Esup(Mt(n’“) - Mt(m))2 <87k,
t<T

Woéweczas

P(sup | M) — M| > 27k < 97k

t<T

Zatem, jesli

Ay, := {sup |Mt(nk) — Mt(nk“)] > 27’“},

t<T
to Y . P(Ag) < oo, czyli
P(limsup Ax) = 0.

Jesli w & limsup Ay, to w &€ Ay dla k > ko(w), czyli sup |Mt("’“) - Mt(nk+1)| <
t<T

27 dla k > ko(w). Zatem (M;")o<s<7 jest zbiezny jednostajnie na [0, T] do M;,
a poniewaz s3 to funkcje ciagte na [0, 7], to M; jest ciagty. Poniewaz M:(Fn’“) —



My w L? wiec réwniez w L1, czyli Mt(n'“) =E(M n" | F) — E(Mrp|F;) w LY,
a ze Mt(n’“) — M, wiec M, = E(Mp|F) = My czyli My jest martyngatem
ciagtym.

Procesy elementarne

Definicja 3.5.
Powiemy, ze proces X = (X;);cjo,) nalezy do & - rodziny procesow elementar-
nych (elementarnych proceséw prognozowalnych), jesli X jest postaci

Xt =&l + ka—ﬂl(tk,l,tk](t),

k=1

gdzie 0 =tg < ... <t,, <T, & - zmienna losowa ograniczona F;, mierzalna.

Oczywidcie & jest przestrzenia liniowa.

Definicja 3.6.
Dla X € & definiujemy proces

:/de,

[(X) = (I(X))er = ( /0 X, dW,)ier

I(X)t = ka—l(wtk/\t - Wtk,l/\t)-
k=1

Uwaga 3.7.
Definicja jest poprawna, tzn. nie zalezy od reprezentacji X € £.

Fakt 3.8.
Jesli X € &, to I(X) € M2°, I(X)o = 0 oraz

11(X /X dWy) /X2 ds.



Dowaod.
Oczywiscie I(X)o = 0, t — I(X); jest ciagte i I[(X); € L*(Q0, F,P). Jezeli
tj <t< tj+1, to

I(X)e = &(Wyy, — Wy ) + E(Wy, — Wiy ) + .0+ &(Wy — W)
jest F; mierzalna.

Sprawdzimy teraz, ze I(X) jest martyngatem, czyli dla s < t < T mamy
E(I(X)¢|Fs) = I(X)s. Wystarczy pokaza¢ to dla t; < s < t < tjyq, ale
wtedy

E(I(X)t - I<X)9‘fs) = E(fj(wt - Ws)‘fS) = ij(wt - Ws‘}—s) =0

(pamigtamy, ze {; jest Fy; C Fs mierzalne). By zakoficzy¢ dowéd liczymy

EI(X)F =Y B&G (Wi, — Wy, )* +2> E&G1&-1(Wy, — Wy )Wy, —W,,_,)
=1

= i<k
=1+ I.
Ponadto
niezalezne T
=" E(GE(Wy, — Wi, )2|F ) =D B (th—tr1) = E/X§ ds
k k :
oraz

I =2 ZE(gk—lgj—lE[(Wtk - Wtk:—l)(wtj - Wtj71)|f.tk—1])

i<k

=2 ZE(fk—lgj—l(Wtj - Wtj—l)E(Wtk - Wtk—1 ’ftk—l)) =0,

i<k

bo E(W;, — Wy, ,) = 0.

Zdefiniowalidémy zatem

L2([0,T] x ,B([0,T)) ® F,A@P) « & 1 M2*
Przeksztalcenie liniowe I jest izometria, czyli rozszerza sie do £. Zatem I :
£ — M%’c izometria oraz dla X € & otrzymujemy I(X); o= fXS dWyg -
dobrze okreslony ciagly martyngat. "



Procesy prognozowalne

Pytanie: co to jest £, czyli jakie procesy mozemy catkowac?

Definicja 3.9.
o ciato zbioréw prognozowalnych P, to o ciato podzbioréw [0, T") x €2 generowane
przez zbiory postaci {0} x A4, (s,t] x A, s<t<T, A€ Fi.

Proces X = (X¢)o<t<T jest prognozowalny, jesli traktowany jako funkcja X :
[0,T) x Q — R jest mierzalny wzgledem P.

Z definicji natychmiast wynika, ze X¢(w) = 1a(w)1(y)(t) jest prognozowal-
ny jesi Ae Fyorazu<v<T

Poniewaz kazda ograniczona zmienng &, F,—mierzalng mozna aproksymowac
jednostajnie przez ) a;1a,, A; € Fu, wigc proces {(w)1(, ) (t) jest progno-
zowalny dla £ zmiennej F,—mierzalnej, ograniczonej. Stad jest on takze pro-
gnozowalny dla dowolnej zmiennej £ nieujemnej F,,— mierzalnej, a zatem dla
dowolnej F,—mierzalnej zmiennej &.

Zatem dowolny proces Y € & jest prognozowalny, czyli
ECL*0,T) x Q,P,AxP),

stad
£ C LA[0,T) x Q,P,ARP),

czyli X € € = X prognozowalne. Zachodzi réwniez odwrotne zawieranie, to
Z1aczy

Fakt 3.10.
E=1*0,T) x Q,P,A®P).

Dowod.
Przypadek I: T < oc. B
Najpierw pokazemy, ze jesli I" € P, to 1p € £.

Niech A:={I' € P, 11 € £} oraz
B:={{0} x A, Ac Foy, (u,v] x A: u<v<T, Ac F,}.

tatwo sprawdzi¢, ze B jest m-uktadem, ponadtoI' € B = 1r € £ C &, a zatem
B C A. Co wiecej A jest M\-uktadem dla 7' < o0, bo

10



DL =[0,T)xQ € A, czyli Ir = 1 € &, gdyz biorac ciag T,, /* T, otrzymujemy

L2 —
€3 Loyxa + Lpom)xe = Lpzixe — Lprxe € €. B
II) I',I'he A, I'y C Ty, ]].1"2\1"1 = ﬂp2*]lpl € & zliniowosci &, czyli FQ\Fl e A
i) ', € A wstepujacy, wéwezas 1, = L? — lim 1p, € &, czyli YTy, € A.
n—oo

Zatem dla T' < oo, z twierdzenia o -\ systemach A D o(B) = P.

Dalej, jesliT'; € P, a; € R, to > a;1r, € € (z liniowosci). Ponadto funkcje proste
> a;lr, sa gestew L2([0,T) x Q, P, AQP), czyli € = L*([0,T) x Q, P,A®1).

Przypadek II: T' = cc.

Niech X € L%([0,00) x Q, P,A @ P) oraz X\™(w) := X4(w)Ljomyxar(tsw).
Woéwczas X (™) prognozowalne, nalezace do L?([0,n) x Q,P,A ® P), zatem
X () e cale na mocy przypadku I.

Ponadto X — X w L?([0,00) x Q,A ® P) (tw. Lebesgue’a o zbieznosci
zmajoryzowanej), czyli X € €.

M e M>¢

Oznaczenie 3.11.
L2 :=L%([0,T) x Q,P,ARP)

Whiosek 3.12.
X e £2T = I(X) = [XdW € M%’C jest dobrze zdefiniowanym cM € M?¢
iagtym martyngatem.

Fakt 3.13.
X = (Xt)ie(o,) Proces adaptowany, lewostronnie ciagty = X prognozowalny.
Dowod. -
T<oo X=Xl + ¥ Xigcipligin ko
. o prognozowalne
T=o00 X" =Xolyoy+ ¥ Xl )

Xt(”) — X punktowo z lewostronnej ciggtosci, a granica ciagu funkcji mierzal-
nych jest mierzalna.

11



Uwaga 3.14.

i)X prognozowalny = X progresywnie mierzalny.

ii) X progresywnie mierzalny # X prognozowalny. Mozna jednak pokazaé, ze
jesli X progresywnie mierzalny, catkowalny z kwadratem, to istnieje Y progno-
zowalny taki, ze Y = X A ® P p.n. Czyli jesli X jest progresywnie mierzalny i

T
E[X2ds < oo, to [ XdW ma sens.
0

M e M?¢

Fakt 3.15. .
Jesli X € L2, to dla dowolnego t < T, LpygX € L2 S L (s) X dWs =
0

t t t
[ XodW,. Ponadto E([ X dW)2 = E [ X2ds.
0 0 0

Dowod.
Oczywiscie (s,w) — Lo 4(s) jest prognozowalny, stad proces 1 y X M € M?2¢
jest prognozowalny jako iloczyn prognozowalnych, zatem 14X € L2,

Jesli X € &, X = &olqo3+2° &kl 4]0 t0 X0y = S0l g0y +22 &kl i Attont €
T ¢

£ oraz f ]l[(u)(S)XS dWVS = Efk(wtk/\t — Wtkfwt) = fXS dWVS
0 0

Dla X € £2 wezmy X(™ € £ takie, z¢ X(™) — X w £%. Wéwczas oczywiscie
réwniez X(n)]l[ojt] — Xﬂ[O,t] w ,C% Stad

T T t t
/ XLy 4(s)dW, / XMW1 4(s)dW, = lim / XMdw, — / X, dW,
0 0 0 0

O

Twierdzenie 3.16. (o zatrzymaniu catki stochastycznej)
Niech X € L2 oraz 7 bedzie momentem zatrzymania. Wéwczas L X € L2,

oraz
tAT

t
Vi<t / Lio(s) dWs = X dW,. (3.17)
0 0

12



Dowod.
Zauwazmy, ze biorgc 7 AT zamiast T" mozemy zaktadaé, ze 7 < T p.n.

Proces 1 ,(t) jest lewostronnie ciagty i adaptowalny ({7 > t} = ({7 >
n

t — %} € Fi) a zatem jest prognozowalny, czyli 1}y X jest prognozowalny
(iloczyn funkcji mierzalnych jest funkcja mierzalng). Stad 1y X € L.

Wzér (3.17) udowodnimy w trzech krokach.

Krok 1. X € &, 7 przyjmuje skonczenie wiele wartosci.

m—1
Ewentualnie powigkszajac ciag t; mozemy zaktada¢, ze X = §olyoy+ > &kl i1
k=1

oraz T przyjmuje wartosci 0 =tg <t; < ... <t,, <T. Mamy

m k—1
Lior(t Z L= Lo () = 3 ((Z 1{T:tk}ﬂ<tj,tj+11(t)) + ﬂ{r:tkﬂw})
k 7=0

=1

= Lol (t +Z Z Lirmti} Lt 4] ()

7=0 k=j+1
= lalgp(t) + Y Lirstp Lt (1),

zatem

m—1
Lo, (DX = &Lioy(1) + > &Lirae Lty 00 (D)

j=1
czyli 1o (t)X € €. Liczymy
t m—
/0 [, T] Z ]1{T>t i} Wf]+1/\f Wtjmt)
J=1
m—1 k—1
= gj]l{r:tk}(wtjﬂ/\t - Wtj/\t)
=1 k=j+1
k—1

13



Krok 2. 7 dowolne oraz X € €.

Wezmy cigg momentéw zatrzymania 7, przyjmujacych skonczenie wiele wartosci

taki, ze 7, \, 7. Na mocy kroku 1, para (7,,,X) spetnia (3.17). Z ciagtosci
tATh tAT

trajektorii catki stochastycznej, [ X dW, — [ X;dW, p.n. Mamy
0 0

t t 2
E( / Ljg.r,1(5) X AW, — / 0.1 ()X, AW, )
0 0
+ punktowo—0

t 2 2 tw.Lebesgue’a
:E( / ]1(7777L](5)Xsdws) - / 1 py(5)X2 ds " HEET ),
0
0

Stad

! 2(0)
/[OT}XdW—> 11X dW
0

|
tAT

tATh
/ X dw 2% X dW,
0 0

czyli spetnione jest (3.17).
Krok 3. 7 oraz X € E?p dowolne.

Wezmy X () € £ takie, ze X(™) — X w L. Z kroku 2, para (T, X (™) spetnia
(3.17). Mamy

tAT 2 1z 7
E(/ (XS—XS(”))dWS) < E(/(X—X(” E/ (X—X™)2 s -0,
0 0 0
t
pierwsza nieréwnosc to optional sampling dla podmatryngatu ([ (X du)
0
Ponadto

t

E</H[O’T](S)(XS — X)W, =

0

Lo, (5)(Xs — X{™)* ds

T
E/(XS — X")2ds — 0.
0

o .

IN

14



Stad

tAT t
XM dW, = / Lo X™ dW,
0 0
() L L2(9Q)
tAT t
/ X, dW, / L. Xs AW,
0 0

czyli (3.17) spetnione jest i w tym przypadku.

Whniosek 3.18.

M = ([ X dW)? — [ X% ds jest martyngatem.

Dla X = 1 otrzymujemy znany fakt, ze W2 — t jest martyngatem.
Dowdd wniosku oparty jest na nastepujacym prostym fakcie.

Fakt 3.19.

Zatézmy, ze M jest adaptowalnym, prawostronnie ciagtym procesem takim, ze
My = 0 i dla wszystkich t, E|M;| < co. Wéwczas M jest martyngatem wtedy i
tylko wtedy gdy EM.- = 0 dla wszystkich ograniczonych momentéw zatrzymania
T.

Dowaéd.
=: 7 tw. Dooba EM, =EMy =0

<: Musimy pokaza¢, ze dla s < ¢, E(M|Fs)=M; p.n., czyli EM; 14 = EM,1 4
dla wszystkich A € F,. Okre$lmy

| sdlawe A
T tdlaw ¢ A.

Jak tatwo sprawdzi¢ 7 jest momentem zatrzymania, stad
0=EM, =EM 14 +EM1gc = EM;1 5 — EM;1 4,
gdzie ostatnia réwnos¢ wynika z faktu, ze

EM14c = EM; —EM;14=0—-EM;14.
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Dowo6d wniosku.

Jak wiemy [ X dW e M?¢, czyli M jest ciagly, adaptowalny i catkowalny
oraz My = 0. Dla ograniczonego momentu zatrzymania 7 < T' otrzymujemy
na mocy twierdzenia o zatrzymaniu calki stochastycznej

T 2 T 23 ) 2 2,c T
E( [ xaw) =g( [ 19 xdaw) “O LYY g [y ()X ds
0 [7} 0 [7] s

0
:E/des.
0

T T
EM, :EK/XdW)Q—/XSst] = 0.
0 0

Zatem

Uogoblnienie definicji calki stochastycznej

Definicja 3.20.

t
AZ - procesy (X;)i<1 prognozowalne takie, ze Vicr [ X2ds < oo p.n.
0

¢
Zatem proces prognozowalny X € A?p & P(Vicr [Xsds < o0) = 1. A2T jest
0

przestrzenia liniowa, ale nie Hilberta. Na A% mozna wprowadzié¢ metryke
przestrzeni Frecheta generowang przez ciag metryk euklidesowych.

Oznaczenie 3.21.
Jesli X = (X})ter jest procesem stochastycznym, a 7 momentem zatrzymania,
to X7 = (X7 )ier jest procesem zdefiniowanym wzorem

XtT = Xt/\T-
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Lemat 3.22.
Dla X € A% okresimy

¢
Tn ::inf{t: / deszn}/\Tn: 1,2,....
0
Woéwczas (7,,) jest rosnacym ciagiem momentéw zatrzymania, 7, /" T p.n.
Ponadto dla wszystkich n, 1jo 1 X € £7.

Dowad.

T, jest momentem zatrzymania jako moment dojscia przez adaptowalny pro-
ces ciggty f(f X2 ds do zbioru domknietego [n, o). Z zatozenia o skoficzonosci
[ X2 ds wynika, ze 7, /' T p.n.

Proces 1o .1 X jest prognozowalny jako iloczyn proceséw prognozowalnych, po-
nadto

T 2 Tn,
E(/O 1o (5) X" ds) = E/O X2ds < n < oo.
O
Zat6zmy, ze mamy dany ciag momentow zatrzymania 7, T p.n. taki, ze
L) X € £2 dla wszystkich n. Niech M,(t) == [; Ljg.- X dW.

Lemat 3.23.
Jeslim > n, to M,,(t) = M,(t) dla t < 7,,. Procesy M i M,, sa nierozr6z-
nialne, czyli P(Vy My, (t A 1) = My (t)) =

Dowod.
Na mocy twierdzenia o zatrzymaniu catki stochastycznej,

Tn A\t t t
Mm(Tn/\t) = /0 ﬂ[omi}X dW = /0 ]]‘[O,Tn]:ﬂ‘[o,Tm]X dW = /0 ]l[(),'rn}X dW

Druga czes$¢ lematu wynika z ciggtosci.

O

Definicja 3.24.

Catka stochastyczna [ X dW dla X € A2 oznaczamy taki (doktadnie jeden mo-
dulo nierozréznialne) proces (M;) = (fOthW)KT, ze M/ = JAT" XdW =
fg Lo, X dW dla n = 1,2,... (wczesniejsza izometryczna definicja catki sto-
chastycznej).
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Fakt 3.25.
Ta definicja jest poprawna, jednoznaczna, a proces M jest ciagty.

Dowod.

Na mocy Lematu 3.23 dla kazdego m > n istnieje zbiér Ny, ,, taki, ze P(N,, ) =
0 oraz dla w & Ny, zachodzi M, (t,w) = M,,(t A 7,(w),w) dla wszystkich
t <T.Niech N :=,,>,, Nnm, wowczas P(N) =0 orazdlaw ¢ N, t < 7,(w)
ciag (M (t,w))m>n jest staty. Zatem mozemy (i musimy) potozy¢ M (t,w) :=
M, (t,w) dla t < 7, (w).

Fakt 3.26.

Definicja [ X dW nie zalezy od wyboru 7, dla X € A%. Dokfadniej, jesli 7,,,
Tp - momenty zatrzymania, 7, /' T, 7y, /' T, 1jg ;1 X € L2 ] Loz, X € L2,
oraz M, M zdefiniowane za pomoca 7, 7, odpowiednio, to procesy M i M s3
nierozréznialne.

Dowod.

Mamy
t

t
Mt/\Tn :/ :H'[O,Tn]X dW, Mt/\7n == / :H.[O’;]X dW
0 0

Na mocy twierdzenia o zatrzymaniu catki stochastycznej,

t

Minronz, = / l[o,rn]ﬂ[o,ﬂ,]X dW = Mt/\rn/\?n'
0

Ponadto 7,7, /" T wiec t AT, AT =t dlan > n(w) i stad My = M, p.n.,
a ze s3 to procesy ciggte, to s3 nierozréznialne.

g

Definicja 3.27.

Jezeli dla procesu adaptowalnego M = (M;);<7, istnieje ciag momentéw zatrzy-
mania 7, / T taki, ze M™ jest martyngatem, to M nazywamy martyngatem
lokalnym. Jesli dodatkowo M™ &€ M%’c, to méwimy, ze M jest ciggtym martyn-
gatem lokalnym catkowalnym z kwadratem. Klase takich proceséw oznaczamy
M?ﬁ;oc (M%OE jesli wartos¢ T jest jasna z kontekstu).
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Fakt 3.28.

Zatézmy, ze M = [ XdW dla X € AL, Wéwczas
i) M jest procesem ciagtym, My = 0;

i) M € M3,

iii) Przeksztatcenie X — [ XdW jest liniowe.

Dowod.

Punkty i), ii) wynikaja z definicji. By udowodni¢ iii) wezmy X,Y € A% Istnieja
wéwczas momenty zatrzymania 7, /T i 7, /' T takie, ze 1o ;1 X € L3 oraz
Lo7,Y € EQT. Przyjmujac oy, := Tp /ATy, /T otrzymujemy 1y, 1 X, Ljg,, Y €
L2, a zatem Lo, (aX +Y) € L2 dla dowolnych a,b € R. Stad na mocy de-

finicji otrzymujemy, ze ngU"(aX +0Y)dW = afgmrn X dW + bfg/\a'n Y dW

i biorac granice n — 0o [(aX +bY)dW =a [ XdW + b [ YdW.

g

Fakt 3.29. (uogdlnienie twierdzenia o zatrzymaniu calki stocha-
stycznej)
Jesli X € A7, to dla dowolnego momentu zatrzymania 7, 1y X € A7, oraz

tAT t
/ X dW = / Lo X dW
0 0

Dowaéd.

Proces 1y, X jest prognozowalny jako iloczyn proceséw prognozowalnych, stad
Lo X € AZ. Proces X € A2, wiec istnieje ciag 7,, /' T taki, ze Lo X € L2,
Wtedy tez 1o ;1 1j0,,X € L2.. Niech

M = /de M) = / Lo, X dW.
Na mocy definicji,
t ) t
T
M, :/0 ]l[O,Tn]X dW, Mt/\'rn :/0 ]1[07771]]1[077_])( dW.
Z udowodnionego wczesniej twierdzenia o zatrzymaniu catki izometrycznej,
! ™)
Miprpr, = / ﬂ[o,r]ﬂ[o,m}XdW = Mz,
0
Bioragc n — oo dostajemy M = Mz, = Mt(T) czyli M™ = M),
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Twierdzenie 3.30. (Nieréwnos$é Dooba)
Dla dowolnego procesu X € AL oraz momentu zatrzymania 7 < T,

t 2 T
Esup</ XdWV) §4E/ X2 ds(< o0).
0 0

t<t

Dowad.
Wezmy 7, /' T takie, ze 1o 1 X € £7. Mamy

E sup (/tm Xaw)’ = Esup (/t 10, X W)’ = Esup (/W 1o X dW)
0 0 0

t<t t<T t<T

t 2
=[Esu /]1 ALigr 1 X dW
Y —

(Lo LpmX € M%’C, wiec t < T mozna zamieni¢ na t < T'). Na mocy
nieréwnosci Dooba dla martyngatéw,

e (/ot Lio,77 10,7, X dW)2 = 4E(/0

T TNATn T
= 4E/ (Lo, 17 L10,r Xs)* ds = 4IE/ XZds < 4E/X§ ds
0 0
0

T 2
Lo, 1j0.7,) X AW )

Wykazali§my zatem, ze

tATh 2 T
Esup(/ XdW) §4IE/ X2 ds
0 0

t<T
Poniewaz
tATh t t
sup(/ X dW)%? = sup (/ X dw)% sup(/ X dW)?,
t<t JO t<TATH JO t<t JO

wiec teza wynika z twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci monotonicznej.

g

Uwaga 3.31.
M= [XdW dla X € AZ nie musi byé martyngatem, nawet nie musi by¢

t
M; € L'. Ale jedli Vier IEszQ ds < oo to M jest martyngatem, bo za 7,
0

mozemy wziaé 7, = t,, gdzie t,, jest ciagiem rosnacym zbieznym do T', Mip,, =
2,c
Mt/\tn S MT .
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4 Calka wzgledem cigglych martyngatow

Oznaczenie 4.1.
M?F’C ciagte martyngaty takie, ze sup,. EM2Z < oo. M?“ to s3 martyngaty
ciagte takie, ze M? < oo V<1 (jest to oczywiscie szersza klasa).

Uogolnimy definicje [ X dW na [ X dM dla M € M?-.

Twierdzenie 4.2. (rozklad Dooba-Meyera)

Dla M € M?¢ istnieje proces (M) o trajektoriach ciagtych, niemalejacych,
przyjmujacy 0 w zerze taki, ze M? — (M) jest martyngatem. Co wiecej proces
(M) jest wyznaczony jednoznacznie.

Dowéd.

Pokazemy tylko jednoznacznosé¢ rozktadu. Zatézmy, ze M? — Y, i M7 — Z; dwa
martygnaty o ciggtych trajektoriach oraz Y;, Z; niemalejace, ciggte. Trajektorie
procesu Y; — Z; maja wahanie skoficzone p.n., ponadto Y; — 7Z; = (]\4152 —7y) —
(M?—Y;) jest martyngatem ciagtym. Stad (na podstawie zadania z * z ¢wiczen)
Y-Z=0.

g

Przykltad 4.3.
Dla procesu Wienera (W), = t. Ogélniej, pokazalismy, ze ([ X,dW,); =
JyX2ds dla X € £3.

Poniewaz dla wszystkich w, t — (M);(w) jest niemalejace, zatem ma waha-
nie skoriczone, czyli mozna okresli¢ miare d(M);(w). Nastepna definicja jest
naturalnym uogdélnieniem definicji dla procesu Wienera.

Definicja 4.4.
Dla M € M?¢ okreslamy

T
L2(M) = {X = (X})i<T - prognozowalne takie, ze E/ d{M)s < oo}.
0

& oznacza jak wczesniej klase proceséw elementarnych. Wezmy

E3X = 501{0} + Zﬁk:ﬂ'[tkutk+l]’
k=1
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gdzie 0 < t1 < tg < ... < tpmp1 < T, & - Fi, mierzalne, ograniczone.
Ktadziemy

k=1

Fakt 4.5.
Niech M € M?€ oraz X € €. Wéwczas I(X) := [ X dM € M%C, I(X)o=0
oraz

| 1(X /XdM _IE/ XZa( 5_||X||LQ

Dowaod.
Ciagtos¢ 1(X), warunek I(X)o = 0 oraz to, ze I(X); € L? dla wszystkich ¢ sa
oczywiste. Dla t; <t <t;;1 mamy

I(X)t = fl(Mtz - Mtl) + gQ(Mtg - MtQ) -+ gj( Mtj+1)'
Dla t; <t <s <tjy1 otrzymujemy zatem
E(I(X)s|F) — LX) = B(&(Ms — My)|F) = &(E(M|Fy) — M) =0,

czyli I(X) jest martyngatem. Ponadto

m

EI(X)% - Z E[E’%(Mtk+1 _Mtk)2]+2 Z E[Ekfl‘fj—l(Mtk _Mtk71)(Mtj _Mtj—l )] = I+II
k=1 i<k

Zauwazmy, ze dla s < ¢,

E((Me — My)?|Fs) = E(M{ — (M)e|Fo) + E((M)i] Fs) — 2ME(M;|Fs) + M
= M7 — (M)s + E(M)e| Fs) — MZ = E((M): — (M),|Fy)

Stad
I= ZEf E Mtk+1 Mtk ’ftk ZE&@ tk+1 - <M>tk"¢tk) =
2 bt T
—B((M)u, ~ M) =BY [ an. —E [ x2ag
k
Ponadto

I= QZE[Sk71§j—1(Mtj - Mtj—l)E(Mtk - Mtk—1|ftk—l] =0.

j<k

22



0

Tak jak dla procesu Wienera dowodzimy, ze domkni¢cie & w przestrzeni
L3([0,T) x Q,d(M) @ P) jest réwne & = L2(M). Tzometrig I(X) mozemy
przedtuzy¢ do &£, w ten spos6b otrzymujemy izometryczna definicje catki
I(X)= [ XdM dla X € L2(M).

Podobnie jak dla [ X dW, izometryczna calke stochastyczna [ X dM roz-
szerzamy nastepnie do X nalezacych do przestrzeni

t
A2(M) = {X prognozowalne : Vi.p / X2d(M)s < oo pn. }
0

Zajmiemy sie teraz interpretacja procesu (M). Zacznijmy od udowodnienia
dwdéch faktow, ktore wykorzystamy pédzniej.

Lemat 4.6.

Niech &, zmienne losowe oraz Ay, € F takie, ze Ay C As C ... i P(UA,) =1.
Zatézmy, ze dla wszystkich k, zmienne &, 1 4, zbiegaja wedtug prawdopodobien-
stwa (przy n — o0) do zmiennej n,. Woéwczas &, zbiega wedtug prawdopodo-
bieAstwa do zmiennej 7 takiej, ze nla, =g p.n.dla k=1,2,....

Dowaod.

Dla £ <1 mamy 14, = n p.n., gdyz pewien podciag &,, 14, — m p.n., a
zatem &, 14, = &p, 14,14, — mla, p.n. (czyli réwniez wg P). Stad istnieje
zmienna losowa 7 taka, ze nl4, = 7 p.n.

Szacujemy dla odpowiednio duzego n,

P(‘gn - 77| > 5) < P(A@ + P(‘gn]lAk - WﬂAk’ = 5)7
gdyz P(Aj) < e/2 dla duzego k oraz przy ustalonym k, P(|§,14, — k| =€) <
£/2 dla duzych n.

O

Kolejny lemat pokazuje, ze przy pewnych prostych zatozeniach mozna ze
zbieznogci wedtug prawdopodobieristwa wyprowadzi¢ zbieznosé w L.

Lemat 4.7.
Zatézmy, ze &, > 0, &, — & wedtug P oraz dla wszystkich n, E¢, = E€ < oc.
Wéwezas &, — & w L.
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Dowod.
Mamy

E|€ - gn’ = E(|£ - §n| - (6 - gn)) = QE(g - gn)]l{EZEn}
< g +2E(§ — &) L{eze,45) < % + 2B e, 15y

Na mocy zbieznosci wedtug prawdopodobienstwa lim, oo P(§ > &, +¢/4) =
0. Ponadto E|{| = E£ < oo, zatem {{} jest jednostajnie catkowalna , czyli
[E{1a| < ¢/2 dla odpowiednio matego P(A). Stad ET¢>e, 1c/ay < €/2 dla
duzych n, a wiec E[¢ — &, | < e.

Niech IT = {tg, t1,...,tx} podzial [0,¢] taki, ze 0 = tg < t1 < ... < t, =t
Definiujemy woéwczas

k

VH(Mv t) = Z(Mtz - Mt¢71)2'
=1

Mozemy teraz sformutowac¢ twierdzenie pokazujace, iz (M); jest granica
V(M t), dlatego tez (M) nazywa si¢ czesto kwadratowq wariacjg M.

Twierdzenie 4.8.
Zatézmy, ze M € M?€, t < T oraz II,, jest ciagiem podziatéw [0,] takim, ze
diam(IL,) — 0. Wéwczas Vi1, (M, t) —=)M {; w LY(Q, F).
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