
Procesy Stochastyczne II

spisaª: Marcin P¦kalski

16 listopada 2006

Poni»sze notatki powstaªy na podstawie wykªadów z Procesów Stochastycz-
nych II, prowadzonych w semestrach zimowych 2003/04 i 2006/07 i zostaªy
spisane przez pana Marcina P¦kalskiego oraz przejrzane przeze mnie.

Z góry przepraszam za wszystkie nie±cisªo±ci i omyªki mog¡ce pojawi¢ si¦ w
tek±cie i jednocze±nie zwracam si¦ z pro±b¡ do czytelników, którzy zauwa-
»yli bª¦dy lub maj¡ jakie± inne uwagi na temat notatek o kontakt mailowy
rlatala@mimuw.edu.pl z podaniem wersji notatek (daty) do której chc¡ si¦
ustosunkowa¢.

Rafaª Lataªa
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Problem:

Jak zde�niowa¢
t∫
0

f(s) dWs lub ogólniej
t∫
0

Xs dWs b¡d¹
t∫
0

Xs dYs gdzie f(s)

�porz¡dna" funkcja, a Xs, Ys �porz¡dne" procesy stochastyczne?

1 Caªka Riemana-Stieltjesa

De�nicja 1.1.

Je±li f : [a, b]→ R, to liczb¦

Wah[a,b](f) : = sup
n∈N

sup
a=t0<...<tn=b

n∑
i=1

|f(ti)− f(ti−1)|

nazywamy wahaniem funkcji f w przedziale [a, b]. Mówimy, »e f jest funkcj¡ o

wahaniu sko«czonym na [a, b], je±li Wah[a,b](f) <∞.

Oczywi±cie 0 ≤ Wah[a,b](f) ≤ ∞ Wahanie jest addytywn¡ funkcj¡ przedziaªu

tzn. Wah[a,c](f) = Wah[a,b](f) + Wah[b,c](f), gdy a < b < c.

Przykªad 1.2.

• f Lipschitzowska

• f monotoniczna

• f = g − h g, h monotoniczne

⇒ f ma wahanie sk. na ka»dym sko«czonym przedziale.

(ZAD)

Twierdzenie 1.3.

Je±li f ma wahanie sko«czone na [0, T ] to istniej¡ funkcje niemalej¡ce f1, f2

takie, »e f1(0) = f2(0) = 0 oraz f(t) = f(0) + f1(t) − f2(t). Co wi¦cej f ma

w ka»dym punkcie granice jednostrone. Ponadto

i) je±li f jest ci¡gªa to f1, f2 mo»na wybra¢ ci¡gªe,

ii) je±li f jest cadlag1 to f1, f2 mo»na wybra¢ cadlag.

De�nicja 1.4.

Π = {t0, t1, . . . , tk} jest podziaªem [0, T ] je±li 0 = t0 ≤ t1 ≤ . . . ≤ tk = T ,

diam(Π): = maxi |ti+1 − ti|.

Π′ jest podpodziaªem Π (ozn. Π′ ≺ Π) je±li wszystkie punkty Π s¡ punktami

Π′.

1cadlag - prawostronnie ci¡gªa z lewostronnymi granicami
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Πn = {tn0 , . . . , tnkn
} jest normalnym ci¡giem podziaªów je±li diam(Πn) n→∞−→ 0

oraz Πn+1 ≺ Πn.

De�nicja 1.5.

Niech f, g : [0, T ] → R. Powiemy »e
∫

g df istnieje je±li dla dowolnego normal-

nego ci¡gu podziaªów Πn = {tn0 , . . . , tnkn
} oraz punktów sn

0 , . . . , sn
kn−1 takich,

»e tkj ≤ sk
j ≤ tkj+1 istnieje

lim
n→∞

kn∑
j=1

h(sk
j )[f(tkj )− f(tkj−1)].

Granic¦ t¡ oznaczamy
T∫
0

h(t) df(t) i nazywamy caªk¡ Riemanna-Stjeltjesa.

Twierdzenie 1.6.

Je»eli h ci¡gªa, a f ma wahanie sko«czone, to
T∫
0

h df istnieje.

Dowód.

Tak jak dla caªki Riemanna.

�

Uwaga 1.7. • W przypadku f(t) = t jest to zwykªa caªka Riemanna.

• Je±li f ∈ C1, to f(tnj+1)− f(tnj ) = f ′(Θn
j ) dla pewnego tn+1

j ≤ Θn
j ≤ tnj .

St¡d mo»emy udowodni¢, »e

T∫
0

h(t) df(t) =

T∫
0

h(t)f ′(t) dt.

Uogólnienie

f - cadlag o wahaniu ograniczonym o rozkªadzie f(t) = f(0) + f1(t)− f2(t),
f1, f2 - cadlag niemalejace. Istniej¡ miary borelowskie µ1, µ2 na [0, T ] takie,
»e µi[0, t] = fi(t).
Wówczas ∫

h(t) df(t) :=

T∫
0

h(t) µ1(dt)−
T∫

0

h(t) µ2(dt)

h : [0, T ]→ R borelowska, ograniczona (jest to caªka Lebesgue'a-Stieltjesa).
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Uwaga 1.8.

Je±li h jest ci¡gªa na [0, T ], to caªka Lebesgue'a-Stieltjesa jest równa caªce

Riemanna-Stieltjesa.
(ZAD)

Uwaga 1.9.

Je±li f - cadlag taka, »e
∫

h df istnieje dla wszystkich h ∈ C([0, T ]), to f ma

wahanie sko«czone.

Problem

Je±li f jest ci¡gªa na [0, T ] i wahanie f jest sko«czone, to

kn∑
i=0

|f(tni+1)− f(tni )|1+δ n→∞−→ 0,

o ile δ > 0, Πn = {tn0 , . . . , tnkn
} podziaªy [0, T ] takie, »e diam(Πn) n→∞−→ 0.

Dla procesu Wienera

n∑
i=1

|W(tni+1)−W(tni ))|2 p.n.−→ T je±li
∑

diam(Πn) <∞,

czyli prawie wszystkie trajektorieW maj¡ wahanie niesko«czone.

Wniosek 1.10.

Dla zde�niowania
∫

fdW trzeba wymy±le¢ inn¡ de�nicj¦.

2 Caªka Paleya-Wienera

W tym rozdziale poka»emy jak mo»na caªkowa¢ wzgl¦dem procesu Wienera
funkcje deterministyczne.

Dla funkcji prostej

h =
k∑

i=1

ai1(ti−1,ti], 0 = t0 < t1 ≤ . . . < tk = T, ai ∈ R,

okre±lamy

I(h) =

T∫
0

h(t) dWt :=
k∑

i=1

ai(W(ti)−W(ti−1)).

4



Wªasno±ci.

• E(
T∫
0

h(t) dWt) = 0

• E(
T∫
0

h(t) dWt)2 = Var(
∑

ai(W(ti) −W(ti−1)) =
∑

a2
i Var(W(ti) −

W(ti−1)) =
∑

a2
i (ti − ti−1) =

T∫
0

h2(t) dt

• I(ah1 + bh2) = aI(h1) + bI(h2)

Mamy wi¦c izometri¦ L2([0, T ]) ⊃ E1
I−→ L2(Ω). Izometria ta rozszerza si¦

jednoznacznie do E1 = L2([0, T ]).

De�nicja 2.1.

Rozszerzenie powy»szej izometrii do L2([0, T ]) nazywamy caªk¡ Paleya-Wienera

h i oznaczamy
T∫
0

h(t) dWt.

Wªasno±ci I(h) =
T∫
0

h(t) dWt:

1. EI(h) = 0,

2. EI(h)2 =
T∫
0

h2 dt,

3. I(h) ma rozkªad normalny N(0,
∫

h2 dt).

ZAD 2.2.

Je»eli h ∈ C1([0, T ]), to
T∫
0

h(t) dWt = h(T )WT −
T∫
0

h′(t)Wt dt.

ZAD 2.3.

Je»eli h ∈ L2([0, 1]), to ∀t<T

T∫
0

1[0,t](s)h(s) dWs =
t∫
0

h(s) dWs p.w.

ZAD 2.4.

‖
T∫
0

h dWt‖Lp = (E|g|p)
1
p (

T∫
0

h2 dt)1/2, dla h ∈ L2([0, T ]), czyli I(h) =
T∫
0

h dWt

jest po unormowaniu izometrycznym wªo»eniem L2([0, T ]) w Lp(Ω).
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3 Izometryczna caªka stochastyczna

Od tego momentu zakªadamy, »e (Ω,F , P) jest zupeªn¡ przestrzeni¡ pro-
babilistyczn¡ (tzn. P(A) = 0, B ⊂ A ⇒ P(B) = 0), za± (Ft)t∈R+ zupeª-
n¡ �ltracj¡ (tzn. ∀t Ft zupeªne), oraz 0 < T ≤ ∞. Dodatkowo kªadziemy
F∞ := σ(

⋃
t∈T

Ft).

Martyngaªy ci¡gªe, caªkowalne z kwadratem

De�nicja 3.1.

Przez M2,c
T oznaczamy przestrze« martyngaªów wzgl¦dem (Ft)t∈[0,T ] o trajek-

toriach ci¡gªych takich, »e sup
t≤T

, EM2
t <∞.

Uwaga 3.2. 1. M ∈M2,c
T ⇒M2 podmartyngaª, sup

t≤T
EM2

t = EM2
T .

2. M ∈M2,c
T ⇒ E sup

t≤T
M2

t

nier. Dooba
≤ 4 sup

t≤T
M2

t <∞.

3. Dla T = ∞, M2,c
∞ mo»na uto»sami¢ z martyngaªami ci¡gªymi na [0,∞)

takimi, »e sup
t<∞

EM2
t <∞.

Istotnie (Mt)t≥0 j.w., E sup
t≤T

M2
t < ∞ ⇒ Mt zbie»ny w L2(Ω) oraz p.n.,

M∞ := lim
t→∞

Mt, wtedy Mt = E(M∞|FT ) p.n., czyli faktycznie otrzymujemy

martyngaª (Mt)0≤t≤∞.

Uwaga 3.3.

W czasie caªego wykªadu nie b¦dziemy odró»nia¢ procesów nieodró»nialnych

(czyli P(∀t Xt = Yt) = 1).

Fakt 3.4.

M2,c
t jest przestrzeni¡ Hilberta2 z iloczynem skalarnym

(M,N) = (M,N)T = EMT NT ,

‖M‖T =
√

EM2
T = ‖MT ‖L2(Ω),

2czyli zupeªn¡ przestrzeni¡ euklidesow¡
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M2,c
T zanurza si¦ izometrycznie w L2(Ω,F , P).

Dowód.

Oczywi±cie M2,c
T jest przestrzeni¡ liniow¡ i (M,N) jest iloczynem skalarnym, bo

(N,N) = 0 ⇒ EN2
T = 0 ⇒ NT = 0 p.n. ⇒ ∀tNt = 0 p.n. ⇒ P(Nt = 0 ∀t) =

1.

Przypomnienie

Xt, Yt ci¡gªe, Xt mody�kacj¡ Yt (tzn. Xt = Yt p.n.) ⇒ Xt i Yt nieodró»nialne

P(∀t Xt = Yt) = 1.

Wracamy do dowodu. Trzeba pokaza¢ tylko zupeªno±¢. Zaªó»my, »e M
(n)
t ∈

M2,c
T speªnia warunek Cauchy'ego, czyli M ∈M2,c

‖M (n) −M (m)‖2T = E(M (n)
T −M

(m)
T )2

m,n→∞−→ 0.

Wówczas M
(n)
T jest ci¡giem Cauchy'ego w L2(Ω,FT , P), czyli M

(n)
T → MT w

L2(Ω, FT , P).

Mo»emy poªo»y¢ Mt := E(MT |Ft), ale czy Mt jest ci¡gªy? Na mocy nierówno±ci

Dooba,

E sup
t≤T

(M (n)
T −M

(m)
t )2 ≤ 4 sup

t≤T
E‖M (n)

t −M
(m)
t ‖2 → 0.

St¡d mo»emy wybra¢ podci¡g nk taki, »e

∀l>k E sup
t≤T

(M (nk)
t −M

(nl)
t )2 ≤ 8−k.

Wówczas

P(sup
t≤T
|M (nk)

t −M
(nk+1)
t | ≥ 2−k) ≤ 2−k.

Zatem, je±li

Ak := {sup
t≤T
|M (nk)

t −M
(nk+1)
t | ≥ 2−k},

to
∑

k P(Ak) <∞, czyli

P(lim sup Ak) = 0.

Je±li ω 6∈ lim supAk, to ω 6∈ Ak dla k ≥ k0(ω), czyli sup
t≤T
|M (nk)

t −M
(nk+1)
t | ≤

2−k dla k ≥ k0(ω). Zatem (Mnk
t )0≤t≤T jest zbie»ny jednostajnie na [0, T ] do M̃t,

a poniewa» s¡ to funkcje ci¡gªe na [0, T ], to M̃t jest ci¡gªy. Poniewa» M
(nk)
T →
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MT w L2 wi¦c równie» w L1, czyli M
(nk)
t = E(M (nk)

T |Ft)→ E(MT |Ft) w L1,

a »e M
(nk)
t → M̃t, wi¦c M̃t = E(MT |Ft) = Mt czyli Mt jest martyngaªem

ci¡gªym.

�

Procesy elementarne

De�nicja 3.5.

Powiemy, »e proces X = (Xt)t∈[0,T ) nale»y do E - rodziny procesów elementar-

nych (elementarnych procesów prognozowalnych), je±li X jest postaci

Xt = ξ01{0} +
n∑

k=1

ξk−11(tk−1,tk](t),

gdzie 0 = t0 ≤ . . . ≤ tm < T , ξk - zmienna losowa ograniczona Ftk mierzalna.

Oczywi±cie E jest przestrzeni¡ liniow¡.

De�nicja 3.6.

Dla X ∈ E de�niujemy proces

I(X) =
∫

X dW,

I(X) = (I(X)t)t≤T = (
∫ t

0
Xs dWs)t≤T

wzorem

I(X)t :=
m∑

k=1

ξk−1(Wtk∧t −Wtk−1∧t).

Uwaga 3.7.

De�nicja jest poprawna, tzn. nie zale»y od reprezentacji X ∈ E .

Fakt 3.8.

Je±li X ∈ E , to I(X) ∈M2,c
T , I(X)0 = 0 oraz

‖I(X)‖2T = E(

T∫
0

Xs dWs)2 = E
T∫

0

X2
s ds.
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Dowód.

Oczywi±cie I(X)0 = 0, t → I(X)t jest ci¡gªe i I(X)t ∈ L2(Ω,F , P). Je»eli
tj ≤ t ≤ tj+1, to

I(X)t = ξ0(Wt1 −Wt0) + ξ1(Wt2 −Wt1) + . . . + ξj(Wt −Wtj )

jest Ft mierzalna.

Sprawdzimy teraz, »e I(X) jest martyngaªem, czyli dla s < t ≤ T mamy

E(I(X)t|Fs) = I(X)s. Wystarczy pokaza¢ to dla tj ≤ s < t ≤ tj+1, ale

wtedy

E(I(X)t − I(X)s|Fs) = E(ξj(Wt −Ws)|Fs) = ξjE(Wt −Ws|Fs) = 0

(pami¦tamy, »e ξj jest Ftj ⊂ Fs mierzalne). By zako«czy¢ dowód liczymy

EI(X)2T =
m∑

k=1

Eξ2
k−1(Wtk −Wtk−1

)2 + 2
∑
j<k

Eξk−1ξj−1(Wtk −Wtk−1
)(Wtj −Wtj−1)

= I1 + I2.

Ponadto

I1 =
∑

k

E(ξ2
k−1E[

niezależne︷ ︸︸ ︷
(Wtk −Wtk−1

)2|Ftk−1
]) =

∑
k

Eξ2
k−1(tk−tk−1) = E

T∫
0

X2
s ds

oraz

I2 = 2
∑
j<k

E(ξk−1ξj−1E[(Wtk −Wtk−1
)(Wtj −Wtj−1)|Ftk−1

])

= 2
∑
j<k

E(ξk−1ξj−1(Wtj −Wtj−1)E(Wtk −Wtk−1
|Ftk−1

)) = 0,

bo E(Wtk −Wtk−1
) = 0.

�

Zde�niowali±my zatem

L2([0, T ]× Ω, B([0, T ])⊗ F, λ⊗ P)←↩ E I−→M2,c
T

Przeksztaªcenie liniowe I jest izometri¡, czyli rozszerza si¦ do E . Zatem I :

E → M2,c
T izometria oraz dla X ∈ E otrzymujemy I(X)t

ozn.=
t∫
0

Xs dWs -

dobrze okre±lony ci¡gªy martyngaª.
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Procesy prognozowalne

Pytanie: co to jest E , czyli jakie procesy mo»emy caªkowa¢?

De�nicja 3.9.

σ ciaªo zbiorów prognozowalnych P, to σ ciaªo podzbiorów [0, T )×Ω generowane

przez zbiory postaci {0} ×A, (s, t]×A, s < t < T , A ∈ Fs.

Proces X = (Xt)0≤t<T jest prognozowalny, je±li traktowany jako funkcja X :
[0, T )× Ω→ R jest mierzalny wzgl¦dem P.

Z de�nicji natychmiast wynika, »e Xt(ω) = 1A(ω)1(u,v](t) jest prognozowal-
ny je±li A ∈ Fu oraz u ≤ v < T

Poniewa» ka»d¡ ograniczon¡ zmienn¡ ξ, Fu�mierzaln¡ mo»na aproksymowa¢
jednostajnie przez

∑
ai1Ai , Ai ∈ Fu, wi¦c proces ξ(ω)1(u,v](t) jest progno-

zowalny dla ξ zmiennej Fu�mierzalnej, ograniczonej. St¡d jest on tak»e pro-
gnozowalny dla dowolnej zmiennej ξ nieujemnej Fu� mierzalnej, a zatem dla
dowolnej Fu�mierzalnej zmiennej ξ.

Zatem dowolny proces Y ∈ E jest prognozowalny, czyli

E ⊂ L2([0, T )× Ω,P, λ⊗ P),

st¡d
E ⊂ L2([0, T )× Ω,P, λ⊗ P),

czyli X ∈ E ⇒ X prognozowalne. Zachodzi równie» odwrotne zawieranie, to
znaczy

Fakt 3.10.

E = L2([0, T )× Ω,P, λ⊗ P).

Dowód.

Przypadek I: T <∞.

Najpierw poka»emy, »e je±li Γ ∈ P, to 1Γ ∈ E .

Niech A := {Γ ∈ P, 1Γ ∈ E} oraz

B := {{0} ×A, A ∈ F0, (u, v]×A : u < v < T, A ∈ Fu}.

�atwo sprawdzi¢, »e B jest π-ukªadem, ponadto Γ ∈ B ⇒ 1Γ ∈ E ⊂ E , a zatem

B ⊂ A. Co wi¦cej A jest λ-ukªadem dla T <∞, bo

10



i) Γ = [0, T )×Ω ∈ A, czyli 1Γ = 1 ∈ E , gdy» bior¡c ci¡g Tn ↗ T , otrzymujemy

E 3 1{0}×Ω + 1[0,Tn]×Ω = 1[0,Tn]×Ω
L2

−→ 1[0,T )×Ω ∈ E .
ii) Γ1,Γ2 ∈ A, Γ1 ⊂ Γ2, 1Γ2\Γ1

= 1Γ2−1Γ1 ∈ E z liniowo±ci E , czyli Γ2\Γ1 ∈ A.
iii) Γn ∈ A wst¦puj¡cy, wówczas 1S

Γn
= L2 − lim

n→∞
1Γn ∈ E , czyli

⋃
Γn ∈ A.

Zatem dla T <∞, z twierdzenia o π-λ systemach A ⊃ σ(B) = P.

Dalej, je±li Γi ∈ P, ai ∈ R, to
∑

ai1Γi ∈ E (z liniowo±ci). Ponadto funkcje proste∑
ai1Γi s¡ g¦ste w L2([0, T )×Ω,P, λ⊗P), czyli E = L2([0, T )×Ω, P, λ⊗Ω).

Przypadek II: T =∞.

Niech X ∈ L2([0,∞) × Ω, P, λ ⊗ P) oraz X
(n)
t (ω) := Xt(ω)1[0,n)×Ω(t, ω).

Wówczas X(n) prognozowalne, nale»ace do L2([0, n) × Ω,P, λ ⊗ P), zatem

X(n) ∈ cale na mocy przypadku I.

Ponadto X(n) → X w L2([0,∞) × Ω, λ ⊗ P) (tw. Lebesgue'a o zbie»no±ci

zmajoryzowanej), czyli X ∈ E .

�

M ∈M2,c

Oznaczenie 3.11.

L2
T := L2([0, T )× Ω,P, λ⊗ P)

Wniosek 3.12.

X ∈ L2
T ⇒ I(X) =

∫
X dW ∈ M2,c

T jest dobrze zde�niowanym cM ∈ M2,c

i¡gªym martyngaªem.

Fakt 3.13.

X = (Xt)t∈[0,T ] proces adaptowany, lewostronnie ci¡gªy ⇒ X prognozowalny.

Dowód.

T <∞ X
(n)
t = X01{0} +

2n−1∑
k=1

X k−1
2n T1( k−1

2n T, k
2n T ]

T =∞ X
(n)
t = X01{0} +

n2n∑
k=1

X k−1
2n
1( k−1

2n , k
2n ]

 prognozowalne

X
(n)
t → Xt punktowo z lewostronnej ci¡gªo±ci, a granica ci¡gu funkcji mierzal-

nych jest mierzalna.
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Uwaga 3.14.

i)X prognozowalny ⇒ X progresywnie mierzalny.

ii) X progresywnie mierzalny 6⇒ X prognozowalny. Mo»na jednak pokaza¢, »e

je±li X progresywnie mierzalny, caªkowalny z kwadratem, to istnieje Y progno-

zowalny taki, »e Y = X λ ⊗ P p.n. Czyli je±li X jest progresywnie mierzalny i

E
T∫
0

X2
s ds <∞, to

∫
X dW ma sens.

M ∈M2,c

Fakt 3.15.

Je±li X ∈ L2
T , to dla dowolnego t < T , 1[0,t]X ∈ L2

T i
T∫
0

1[0,t](s)Xs dWs =

t∫
0

Xs dWs. Ponadto E(
t∫
0

X dW)2 = E
t∫
0

X2
s ds.

Dowód.

Oczywi±cie (s, ω)→ 1[0,t](s) jest prognozowalny, st¡d proces 1[0,t]X M ∈M2,c

jest prognozowalny jako iloczyn prognozowalnych, zatem 1[0,t]X ∈ L2
T .

Je±li X ∈ E , X = ξ01{0}+
∑

ξk1(tk−1,tk], to X1[0,t] = ξ01{0}+
∑

ξk1(tk−1∧t,tk∧t] ∈

E oraz
T∫
0

1[0,t)(s)Xs dWs =
∑

ξk(Wtk∧t −Wtk−1∧t) =
t∫
0

Xs dWs.

Dla X ∈ L2
T we¹my X(n) ∈ E takie, »e X(n) → X w L2

T . Wówczas oczywi±cie

równie» X(n)
1[0,t] → X1[0,t] w L2

T . St¡d∫ T

0
Xs1[0,t](s)dWs ←

∫ T

0
X(n)

s 1[0,t](s)dWs = lim
∫ t

0
X(n)

s dWs →
∫ t

0
XsdWs

�

Twierdzenie 3.16. (o zatrzymaniu caªki stochastycznej)

Niech X ∈ L2
T oraz τ b¦dzie momentem zatrzymania. Wówczas 1[0,τ ]X ∈ L2

T

oraz

∀t≤T

∫ t

0
1[0,τ ](s) dWs =

∫ t∧τ

0
Xs dWs. (3.17)
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Dowód.

Zauwa»my, »e bior¡c τ ∧ T zamiast T mo»emy zakªada¢, »e τ ≤ T p.n.

Proces 1[0,τ ](t) jest lewostronnie ci¡gªy i adaptowalny ({τ ≥ t} =
⋂
n
{τ ≥

t − 1
n} ∈ Ft) a zatem jest prognozowalny, czyli 1[0,τ ]X jest prognozowalny

(iloczyn funkcji mierzalnych jest funkcj¡ mierzaln¡). St¡d 1[0,τ ]X ∈ L2
T .

Wzór (3.17) udowodnimy w trzech krokach.

Krok 1. X ∈ E , τ przyjmuje sko«czenie wiele warto±ci.

Ewentualnie powi¦kszaj¡¢ ci¡g ti mo»emy zakªada¢, »e X = ξ01{0}+
m−1∑
k=1

ξk1(tk,tk+1]

oraz τ przyjmuje warto±ci 0 = t0 ≤ t1 ≤ . . . ≤ tm ≤ T . Mamy

1[0,τ ](t) =
m∑

k=1

1{τ=tk}1[0,tk](t) =
m∑

k=1

(( k−1∑
j=0

1{τ=tk}1(tj ,tj+1](t)
)

+ 1{τ=tk}1{0}

)

= 1Ω1{0}(t) +
m−1∑
j=0

m∑
k=j+1

1{τ=tk}1(tj ,tj+1](t)

= 1Ω1{0}(t) +
m−1∑
j=0

1{τ>tj}1(tj ,tj+1](t),

zatem

1[0,τ ](t)X = ξ01{0}(t) +
m−1∑
j=1

ξj1{τ>tj}1(tj ,tj+1](t),

czyli 1[0,τ ](t)X ∈ E . Liczymy∫ t

0
1[0,τ ](s)Xs dWs =

m−1∑
j=1

ξj1{τ>tj}(Wtj+1∧t −Wtj∧t)

=
m−1∑
j=1

k−1∑
k=j+1

ξj1{τ=tk}(Wtj+1∧t −Wtj∧t)

=
m∑

k=1

1{τ=tk}

k−1∑
j=0

ξj(Wtj+1∧t −Wtj∧t)

=
m∑

k=1

1τ=tk

t∧tk∫
0

Xs dWs =

t∧τ∫
0

Xs dWs.
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Krok 2. τ dowolne oraz X ∈ E .

We¹my ci¡g momentów zatrzymania τn przyjmuj¡cych sko«czenie wiele warto±ci

taki, »e τn ↘ τ . Na mocy kroku 1, para (τn, X) speªnia (3.17). Z ci¡gªo±ci

trajektorii caªki stochastycznej,
t∧τn∫
0

Xs dWs →
t∧τ∫
0

Xs dWs p.n. Mamy

E
( ∫ t

0
1[0,τn](s)Xs dWs −

∫ t

0
1[0,τ ](s)Xs dWs

)2

= E
( ∫ t

0
1(τ,τn](s)Xs dWs

)2
= E

t∫
0

punktowo→0︷ ︸︸ ︷
1(τ,τn](s)X

2
s ds

tw.Lebesgue′a−→ 0.

St¡d ∫ t

0
1[0,τn]X dW

L2(Ω)−→
∫ t

0
1[0,τ ]X dW

‖∫ t∧τn

0
X dW

p.n.−→
∫ t∧τ

0
X dW,

czyli speªnione jest (3.17).

Krok 3. τ oraz X ∈ L2
T dowolne.

We¹my X(n) ∈ E takie, »e X(n) → X w L2
T . Z kroku 2, para (τ, X(n)) speªnia

(3.17). Mamy

E
( ∫ t∧τ

0
(Xs−X(n)

s ) dWs

)2
≤ E

( T∫
0

(X−X(n)) dW
)2

= E
T∫

0

(X−X(n)
s )2 ds→ 0,

pierwsza nierówno±¢ to optional sampling dla podmatryngaªu (
t∫
0

(X−X(n)) du)2.

Ponadto

E
( t∫

0

1[0,τ ](s)(Xs −X(n)
s ) dWs

)2
= E

t∫
0

1[0,τ ](s)(Xs −X(n)
s )2 ds

≤ E
T∫

0

(Xs −X(n)
s )2 ds→ 0.
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St¡d ∫ t∧τ

0
X(n)

s dWs =
∫ t

0
1[0,τ ]X

(n)
s dWs

↓ L2(Ω) ↓ L2(Ω)∫ t∧τ

0
Xs dWs

∫ t

0
1[0,τ ]Xs dWs,

czyli (3.17) speªnione jest i w tym przypadku.

�

Wniosek 3.18.

M := (
∫

X dW)2 −
∫

X2 ds jest martyngaªem.

Dla X ≡ 1 otrzymujemy znany fakt, »e W 2
t − t jest martyngaªem.

Dowód wniosku oparty jest na nast¦puj¡cym prostym fakcie.

Fakt 3.19.

Zaªó»my, »e M jest adaptowalnym, prawostronnie ci¡gªym procesem takim, »e

M0 = 0 i dla wszystkich t, E|Mt| <∞. Wówczas M jest martyngaªem wtedy i

tylko wtedy gdy EMτ = 0 dla wszystkich ograniczonych momentów zatrzymania

τ .

Dowód.

⇒: Z tw. Dooba EMτ = EM0 = 0

⇐: Musimy pokaza¢, »e dla s < t, E(Mt|Fs)=Ms p.n., czyli EMt1A = EMs1A

dla wszystkich A ∈ Fs. Okre±lmy

τ :=
{

s dlaw ∈ A
t dlaw 6∈ A.

Jak ªatwo sprawdzi¢ τ jest momentem zatrzymania, st¡d

0 = EMτ = EMs1A + EMt1Ac = EMs1A − EMt1A,

gdzie ostatnia równo±¢ wynika z faktu, »e

EMt1Ac = EMt − EMt1A = 0− EMt1A.
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�

Dowód wniosku.

Jak wiemy
∫

X dW ∈ M2,c
τ , czyli M jest ci¡gªy, adaptowalny i caªkowalny

oraz M0 = 0. Dla ograniczonego momentu zatrzymania τ ≤ T otrzymujemy
na mocy twierdzenia o zatrzymaniu caªki stochastycznej

E
( ∫ τ

0
X dW

)2
= E

( ∫ T

0
1[0,τ ]X dW

)2 izom. zL2
T w M2,c

T= E
∫ T

0
1[0,τ ](s)X

2
s ds

= E
τ∫

0

X2
s ds.

Zatem

EMτ = E
[( T∫

0

X dW
)2
−

T∫
0

X2
s ds

]
= 0.

�

Uogólnienie de�nicji caªki stochastycznej

De�nicja 3.20.

Λ2
T - procesy (Xt)t<T prognozowalne takie, »e ∀t<T

t∫
0

X2
s ds <∞ p.n.

Zatem proces prognozowalny X ∈ Λ2
T ⇔ P(∀t<T

t∫
0

Xs ds <∞) = 1. Λ2
T jest

przestrzeni¡ liniow¡, ale nie Hilberta. Na Λ2
T mo»na wprowadzi¢ metryk¦

przestrzeni Frecheta generowan¡ przez ci¡g metryk euklidesowych.

Oznaczenie 3.21.

Je±li X = (Xt)t∈I jest procesem stochastycznym, a τ momentem zatrzymania,

to Xτ = (Xτ
t )t∈I jest procesem zde�niowanym wzorem

Xτ
t := Xt∧T .
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Lemat 3.22.

Dla X ∈ Λ2
T okre±lmy

τn := inf
{

t :
∫ t

0
X2

s ds ≥ n
}
∧ T n = 1, 2, . . . .

Wówczas (τn) jest rosn¡cym ciagiem momentów zatrzymania, τn ↗ T p.n.

Ponadto dla wszystkich n, 1[0,τn]X ∈ L2
T .

Dowód.

τn jest momentem zatrzymania jako moment doj±cia przez adaptowalny pro-

ces ci¡gªy
∫ t
0 X2

s ds do zbioru domkni¦tego [n,∞). Z zaªo»enia o sko«czono±ci∫
X2

s ds wynika, »e τn ↗ T p.n.

Proces 1[0,τn]X jest prognozowalny jako iloczyn procesów prognozowalnych, po-

nadto

E
( ∫ T

0
1[0,τn](s)X

(n)
s ds

)2
= E

∫ τn

0
X2

s ds ≤ n <∞.

�

Zaªó»my, »e mamy dany ci¡g momentów zatrzymania τn ↗ T p.n. taki, »e
1[0,τn]X ∈ L2

T dla wszystkich n. Niech Mn(t) :=
∫ t
0 1[0,τn]X dW.

Lemat 3.23.

Je±li m ≥ n, to Mm(t) = Mn(t) dla t ≤ τn. Procesy M τn
m i Mn s¡ nierozró»-

nialne, czyli P(∀t Mm(t ∧ τn) = Mn(t)) = 1.

Dowód.

Na mocy twierdzenia o zatrzymaniu caªki stochastycznej,

Mm(τn∧t) =
∫ τn∧t

0
1[0,τm]X dW =

∫ t

0
1[0,τn]1[0,τm]X dW =

∫ t

0
1[0,τn]X dW = Mn(t).

Druga cz¦±¢ lematu wynika z ci¡gªo±ci.

�

De�nicja 3.24.

Caªk¡ stochastyczn¡
∫

X dW dla X ∈ Λ2
T oznaczamy taki (dokªadnie jeden mo-

dulo nierozró»nialne) proces (Mt) = (
∫ t
0 X dW)t<T , »e M τn

t =
∫ t∧τn

0 X dW =∫ t
0 1[0,τn]X dW dla n = 1, 2, . . . (wcze±niejsza izometryczna de�nicja caªki sto-

chastycznej).
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Fakt 3.25.

Ta de�nicja jest poprawna, jednoznaczna, a proces M jest ci¡gªy.

Dowód.

Na mocy Lematu 3.23 dla ka»dego m > n istnieje zbiór Nn,m taki, »e P(Nn,m) =
0 oraz dla ω 6∈ Nn,m zachodzi Mn(t, ω) = Mm(t ∧ τn(ω), ω) dla wszystkich

t < T . Niech N :=
⋃

m>n Nn,m, wówczas P(N) = 0 oraz dla ω /∈ N , t ≤ τn(ω)
ci¡g (Mm(t, ω))m≥n jest staªy. Zatem mo»emy (i musimy) poªo»y¢ M(t, ω) :=
Mn(t, ω) dla t ≤ τn(ω).

�

Fakt 3.26.

De�nicja
∫

X dW nie zale»y od wyboru τn dla X ∈ Λ2
T . Dokªadniej, je±li τn,

τn - momenty zatrzymania, τn ↗ T , τn ↗ T , 1[0,τn]X ∈ L2
T i 1[0,τn]X ∈ L2

T

oraz M,M zde�niowane za pomoc¡ τn, τn odpowiednio, to procesy M i M s¡

nierozró»nialne.

Dowód.

Mamy

Mt∧τn =
∫ t

0
1[0,τn]X dW, M t∧τn =

∫ t

0
1[0,τ ]X dW.

Na mocy twierdzenia o zatrzymaniu caªki stochastycznej,

Mt∧τn∧τn =

t∫
0

1[0,τn]1[0,τn]X dW = M t∧τn∧τn .

Ponadto τn, τn ↗ T wi¦c t ∧ τn ∧ τn = t dla n ≥ n(ω) i st¡d Mt = M t p.n.,

a »e s¡ to procesy ci¡gªe, to s¡ nierozró»nialne.

�

De�nicja 3.27.

Je»eli dla procesu adaptowalnego M = (Mt)t<T , istnieje ci¡g momentów zatrzy-

mania τn ↗ T taki, »e M τn jest martyngaªem, to M nazywamy martyngaªem

lokalnym. Je±li dodatkowo M τn ∈M2,c
T , to mówimy, »e M jest ci¡gªym martyn-

gaªem lokalnym caªkowalnym z kwadratem. Klas¦ takich procesów oznaczamy

M2,c
T,loc (M2,c

loc je±li warto±¢ T jest jasna z kontekstu).
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Fakt 3.28.

Zaªó»my, »e M =
∫

XdW dla X ∈ ΛT
2 . Wówczas

i) M jest procesem ci¡gªym, M0 = 0;
ii) M ∈M2,c

T,loc;

iii) Przeksztaªcenie X →
∫

XdW jest liniowe.

Dowód.

Punkty i), ii) wynikaj¡ z de�nicji. By udowodni¢ iii) we¹my X, Y ∈ Λ2
T Istniej¡

wówczas momenty zatrzymania τn ↗ T i τn ↗ T takie, »e 1[0,τn]X ∈ L2
T oraz

1[0,τn]Y ∈ L2
T . Przyjmuj¡c σn := τn∧τn ↗ T otrzymujemy 1[0,σn]X, 1[0,σn]Y ∈

L2
T , a zatem 1[0,σn](aX + bY ) ∈ L2

T dla dowolnych a, b ∈ R. St¡d na mocy de-

�nicji otrzymujemy, »e
∫ t∧σn

0 (aX + bY ) dW = a
∫ t∧σn

0 X dW+ b
∫ t∧σn

0 Y dW
i bior¡c granic¦ n→∞

∫
(aX + bY ) dW = a

∫
XdW + b

∫
Y dW.

�

Fakt 3.29. (uogólnienie twierdzenia o zatrzymaniu caªki stocha-

stycznej)

Je±li X ∈ Λ2
T , to dla dowolnego momentu zatrzymania τ , 1[0,τ ]X ∈ Λ2

T oraz∫ t∧τ

0
X dW =

∫ t

0
1[0,τ ]X dW

Dowód.

Proces 1[0,τ ]X jest prognozowalny jako iloczyn procesów prognozowalnych, st¡d

1[0,τ ]X ∈ Λ2
T . Proces X ∈ Λ2

T , wi¦c istnieje ci¡g τn ↗ T taki, »e 1[0,τn]X ∈ L2
T .

Wtedy te» 1[0,τn]1[0,τ ]X ∈ L2
T . Niech

M :=
∫

X dW M (τ) :=
∫
1[0,τ ]X dW.

Na mocy de�nicji,

Mt∧τn =
∫ t

0
1[0,τn]X dW, M

(τ)
t∧τn

=
∫ t

0
1[0,τn]1[0,τ ]X dW.

Z udowodnionego wcze±niej twierdzenia o zatrzymaniu caªki izometrycznej,

Mt∧τ∧τn =
∫ T

0
1[0,τ ]1[0,τn]X dW = M

(τ)
t∧τn

.

Bior¡c n→∞ dostajemy M τ
t = Mt∧τ = M

(τ)
t czyli M τ = M (τ).
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�

Twierdzenie 3.30. (Nierówno±¢ Dooba)

Dla dowolnego procesu X ∈ ΛT
2 oraz momentu zatrzymania τ ≤ T ,

E sup
t<τ

( ∫ t

0
X dW

)2
≤ 4E

∫ τ

0
X2

s ds(≤ ∞).

Dowód.

We¹my τn ↗ T takie, »e 1[0,τn]X ∈ L2
T . Mamy

E sup
t<τ

( ∫ t∧τn

0
X dW

)2
= E sup

t<τ

( ∫ t

0
1[0,τn]X dW

)2
= E sup

t<T

( ∫ t∧τ

0
1[0,τn]X dW

)2

= E sup
t≤T

( ∫ t

0
1[0,τ ]1[0,τn]X dW

)2

(1[0,T ]1[0,τn]X ∈ M2,c
T , wi¦c t < T mo»na zamieni¢ na t ≤ T ). Na mocy

nierówno±ci Dooba dla martyngaªów,

E sup
t≤T

( ∫ t

0
1[0,T ]1[0,τn]X dW

)2
≤ 4E

( ∫ T

0
1[0,τ ]1[0,τn]X dW

)2

= 4E
∫ T

0
(1[0,T ]1[0,τn]Xs)2 ds = 4E

∫ τ∧τn

0
X2

s ds ≤ 4E
τ∫

0

X2
s ds

Wykazali±my zatem, »e

E sup
t<τ

( ∫ t∧τn

0
X dW

)2
≤ 4E

∫ τ

0
X2

s ds

Poniewa»

sup
t<τ

(
∫ t∧τn

0
X dW)2 = sup

t<τ∧τn

(
∫ t

0
X dW)2 ↗ sup

t<τ
(
∫ t

0
X dW)2,

wi¦c teza wynika z twierdzenia Lebesgue'a o zbie»no±ci monotonicznej.

�

Uwaga 3.31.

M =
∫

X dW dla X ∈ Λ2
T nie musi by¢ martyngaªem, nawet nie musi by¢

Mt ∈ L1. Ale je±li ∀t<T E
t∫
0

X2
s ds < ∞ to M jest martyngaªem, bo za τn

mo»emy wzi¡¢ τn = tn, gdzie tn jest ci¡giem rosn¡cym zbie»nym do T , Mt∧τn =
Mt∧tn ∈M2,c

T .
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4 Caªka wzgl¦dem ci¡gªych martyngaªów

Oznaczenie 4.1.

M2,c
T ci¡gªe martyngaªy takie, »e supt<T EM2

T < ∞. M2,c to s¡ martyngaªy

ci¡gªe takie, »e M2
t <∞ ∀t<T (jest to oczywi±cie szersza klasa).

Uogólnimy de�nicj¦
∫

X dW na
∫

X dM dla M ∈M2,c.

Twierdzenie 4.2. (rozkªad Dooba-Meyera)

Dla M ∈ M2,c istnieje proces 〈M〉 o trajektoriach ci¡gªych, niemalej¡cych,

przyjmuj¡cy 0 w zerze taki, »e M2 − 〈M〉 jest martyngaªem. Co wi¦cej proces

〈M〉 jest wyznaczony jednoznacznie.

Dowód.

Poka»emy tylko jednoznaczno±¢ rozkªadu. Zaªó»my, »e M2
t − Yt i M2

t −Zt dwa

martygnaªy o ci¡gªych trajektoriach oraz Yt, Zt niemalej¡ce, ci¡gªe. Trajektorie

procesu Yt−Zt maj¡ wahanie sko«czone p.n., ponadto Yt−Zt = (M2
t −Zt)−

(M2
t −Yt) jest martyngaªem ci¡gªym. St¡d (na podstawie zadania z * z ¢wicze«)

Y − Z ≡ 0.

�

Przykªad 4.3.

Dla procesu Wienera 〈W〉t = t. Ogólniej, pokazali±my, »e 〈
∫

Xs dWs〉t =∫ t
0 X2

s ds dla X ∈ L2
T .

Poniewa» dla wszystkich ω, t→ 〈M〉t(ω) jest niemalej¡ce, zatem ma waha-
nie sko«czone, czyli mo»na okre±li¢ miar¦ d〈M〉t(ω). Nast¦pna de�nicja jest
naturalnym uogólnieniem de�nicji dla procesu Wienera.

De�nicja 4.4.

Dla M ∈M2,c okre±lamy

L2
T (M) = {X = (Xt)t<T - prognozowalne takie, »e E

∫ T

0
d〈M〉s <∞}.

E oznacza jak wcze±niej klas¦ procesów elementarnych. We¹my

E 3 X = ξ01{0} +
n∑

k=1

ξk1[tk,tk+1],
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gdzie 0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ . . . ≤ tm+1 < T , ξk - Ftk mierzalne, ograniczone.

Kªadziemy ∫ t

0
X dM :=

m∑
k=1

ξk(Mtk+1∧t −Mtk∧t).

Fakt 4.5.

Niech M ∈ M2,c oraz X ∈ E . Wówczas I(X) :=
∫

X dM ∈ M2,c
T , I(X)0 = 0

oraz

‖I(X)‖2T = E
( ∫ T

0
Xs dMs

)2
= E

∫ T

0
X2

s d〈M〉s = ‖X‖2L2
T (M).

Dowód.

Ci¡gªo±¢ I(X), warunek I(X)0 = 0 oraz to, »e I(X)t ∈ L2 dla wszystkich t s¡
oczywiste. Dla tj ≤ t ≤ tj+1 mamy

I(X)t = ξ1(Mt2 −Mt1) + ξ2(Mt3 −Mt2) + . . . + ξj(Mt −Mtj+1).

Dla tj ≤ t ≤ s ≤ tj+1 otrzymujemy zatem

E(I(X)s|Ft)− I(X)t = E(ξj(Ms −Mt)|Ft) = ξj(E(Ms|Ft)−Mt) = 0,

czyli I(X) jest martyngaªem. Ponadto

EI(X)2T =
m∑

k=1

E[ξ2
k(Mtk+1

−Mtk)2]+2
∑
j<k

E[ξk−1ξj−1(Mtk−Mtk−1
)(Mtj−Mtj−1)] = I+II

Zauwa»my, »e dla s < t,

E((Mt −Ms)2|Fs) = E(M2
t − 〈M〉t|Fs) + E(〈M〉t|Fs)− 2MsE(Ms|Fs) + M2

s

= M2
s − 〈M〉s + E(〈M〉t|Fs)−M2

s = E(〈M〉t − 〈M〉s|Fs)

St¡d

I =
∑

Eξ2
kE[(Mtk+1

−Mtk)2|Ftk ] =
∑

Eξ2
kE(〈M〉tk+1

− 〈M〉tk |Ftk) =

= Eξ2
k(〈M〉tk+1

− 〈M〉tk) = E
∑ ∫ tk+1

tk

ξ2
k d〈M〉s = E

∫ T

0
X2

s d〈M〉s.

Ponadto

I = 2
∑
j<k

E[ξk−1ξj−1(Mtj −Mtj−1)E(Mtk −Mtk−1
|Ftk−1

] = 0.
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�

Tak jak dla procesu Wienera dowodzimy, »e domkni¦cie E w przestrzeni
L2([0, T ) × Ω, d〈M〉 ⊗ P) jest równe E = L2

T (M). Izometri¦ I(X) mo»emy
przedªu»y¢ do E , w ten sposób otrzymujemy izometryczn¡ de�nicj¦ caªki
I(X) =

∫
X dM dla X ∈ L2

T (M).

Podobnie jak dla
∫

X dW, izometryczn¡ caªk¦ stochastyczn¡
∫

X dM roz-
szerzamy nast¦pnie do X nale»¡cych do przestrzeni

Λ2
T (M) = {X prognozowalne : ∀t<T

∫ t

0
X2 d〈M〉s <∞ p.n. }

Zajmiemy si¦ teraz interpretacj¡ procesu 〈M〉. Zacznijmy od udowodnienia
dwóch faktów, które wykorzystamy pó¹niej.

Lemat 4.6.

Niech ξn zmienne losowe oraz Ak ∈ F takie, »e A1 ⊂ A2 ⊂ . . . i P(
⋃

An) = 1.
Zaªó»my, »e dla wszystkich k, zmienne ξn1Ak

zbiegaj¡ wedªug prawdopodobie«-

stwa (przy n → ∞) do zmiennej ηk. Wówczas ξn zbiega wedªug prawdopodo-

bie«stwa do zmiennej η takiej, »e η1Ak
= ηk p.n. dla k = 1, 2, . . ..

Dowód.

Dla k ≤ l mamy ηl1Ak
= ηk p.n., gdy» pewien podci¡g ξns1Al

→ ηl p.n., a

zatem ξns1Al
= ξns1Al

1Ak
→ ηl1Ak

p.n. (czyli równie» wg P). St¡d istnieje

zmienna losowa η taka, »e η1Ak
= ηk p.n.

Szacujemy dla odpowiednio du»ego n,

P(|ξn − η| ≥ ε) ≤ P(Ac
k) + P(|ξn1Ak

− η1Ak
| ≥ ε),

gdy» P(Ac
k) ≤ ε/2 dla du»ego k oraz przy ustalonym k, P(|ξn1Ak

− ηk| ≥ ε) ≤
ε/2 dla du»ych n.

�

Kolejny lemat pokazuje, »e przy pewnych prostych zaªo»eniach mo»na ze
zbie»no±ci wedªug prawdopodobie«stwa wyprowadzi¢ zbie»no±¢ w L1.

Lemat 4.7.

Zaªó»my, »e ξn ≥ 0, ξn → ξ wedªug P oraz dla wszystkich n, Eξn = Eξ < ∞.

Wówczas ξn → ξ w L1.
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Dowód.

Mamy

E|ξ − ξn| = E(|ξ − ξn| − (ξ − ξn)) = 2E(ξ − ξn)1{ξ≥ξn}

≤ ε

2
+ 2E(ξ − ξn)1{ξ≥ξn+ ε

4
} ≤

ε

2
+ 2Eξ1{ξ≥ξn+ ε

4
}.

Na mocy zbie»no±ci wedªug prawdopodobie«stwa limn→∞ P(ξ ≥ ξn + ε/4) =
0. Ponadto E|ξ| = Eξ < ∞, zatem {ξ} jest jednostajnie caªkowalna , czyli

|Eξ1A| ≤ ε/2 dla odpowiednio maªego P(A). St¡d Eξ1{ξ≥ξn+ε/4} ≤ ε/2 dla

du»ych n, a wi¦c E|ξ − ξn| ≤ ε.

�

Niech Π = {t0, t1, . . . , tk} podziaª [0, t] taki, »e 0 = t0 ≤ t1 ≤ . . . ≤ tn = t.
De�niujemy wówczas

VΠ(M, t) :=
k∑

i=1

(Mti −Mti−1)
2.

Mo»emy teraz sformuªowa¢ twierdzenie pokazuj¡ce, i» 〈M〉t jest granic¡
VΠ(M, t), dlatego te» 〈M〉 nazywa si¦ cz¦sto kwadratow¡ wariacj¡ M .

Twierdzenie 4.8.

Zaªó»my, »e M ∈ M2,c, t < T oraz Πn jest ci¡giem podziaªów [0, t] takim, »e

diam(Πn)→ 0. Wówczas VΠn(M, t)→〉M〈t w L1(Ω, F ).
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