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8 Procesy Markowa - podstawowe fakty i defi-
nicje
W tym i nastepnych rozdzialach jak zwykle T C R, (E, &) za$ jest przestrzenia

mierzalna taka, ze wszystkie zbiory jednoelementowe sa mierzalne tzn. {z} € £
dla wszystkich x € E.

Definicja 8.1 Zaléimy, ze X = (X¢)te jest procesem stochastycznym. Okre-
slamy nastepujgce o-ciala

.7:; =0(Xs:s>2t,seT), fé(t =0(Xs:s<t,seT),

FX = 0(X}) oraz .7-'[SX¢] =0(Xy:s<u<tiueT).

Jesli okreslenie procesu X wynika z kontekstu, bedziemy pomijac gorny indeks
piszgc np. Fxi zamiast .th.

Definicja 8.2 Proces stochastyczny (Xi)ier 0 wartosciach w (E, &) nazywamy
procesem Markowa, jesli dla dowolnycht € T, A € fgt 1 Be fé(t zachodzi

P(AN B|FY,) = P(A|FX)P(B|FY).
Uwaga 8.1 Przypomnijmy, ze P(A|F) := E(l4|F), w szczegblnoséci P(A|F)
jest zmienna losowa JF mierzalng przyjmujaca p.n. wartosci ze zbioru [0, 1].

Uwaga 8.2 Z definicji wynika natychmiast, ze proces (X;)ier jest procesem
Markowa wtedy i tylko wtedy gdy proces (X_;):er jest procesem Markowa.

Fakt 8.1 Niech X = (X;)ter bedzie procesem stochastycznym, wéwczas naste-
pujgce warunki s¢ rownowazne
a) X jest procesem Markowa

b) Vier VAef; P(A|FS,) = P(A|F) p.n.
¢) Vier VBefgt P(B|F3,) = P(B|FY) p.n.
Dowdd. a) = b): Niech A € }'gt iBe fé(t, wtedy
Elslp = EE(Ianp|F=t) = E(E(14|7=)E(I5|7=:))
= E(E{IBE(Ia|F=t)|F=t)) = E(IE(I4]|F=)).

Zmienna E(14|F—;) jest F—4—, a wiec réwniez F¢;—mierzalna, zatem powyzsza
réwnosé (na mocy dowolnosci B € fé(t) implikuje, ze

E(IA|~7:<t) = E(A|~7:=t) p-n.



b) = a) Niech C € F—;, wéwczas

Elanplc = E(E(IpnclalF<t)) = E(IpncE(a|F<t))

= E(IpncE(1a|7=1)) = E(E(IBICE(Ia|F=1))|F=t) = EUcE(A|F=)E(I3|F=y)).

Zmienna E(I4|F_)E(Ig|F—) jest F_; mierzalna, wigc powyzsza réwnosé (na
mocy dowolnosci C € FX,) implikuje, ze

E(lanp|F=t) = E(14|F=)E(Ip|F=) pn..

Roéwnowaznosci warunkéw a) i ¢) dowodzimy w taki sam sposéb. O

Uwaga 8.3 Proces (X;)ter jest procesem Markowa wtedy i tylko wtedy gdy
dla wszystkich sq,...,8,,t,t1,...,t;m € T takich, ze 51 < ... < s, <t <t <
... < ty, oraz zbioréw 'y, ..., Ty, Ay, AL €E

P(Xy, €Ty,..., X, €T, Xy, €A, X, € Ap|Xy)

=P(Xy, €ly,..., X, €| X)P(X, € Aq,..., X, € Ay X:) D1

Implikacja = jest oczywista, a idea dowodu < polega na tym, ze rodzina
zbioréw postaci {X;, € I'y,..., Xy, €T t<t1 <...<tp, I'1,...,T)p €E
jest m-systemem generujacym ]—'gt.

Terminologia
Zalézmy, ze X = (X;)er jest procesem Markowa

o Jesli T C Z, to X nazywamy lancuchem Markowa;

e JeSliT C Z oraz F jest zbiorem conajwyzej przeliczalnym, to X nazywamy
dyskretnym tancuchem Markowa;

o Jedli T jest przedziatem (najczesciej [0,00)), a E jest zbiorem conajwyzej
przeliczalnym, to X nazywamy fanicuchem Markowa z czasem cigglym.

W przypadku dyskretnych tancuchow Markowa definiujemy macierze przej-
Scia. Jaki jest ich odpowiednik dla proceséw Markowa?

Definicja 8.3 Rodzine funkcji (Pst(x,T))s teT s<twer,ree nazywamy funkcja
przejscia (funkecja prawdopodobiefistwa przejécia, jadrem przejscia) jesli zacho-
dzq nastepujgce trzy wlasnosci

alVs et s<tVuck Psi(z,-) jest miarg probabilistyczng na (E,E);

b)Vs te s<tVree © — Psi(x,T') jest funkcig mierzalng z (E,€) w (R, B(R));
C)VSVZL‘GE,FGS Ps,s(xa]-—‘) = 6$(F)

Definicja 8.4 Jesli (P, (-,-)) jest funkcjq przejscia, to mowimy, ze (Psy) jest
funkcja przejscia dla procesu Markowa X = (X;), jesli

V5§t757teTVFeg P(Xt € F|XS) = Ps7t(Xs,F) p.n.



Uwaga 8.4 Nieco nieformalnie mozna powyzsza definicje zapisaé¢ jako

Ps’t(.'L',F) = P(Xt S F‘XS = .’I,')

Przyktad 1

Zalbézmy, ze E jest zbiorem przeliczalnym, wéwczas w my$l naszych zatozen
& to wszystkie podzbiory E. Funkcja przejScia w tym przypadku jest wyzna-
czona przez macierz przejscia Pz, y) = (pst(2,Y))eyer, gdzie psi(z,y) ==
P (z,{y}). Wtedy dla dowolnego I' C E'mamy Ps ¢(z,I') = >° cp Ps.e(2, {y}) =
Eyer pS,t(xa y)'

Macierz przejécia musi spelnia¢ nastepujace dwa warunki:
a)Vs<tVoer D yep Pst(T,y) = L oraz Vo yep psi(,y) > 0 czyli P> jest macie-
rz3 stochastyczna;
b) P*% =1d czyli ps s (z,y) = 64(y).
Przyktlad 2

Zatéimy, ze (E, €) = (R, B(R)) (lub (R?, B(R?))) Méwimy, ze rodzina funkcji
(Ps,t(2,Y))w,ycE,s<t,s,teT jest gestoscig przejicia jesli

Vo<t s,teTVzeE Tee Ps,t(xur) = /Ps,t(%y)dy'
r

Gestos¢ przejscia musi spelniaé nastepujace dwa warunki:
a) vs<tvzzc,y~’£E ps,t(za y) >0, fE pS,t(xv y)dy =1
b) Vs<t (x,y) — psi(x,y) jest funkcjg mierzalng z (E x E, € ® £) w (R, B(R)).
Proces Wienera jest procesem Markowa z gestoscia przejscia
1 (y —2)°

ps,t(xay) = 27T(t — S) exp(— 2(t — S)

).
Fakt 8.2 Zaldzmy, ze (Ps(-,-)) jest funkcjg przejscia. Wowezas X = (Xy)ier
jest procesem Markowa z funkcjq przejscia P, wtedy i tylko wtedy gdy
Ve<iVree P(X, € T|FL,) = Py (X, T) pon.. (1)
Dowdéd. =-: Na podstawie wlasnosci Markowa mamy
P(X, € T|FL,) = P(X; € T|X,) = Py (X,,T) pn,
Zanim przejdziemy do dowodu przeciwnej implikacji sformulujemy lemat

Lemat 8.3 Jedli zachodzi (1), to dla dowolnych indekséw s =t < t; < ... <
t, oraz funkcji mierzalnych fi,..., fn: E — R zachodzi

E(fl(th) o fn(th)Lfé(s) = 90(XS) p.n.,

gdzie

¢(Yo) :=/E---/Efl(yl)---fn(yn)Pt,,L,l,tn(yn_l,dyn).-.Pto,tl(yo,dyl)-



«: Zbiory A € FZ, takie, ze P(A|FZ,) = P(A|FZ,) p.n. tworza A-system.
Poniewaz o-ciato ]—'gs jest generowane przez m-system zbioréw postaci {X;, €
Iy,..., Xy, €T,)}, gdzie t < ¢ < ... < t, oraz I'y,..., T, € &, wystarczy
wykazaé, ze

P(X,, €Tly,...,X,, €eT|F<s) =P(Xy, €T4,..., X, €T,|X;) pn.

Stosujac Lemat 8.3 dla funkcji f; = 1r,, dostajemy, ze dla pewnej funkcji ¢,
P(X,, €T'1,.... Xy, €| F<s) = p(Xs) pn., czyli

P(Xy, €Ty,..., X, €| X,) = E(o(Xs)| Xs)

= (p(Xs) = P(th S Fl, .. ,th S Fn|]:§s)|:|

Dowéd Lematu 8.3. Przeprowadzimy indukcje po n. Dla n = 1 musimy
wykazaé, ze

Vo<t, B(f1(X0)IFE,) = ¢(Xo), (2)

gdzie (x) = [, f1(y1)Pss, (z,dy1). Rozpatrzymy kilka przypadkéw:
i) Jesli f1 = I to ¢(x) = Ps 4, (z,T') czyli na mocy (1) mamy p.n.

P(Xs) = Poy, (X5, T) = P(Xy, € I1|Fes) = B(f1 (X, [ Fes)-

ii) Jesli f1 jest funkcja prosta to (2) wynika z liniowosci obu stron i punktu i).
iii) Jesli f1 jest dowolna ograniczona funkcja mierzalna to istnieje ciag funkeji
prostych g, taki, ze ||fi — gnlloc < 1/n, z punktu ii) wiemy, ze (2) zachodzi
dla funkcji g, w miejsce f1 i proste przejscie graniczne wykazuje, ze (2) jest
spelnione dla f;.

Przejdzmy teraz do dowodu kroku indukcyjnego - zalézmy, ze teza lematu
jest spelniona dla n funkcji, wykazemy ja dla n + 1 funkcji. Mamy

E(fi(Xt,) - for1(Xe, )1 Fgs) = E(B(f1(Xe) - farr (Ko, ) [Fee, )| Fss)

=E(fi(Xe,) - fu(Xe, )E(foi1(Xe, )1 Fe, )| Fss)-

Na mocy udowodnionego juz przypadku n = 1 mamy E(f,41(X¢,,,)[F<e,) =
9n(Xt,) pn., gdzie gn(z) = [ fat1(¥)Prp oy, (2, dy) jest funkcja mierzalng.
Stad teza dla n+1 funkcji tatwo wynika z zalozenia indukcyjnego zastosowanego
do funkcji fl) R fn717 fngn O

Uwaga 8.5 Czasem stosuje sie ogdlniejsza definicje procesu Markowa. Zaldz-
my, ze Ps, jest funkcja przejicia a (Fi)ier filtracja. Méwimy, ze (X, Fy) jest
procesem Markowa (albo, ze X; jest procesem Markowa wzgledem filtracji (F))
z funkcjg przejicia Ps, jesli zachodza nastepujace dwa warunki

a) Proces (X;) jest (F:)-adaptowalny;

b) \V/Fegvsgt P(Xt S F|.7:s) = Ps,t(X57F) p-n..



9 Rodziny Markowa

W rozdziale tym zakladamy, ze (E, £) jest przestrzenig mierzalna, a (Ps ;) pewna
funkcja przejscia.

W wielu zastosowaniach bedziemy zajmowaé sie nie jednym ustalonym pro-
cesem Markowa, lecz calg rodzina proceséw posiadajaca wspoélna funkcje przej-
Scia, ale rézne rozktady poczatkowe. Wygodniej jest jednak nie zmienia¢ samego
procesu, a jedynie modyfikowaé¢ przestrzen probabilistyczng - motywuje to na-
stepujaca, nieco techniczna definicje.

Definicja 9.1 Zalozmy, ze dla kazdegot € T jest okreslona funkcja X;: Q0 — R
oraz dla kazdego s € T 1 x € E, Py, jest miarg probabilistyczng na (Q,}"gs).
Jesli spetnione sqg warunki:

a) dla wszystkich s € T,x € E proces stochastyczny (X;)i>ser okreslony na
(Q7~7:§57Ps,;v) jest procesem Markowa z funkcjq przejscia Ps ;

b) VserVacE Ps,x(Xs = 'T) =1,

to pare (Xi)ier, (Ps.e)ser,sc e nazywamy rodzing Markowa z funkcja przejscia
Ps,t-

Uwaga 9.1 Alternatywnie zamiast definiowaé¢ wsp6lna rodzine zmiennych X,
i rézne miary probabilistyczne P, ; mozna definiowa¢ wspélng miare probabili-
styczna P irodzine proceséw Markowa (X;*);>s zcp taka, ze P(X5% = z) = 1.

Uwaga 9.2 Z udowodnionych poprzednio faktéw warunek Markowa a) z Defi-
nicji 9.1 mozna wyrazi¢ na kilka réwnowaznych sposobdéw np.
)Vt>svz€EvA€]:X Be]:[x Y s,a:(A N B|Xt) = PS’I(A|Xt)PS’x(B‘Xt) Psvz—p.n.

>t?
oraz Ve<i<uVeeEVree Poo(Xu € F\Xt) = P (X, 1) Py 4-pon..
)va<t<uvxEEvFES P, ar(X € F| [s,t] ) = Pt,u(XtaF) P;.-pn.

Lemat 9.1 Zaléimy, Ze (Xy)ier, (Ps.z)serwer jest rodzing Markowa z funkcjg
przejécia Ps; wowczas
a) VocEVs<i<ti<...<tn VI ... T €€

P, (X;, €T1,..., Xy, €00l Fsy) = 0(Xy) Poo pone,

gdzie
/ / Pt St yadyl Pt1 tz(yhdyQ) Ptn_l,tn(ynflydyn)
T

W szczegédlnosci biorge s =t dostajemy

P, (X, €T1,..., Xy, €Ty)

2/ coi | Py (@, dyn) Pry o, (Y1, dy2) - Pry b, (U1, dyn).
I, I

b)vseTVAefg x — P 1 (A) jest funkcjg mierzalng z (E,E) w (R, B(R)).



Dowdd. a) Pierwszy wzér wynika z Lematu 8.3 zastosowanego do proce-
su Markowa (X;);>s na przestrzeni probabilistycznej (2, F>s, P ) 1 funkeji
fi =1Ir,, i =1,...,n. Drugi wzdr z a) wynika z pierwszego, wystarczy tylko
zauwazy¢, ze P, (X, =z) = 1.

b) Zbiory postaci {Xy, € I'1,..., X, €Ty}, s <ty < ... <tp,I'1,..., T, €
& tworza w-system generujacy }-§s~ Ponadto dla A = {X;, €Ty,..., X, €Ty}
funkcja * — P, ,(A) jest mierzalna na mocy punktu a) oraz rodzina takich
zbioréw A dla ktérych funkcja  — Py ,(A) jest mierzalna jest A-systemem.
Teza wynika wiec natychmiast z twierdzenia o m — A\ systemach. [

Lemat 9.2 Zaldimy, ze (X;,Ps,) jest rodzing Markowa z funkcjg przejscia
Ps ¢, wowczas

vsgtvzeEvAe]-‘gt Ps,m(A|]:[s,t]) = Pt,Xt(w)(A) Ps,w —p.-n..

Dowéd. Ustalmy A € 3, na mocy Lematu 9.1 funkcja x — Py, (A) jest
mierzalna, stad wynika mierzalno$¢ funkcji w — Py x, () (A) wzgledem o(Xy) C
Fis,1- Wystarczy wigc udowodni¢

VBG}'[SJ] Ps,z(AﬂB) :/ Pt,Xt (A)dPsyz (3)
B

Rodzina {A € F>, spelniajacych (3)} jest A-systemem. Z czesci a) Lematu 9.1
wynika, ze zawiera ona m-system {X; € I'y,...,X;, € Tp},s <t < ... <
tn,['1,...,T'y € €, a zatem zawiera i o-cialo generowane przez ten system czyli
FX. 0

Fakt 9.3 Para (X, P, ;) jest rodzing Markowa z funkcjq przejscia P, wtedy
i tylko wtedy gdy Ps »(Xs = x) =1 oraz dla wszystkich s <t i A€ fgt

PSJJ(Alf[S)t]) = Pt,Xt(w) (A) PS@. —p.n. & Ps,gu(Xt S F) = Ps7t(a:,l‘).

Dowéd. =-: wynika z Lematu 9.2.
<: Przyjmujac A := {X, € T'} oraz s < t < u dostajemy

P, . (AlFs4) = Pex,(Xu €T) = P o(Xe,T) Py — pon.

i teza wynika z czesei ii) Uwagi 9. O

9.1 Skonczenie wymiarowe rozklady procesé6w Markowa

W tej czesci odpowiemy na nastepujace dwa pytania:

Czy mozna za pomocy skonczenie wymiarowych rozkladéw rozpoznaé procesy
Markowa?

Jakie warunki musi spelnia¢ funkcja przejscia by istniata rodzina Markowa z
taka funkcja?



Fakt 9.4 Zaloimy, ze P, jest ustalong funkcjq przejscia, X;: Q@ = Rdlat € T
oraz dla s € T,z € E dane sq rozklady probabilistyczne Ps, na (Q,]—é{s).
Wowczas (X, Ps,i) jest rodzing Markowa z funkcjq przejscia Py, wtedy i tylko
wtedy gdy skoniczenie wymiarowe rozklady (X;) przy P, dane sq wzorem

Ve<ti<.<tn VacEVD, .. Thee Pso(Xey, €T1,..., X, €T)
- / / Popy (2.d52) Poy (91, d) - Poy 1 10 (1 ).
T I

Dowdd. Implikacja ”=" byla udowodniona wczesniej (Lemat 9.1), wystar-
czy wiec udowodnié¢ ”<". Najpierw wykazemy, ze dla dowolnej funkcji f : E™ —
R mierzalnej i ograniczonej mamy

vs<t1<-~<tn Es7xf(th7 s 7th) =

/ / FWrs oo 9n) Py (2, dy1) Prs o (s i) - Pro st (o). (4)
E E

(Es,¢ oznacza warto$¢ oczekiwang wzgledem P ,.) Udowodnimy 4 w kilku kro-
kach:

i) f = It - rodzina A := {T" € £": f = It spelnia (4)} jest A-systemem zawie-
rajacym m-system {I'y x ... x I'y,: T'y,..., T, € £}, generujacym &, a zatem z
lematu o m — X\ uktadach A = £".

ii) Z liniowosci (4) zachodzi dla dowolnych funkcji prostych.

iii) Dowolna funkcje f mierzalna mozemy jednostajnie aproksymowaé funkcja-
mi prostymi i nietrudno zauwazyé, ze obie strony (4) dobrze sie zachowuja przy
przejsciu granicznym.

By zakonczy¢ dowdd faktu wystarczy wykazaé, ze zachodzi wlasnosé Mar-
kowa tzn. ze dla wszystkich «,I' i s < t < u zachodzi P, ;-p.n. P, (X, €
[|Fs.1) = Piu(X¢,T'). Poniewaz zmienna P (X, T') jest o(X;) C Fis ) mie-
rzalna, to wystarczy pokazadé, ze

Vaer, s Poa(AN{X, €T}) = /APt,u(Xt,r)dPS,x. (5)

Rodzina {A € Fi,4: A spelnia (5)} jest A-systemem, wystarczy wigc pokazac,
ze (5) zachodzi dla pewnego m-systemu generujacego Fis 4. Wykazemy zatem
(5)dla A={X;, €T'y,...,X;, €Ty}, s<t1 <...<t, =t Zauwazmy, ze na
mocy (4) zastosowanego do f(x1,...,zn) = Ip,(x1) - I, (n) Pry(z,T)

/ Pt,u(Xta F)dps,x = Es,mf(th,' .. »th)
A

=/ / Ir,(y1) - Ir, (Yn) Pry i (Yn, ) Po gy (2, dyr ) Pry gy (Y1, dy2) - - Pry e (Yn—1, dyn)
E E

:// / Pyt (%, dy1) Py, 1, (y1,dy2) - Pr, ot (Yn—15AYn) Pry o (Yn, d2)
rJr, Iy



=P, (X, €Ty,....X;, €T, X, €T) =P, (AN{X, eT}).0

Uwaga 9.3 W przypadku proceséw Markowa mozna w taki sam sposob udo-
wodnié, ze (X;)ier jest procesem Markowa z funkcja przejscia P, ; wtedy i tylko
wtedy gdy

Ve<ti<o<tn VoeEYT, .. Thee P(Xy, €T,..., Xy, €T))

/ / /dﬂX stl(x dy1)Pt1,t2(il/1,dil/2) Ptn 1,t (yn 17dyn)
Ty

9.2 Roéwnanie Chapmana-Kolmogorowa

Zalbézmy, ze (X3, Ps ;) jest rodzing Markowa z funkcja przejscia P ;. Wéwczas
dla dowolnych s < t < u dostajemy na mocy Faktu 9.4

P y(z,1)=Ps (X, €T) =P, (Xy € E, X, €T)

= [ [ PetadnPrstndz) = [ PP ).
E
Motywuje to nastepujaca definicje

Definicja 9.2 (Réwnanie Chapmana-Kolmogorowa) Mdwimy, ze funkcja
przejécia P, spelnia réwnanie Chapmana-Kolmogorowa, jesli

vsgtguvacEEvFES R@,u(xa F) = / Pt,u(yv F)P@,t(gja dy)
E

Uwaga 9.4 a) W przypadku przeliczalnej przestrzeni fazowej E i macierzy
przejscia P5' = (ps (2, y))s,yer rownanie Chapmana Kolmogorowa przyjmuje
postaé

vsgtguva:,zEE ps,u(xv Z) = Z Ds,t (JJ, y)Pt,u(y, Z)

yeE

czyli P5% = pstptu,
b) W przypadku E = R™ i gestodci przejscia ps, réwnanie Chapmana Kolmo-
gorowa ma postac

VocteuVonen Do) = / Pea(,)Pra(y, 2)dy dla pow. = € R™.
E

Twierdzenie 9.5 Zaldimy, ze funkcja przejscia (Pst) spelnia réwnanie Chapmana-
Kolmogorowa. Dla s € T i x € E okreslmy rodzine miar probabilistycznych
(/’Lff,r...,tn)Sgtlg---gtn wzorem

Vreen ). 1, (L) 12/ / Ir(y1, -3 Yn) Pty (2, dy1) Pey (Y15, dy2) - Pry_y i, (Yn—1, dYn)-
E E

Wéwczas dla wszystkich s € T iz € E miary ()", )s<ti<...<t, tworzq zgodng
rodzine miar probabilistycznych.



Dowdd. Trzeba wykazaé, ze dla wszystkich s < ¢ < ... < t, oraz zbioréw
ry,...,I,€é&
Dpg”  (ExTax...xTyp)=pg" o (Tyx...xTy)
)y 4 Trx oo x Ty x ExDigr x oo x Ty) = gl
Fi,1 X Fi+1 X ... X Fn)
oraz
ii)puy,” T x .o xTyp g x E)=p2*  (T1x...xThq).
Warunek iii) jest oczywisty (odcatkowywujemy wzgledem dy,,), sprawdzimy ii)
(i) si¢ dowodzi analogicznie). Zauwazmy wpierw, ze dla dowolnej funkcji f: E —
R mierzalnej i ograniczonej zachodzi

e, (1 xox

i—1sbiyees

Vecrcu [E /E F(2)Pa (2, dy) Py, d2) = [E [ Paula.dz). (6)

Istotnie dla f = I, (6) to réwnanie Chapmana-Kolmogorowa, z liniowosci obu
stron otrzymujemy, ze (6) zachodzi dla funkeji prostych, a stad przez jednostajng
aproksymacje dla dowolnych funkcji mierzalnych ograniczonych.

Pokazmy wigc ii). Stosujac (6) dla

f(Z) = Iri+1 (Z) / .- / Pti+1,ti+2 (yi+17 dyi+2) cee Ptn_l,tn (ynfla dyn)
n Tit2

dostajemy
pet g, (T x iy x ExDigg x ... x Ty)

:/ / / / / Ps,tl(xadyl)Ptl,tz(ylvdy2)~'~Ptn,1,tn(ynflvdyn)
T'n Lig1 JEJ g Iy

:/// / Py (w,dyr) .. Py, (Yie1, dYa) f(Yir1) Protir (s dYigr)
eJEJr, | I

:// / Py, (z,dy1) Py, oy (Y1, dy2) - Pry i (Yie1, dYie1) f(Yig1)
EJTi—1 Ty

i

S,T
=)ty atstn, (F1 X X Ty X Ty X x Ty).0O0

Twierdzenie 9.6 Niech (E,€) = (R",B(R")), a Ps; bedzie funkcjg przejscia
spetniajgcg réwnanie Chapmana-Koltmogorowa. Wéwczas istnieje rodzina Mar-
kowa (X, Ps ) 2 funkcjq przejscia Ps .

Dowéd. Dla ustalonych s € T,z € E rodzina miar (4" , )s<ti<..<tn
spelnia warunki zgodnosci, wiec na mocy Twierdzenia 2.2 istnieje proces o skon-
czenie wymiarowych rozkltadach zadanych przez te rodzine. Co wiecej z dowodu
Twierdzenia 2.2 proces ten mozna skonstruowaé¢ na przestrzeni (Qs,fs,f’s,m)
takiej, ze Q, = ETN°0) F B(ETN[*>)) — sigma cialo zbioréw cylindrycznych,
a Xy(r.) = 2, dla x: TN [s,00) — E. Okredlmy Q := ET X,(z.) = z; dla

/ Psftl(x7dy1)"'Ptiflgti+l(y7;*17dyi+1)"'Ptn—latn(yn717yn)
1 I



x € ET. Wowczas nietrudno zauwazy¢, ze Fa, = ETN(09) x B(ETNs:29)) tzm.
jest to rodzina zbioréw

{{x: T — Eax|Tﬁ[s,oo) c A}’A c B(ETﬂ[s,oo))}.
Okreslmy
PS)I(ETPI(—OO,S) X A) = Ps,m(A) dla A € B(ET(‘I[S,OO))-

Woéwczas P, jest miarg probabilistyczna na (§2, ng) i co wiecej rozklady skon-
czenie wymiarowe Xy przy P, , sa zadane przez (u;)" ;). Zatem na podstawie
Faktu 9.4 (X, P, ,) jest rodzina Markowa z funkcja przejscia P, ;. O

10 Jednorodne Rodziny Markowa
W tej czesci bedziemy zakladaé, ze T jest jednym ze zbioréw Ry R, Z, lub Z.

Definicja 10.1 Funkcje przejscia Ps; nazywamy jednorodng (w czasie), jesli
dla wszystkich s,t,h € T', s <t zachodzi Py iy yn = Psy czyli Ps zalezy tylko
odt—s.

Uwaga 10.5 Dla jednorodnych funkcji przejécia Ps ; mozna wprowadzi¢ funk-
cje przejscia Py(x,T) zalezna tylko od trzech parametréw taka, ze P, (z,T) =
Pt—s (33, F)

Jednorodna funkcja przejécia (P;)ier >0 musi speiniaé nastepujace warunki:
1) VoegV: Pi(x,-) jest miara probabilistyczna na (E, E);
ii) V¢Vreg * — Pi(x,T) jest funkcja mierzalna z (E,&) w (R, B(R));
111) VmeE’pe‘g‘P()(.'I}, F) = 6w(F)
Uwaga 10.6 Roéwnanie Chapmana-Kolmogorowa dla jednorodnych funkcji
przejscia ma postaé

Vo iVaenVrce Povi(a,T) = / Pu(y.T) Py, dy).
E

10.1 Operatory translacji

Definicja 10.2 Zaldzmy, ze (Xi)ier jest procesem stochastycznym, h € T oraz
dla kazdego w € () istnieje Opw € Q taka, Ze

Vier Xi(Ohw) = Xipn(w). (7)

Wowezas 0y, nazywamy operatorem translacji. Dla A C Q okreslamy 9;1/1 =
{w: Opw € A}.
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Uwaga 10.7 W definicji nie zakladamy zadnej mierzalno$ci ani jednoznacznosci
operatora 6j,.

Uwaga 10.8 W wielu przypadkach naturalnym wyborem € jest ET, proces
X jest za$ okreslony jako Xy(w.) = w; dlaw € Q czyli w: T — R. Wéwezas 6,
mozna okresli¢ wzorem Opw(t) = w(t + h).

Przyktady
o Jesli A= {X; €T}, to 0, (A) = {w: X;(pw) €T} = {w: Xyin(w) €T}
o Jesli B={X, <0dlat>t},tof, (B)={X;<0dlat>ty+h}

o Jedli C = {lim;_.o0 X; = 0},t0 0, (C) = {lim;_ 0o Xi1p = 0} = {limy 00 X; =
0}.

Fakt 10.1 a) Jesli A € ‘F§s7 to 9;114 € ]—'§s+h, co wiecej 9}7114 nie zalezy od
wyboru funkeji spelniajacej (7) oraz kazdy zbidr B € f§§+h jest postaci 9;114
dla pewnego A € .7-'§s.

b) Zaldzimy, ze Y jest zmienng losowg .7-'§s -mierzalng. Wéwczas zmienna losowa
0nY okreslona wzorem 0,Y (w) ==Y (0hw) jest F2, ., -mierzalna. Co wiecej 0,Y
jest okreslona jednoznacznie, niezaleznie od wyboru funkcji 0y, spetniajgcej (7).

Dowéd. a) Rodzina A := {4 € FI,: 0,'A € F&ein} jest A-systemem
zawierajacym 7- system zbioréw postaci {Xy, € I'y,..., Xy, € Tp}, s < t1 <
< by, T1ye Ty € &, gdyz 0,{Xy, € Ty, Xy, € Ty} = {Xyyqn €
Ty, Xopn € Dn} € F2, ). Stad z lematu o m — A systemach A = FZ,. Po-
dobnie pokazujemy, ze jesli 6, inna funkcja spelniajaca (7) to {A € ]—"§S: 0,'A=
0, A} = FZ,.

Rodzina {B € .7:§S+h: B=0;"A,A¢ fgs} jest A-systemem zawierajacym
m-system zbioréw postaci {Xy, € T'y,..., X, € T}, s+ h <61 < ... < &y,
ry,...,T, €&, ktéry generuje o-ciato .7-"§S+h.

b) Z mierzalnosci Y wynika, ze {Y € A} € FL,, stad na mocy a)

(0,Y) HA) ={w: Y(hw) € A} =0, {Y € A} e 7L,

czyli zmienna 0,Y jest fgs yp-mierzalna. Jesli 05, jest innym operatorem spel-
niajacym (7), to znéw na mocy punktu a)

Y(lw)=y=wect, Y =y} =0,{Y =y} = Y(Ohw) =y
czyli 6,Y = 6,Y. O

Fakt 10.2 Zaléimy, ze (X;, P y) jest rodzing Markowa z jednorodng funkcjg
przejécia, a 05 jest operatorem translacji dla X. Wowczas dla P .(071B) =
Py . dla wszystkich B € }—§0'

11



Dowdd. Jedli B = {X;, € I'1,..., X, € T',} to ze wzoru na skoficzenie
wymiarowe rozklady rodzin Markowa (Fakt 9.4) oraz z jednorodnosci funkeji
przejécia dostajemy

P,.(0;'B) =P, (Xp,4s €1, ., Xy, 45 €1,) = Poo(Xy, €T4,..., X, €1,).

Ponadto rodzina {B € .7:§0: P, .(0;'B) = Py,(B)} tworzy A-system i fakt
wynika z lematu o m — A systemach. [J

Poniewaz kazdy zbiér A € }"§S mozna przedstawié¢ w postaci ;1 B, B € .7-'§0,
wiec rozklady P, , s wyznaczone przez Py, i operator translacji. Motywuje to
nastepujaca definicje.

Definicja 10.3 Mdwimy, ze (X, P.) jest jednorodng rodzing Markowa z funk-
cjg przejscia Py i operatorem translacji 05, jesli
a) P, jest miarg probabilistyczng na ]—'go takg, Ze

Venernzo Po(Xiwn € T|F2,) = Pu(Xy, 1);

b) Py(Xo =2) =1 dla wszystkich x € E;
¢) Xi(0sw) = Xiqs(w) dla wszystkich t,s i w € Q.

Uwaga 10.9 Warunek a) Definicji 10.3 oznacza, ze dla x € E, proces X
jest procesem Markowa na (2, P,) z funkcja przejécia P;. Jak wiemy warunek
ten ma wiele réwnowaznych postaci. W szczegélnosci oznacza on, ze skoniczenie
wymiarowe rozklady (X;) sa dane wzorem dla 0 <1 <... <,

Pr(th GFl,...,th GFn) :/ / Ptl(l',dyl)PtQ_tl(yl,dyQ)...Ptn_tn_l(yn_l,dyn).
Iy I

Twierdzenie 10.3 Zaldimy, ze (E,£) = (RY B(R?)) (lub E jest porzgdng
przestrzeniq) oraz Py jest jednorodng funkcjq przejécia spelniajgeq réwnanie
Chapmana-Kolmogorowa. Wéwczas istnieje jednorodna rodzina Markowa (X¢, Py)
z funkcjg przejscia Py.

Dowéd. Jest to wniosek z ogélniejszego T'wierdzenia 9.6 dla przypadku nie-
jednorodnego, wystarczy jedynie udowodni¢ istnienie operatora translacji. Ale
z konstrukcji przeprowadzonej w dowodzie Twierdzenia 9.6 wynika, ze moze-
my przyja¢ Q = ET oraz X;(w.) = w; i wtedy operator translacji jest zadany
wzorem O,w. := w.yp. O

Uwaga 10.10 Wtlasno$¢ Markowa mozna wyrazi¢ w jeszcze jeden sposén za
pomoca operatora translacji. Jesli (X, P,) jest jednorodna rodzina Markowa z
operatorem translacji 6, to

VieTwer VBersoPa(0; ' B|F<:) = Px,(B).

Mozemy to interpretowaé¢ w ten sposob, ze jesli znamy zachowanie procesu X
do chwili ¢, to dalej przebiega on tak jakby w chwili ¢ startowal (z losowego!)
punktu X;(w).
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11 Poélgrupy operatoréow zwigzane z jednorod-
nymi procesami Markowa

Z kazdym jednorodnym lancuchem Markowa mozemy zwiazaé pewna rodzine
przeksztalcen o ciekawych i waznych wlasnosciach - tzw. potgrupe operatoréw.
Zacznijmy jednak od definicji dwu przestrzeni Banacha.

Definicja 11.1 Zalézmy, ze (E,E) jest przestrzeniq mierzalng. Przez B(E) be-
dziemy oznaczal przestrzen wszystkich funkcji mierzalnych ograniczonych z E
w R, a przez M(E) przestrzen wszystkich miar (ze znakiem) na (E,E), czyli
addytywnych funkcji z € w R. Kladziemy

[f1] := sup [f(z)], f € B(E)
zER

oraz

pi=sup{> _|p(A)|: A € E,A;NA; =0,i# j}, pe M(E).
=1

Definicja 11.2 Zaldzmy, ze (X, Py) jest jednorodnym procesem Markowa z
funkcjq przejécia Py. Definiujemy operatory P': B(E) — B(E) wzorem

Wﬂ@=Eﬁﬂa=Lf@HWJ%t>0

Uwaga 11.1 Zauwazmy, ze operatory P! wyznaczaja funkcje przejécia, bo

Py(xz,T) =P, (X, €T) = E,In(X,) = P'Ip(x).

Fakt 11.1 Operatory (P;)i>0 zdefiniowane powyzej spelniajq nastepujgce wia-
snosci

i) Pt sq operatorami liniowymi;

ii) Pt sq kontrakcjami tzn. ||P'f]| < ||f|| dla f € B(E);

iii) Pt sq operatorami nieujemnymi tzn. P'f >0 dla f > 0;

iv) P'1 =1, gdzie 1 oznacza funkcje stalg réwng 1;

v) PV =1d;

vi) P*Tt = P5Pt dla s,t > 0.

Dowéd. Punkty i), iii)-v) sa oczywiste. Wlasnoéé ii) wynika stad, ze
[P f(2)] = [Ex f(X0)| < Eo| f(X0)| <E| ]| = IF]-

Wreszcie by udowodnié vi) wykorzystamy udowodnione poprzednio konsekwen-
cje réwnan Chapmana-Kolmogorowa

zwvmzéaﬁmwmwzééam@mmwma
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- /E Py, dy) /E Py(y,d2)f(z) = /E Pu(,dy)P' f(y) = P*P' f(z) O

Uwaga 11.2 Rodzing operatoréw liniowych (P*);>( okreslonych na przestrzeni
Banacha (X, || - ||) taka, ze P = Id oraz P! = P$P! nazywamy pélgrupq
operatorow.

Przyktady
a) Jedli (Wy, P,) jest procesem Wienera, to

b) W przypadku gdy E jest przeliczalna i Pt = (p;(x,y)) jest macierza przej-
écia, to kazda funkcje f: E — R mozna utozsamié z wektorem [f(x1), f(x2),...]T
i wéwezas P'f(x) = 3, c o pe(2,y) f(y) — mnozenie przez macierz P*.

Uwaga 11.3 Mozna tez okresli¢ P! jako operatory na M (E) wzorem

vPY(T) ::/El/(dx)Pt(x,F).

Wowczas

i) P! sa operatorami liniowymi;

ii) P! sa kontrakcjami tzn. |[vP?| < ||v|| dla v € M(E);

iii) P? sq operatorami nieujemnymi tzn. jedli v jest miarg nieujemna to v P? tez
jest miara nieujemna;

iv) vPY(E) = v(FE), w szczegdlnosci P! przeprowadza miary probabilistyczne na
miary probabilistyczne;

v) P = Id;

vi) Pstt = PspPt dla s,t > 0.

Zalézmy, ze v jest miarg probablistyczna, woéwczas mozemy okreslié P, (A) =
S5 Pe(A)dv(z). Wtedy P,(Xo € T') = v(T') oraz vPI") = P,(X; € T') czyli
v P! to rozklad X;, jesli Xy ma rozklad v.

Uwaga 11.4 Kazda miara v € M(E) wyznacza funkcjonal na B(E) wzorem
(v, f) := [ f(x)v(dz). Przy tym oznaczeniu zachodzi

(v, P'f) = (vP', ).

11.1 Fellerowskie rodziny Markowa

Przestrzenn B(E) jest bardzo duza i niewygodna do zastosowan praktycznych.
W szczegblnosdei na B(E) jest bardzo duzo ciagtych funkcjonaléw liniowych -
duzo wiecej niz miar na E (poza przypadkiem gdy E jest skoficzony). Dlatego
o wiele wygodniej jest pracowaé z przestrzenia C(E) - funkeji ciaglych na E. Z
powodéw technicznych zdecydujemy sie na przestrzen Co(FE) - funkeji ciaglych
znikajacych w nieskonczonosci.
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Definicja 11.3 Zaldimy, Ze E jest przestrzeniq metryczng (lub ogdlniej topo-
logiczng). Definiujemy

Co(E) :={f: E — R ciggle takie, Ze Vo503 kowarty Vg i |f(2)] <€}

Uwaga 11.5 Przestrzen Cy(E) jest przestrzenia Banacha z norma || f]| =
sup,ep | f(x)|. W szczegblnosci mamy

Co(R") ={f:R* - R: lim f(x)=0}.

|z]— o0

Ogoélnie f € Cy(E) nie implikuje, ze Pt f € Co(FE). Motywuje to nastepujaca
definicje.

Definicja 11.4 Zaldzmy, Ze E jest lokalnie zwartq przestrzenig metryczng, a
E = B(E) - o-cialo borelowskich podzbioréw E. Jednorodng rodzing Markowa
(Xt,Py) o wartodciach w (E, &) nazywamy rodzing fellerowska, jesli P'f €
Co(E) dla wszystkich t oraz f € Cy(E).

Uwaga 11.6 Warunek fellerowskosci oznacza przede wszystkim, ze dla f €
Co(E) funkcja Ptf jest ciagla. Czyli P! f(z) — P'f(xq) gdy © — zg tzn.

Vreco(B) Voo /Pt(x dy)f —>/Pt (w0, dy) f(y),

czyli miary P;(z,dy) stabo zbiegaja do Pi(xo, dy) przy © — xg.

Uwaga 11.7 W dalszym ciaggu bedziemy rozwazaé tylko przypadek metrycz-
ny, najwazniejsze przyklady to £ = R™ lub E- przeliczalne (wtedy wszystkie
funkcje na E sa ciagle, a f € Cy(FE) oznacza, ze | f(x)| > € jedynie dla skoncze-
nie wielu z). Jednak definicje i rezultaty, ktére bedziemy formulowaé przenosza
sie na przypadek dowolnych przestrzeni topologicznych lokalnie zwartych spel-
niajacych warunek Haussdorfa (tzn. takich, ze kazde dwa punktu sa oddzielone
zbiorami otwartymi).

Przyktady
a) Niech £ = R, X; = Xy + t (deterministyczny ruch w prawo). X; jest
wowezas rodzing Markowa z funkcja przejécia Py(z,T') = 0,4+(T), a Pt f(z) =
f(x+t) ioczywiscie P': Cp(R) — Co(R) i spelniony jest warunek fellerowskosci.
b) Niech £ = R, a funkcja przejscia jest zadana wzorem

Szt (T) x>0
Py(z,T) =14 6, t( ) z <0
26(0)+ 364() z=0

Latwo sprawdzié, ze P; spelnia rownanie Chapmana-Kolmogorowa, wiec istnieje
rodzina Markowa (X, P;) z funkcjg przejscia P,. Ponadto P, (V>0 X, = x+t) =
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ldlaz>0,P,(Vizo Xy =2 —t) =1dlaxz <0 oraz Po(X; =t) = Po(X; =
—t) = 1/2. Zatem

flx+1) x>0
P'f(x) =B, f(Xe) = flz—1) <0,
L0+ 31 2 =0

czyli istnieje f € Co(R) takie, ze P'f ¢ Co(R), wiec X; nie jest rodzing felle-
rowska.

Naszym kolejnym celem jest podanie charakteryzacji tych nieujemnych poét-
grup operatoréw kontrakeji na Cp(R), ktére pochodza od rodzin Markowa. Przy-
pomnijmy, ze P'1 = 1, ale, o ile E nie jest zwarta, to 1 nie nalezy do Co(E).
Musimy wiec zdefiniowa¢ odpowiedni warunek dla przestrzeni niezwartych.

Definicja 11.5 Zaldzimy, Ze E jest o-zwartq, lokalnie zwartq przestrzenig me-
tryczng, a T: Co(E) — Co(E) jest nieujemnym operatorem liniowym kontrakcyi.
Powiemy, ze T zachowuje jedynke, jesli dla dowolnego ciggu funkcji 0 < f1 <
fo< ..., fi € Co(E) takich, zelim, .o fn(z) = 1 dla wszystkich x € E zachodzi
limy, oo T'fn(x) = 1 dla wszystkich x € E. Powiemy, ze pélgrupa operatoréw P
na Co(E) zachowuje jedynke, jesli kaidy z operatoréw P! zachowuje jedynke.

Uwaga 11.8 W przypadku gdy E jest zwarta T' zachowuje jedynke wtedy i
tylko wtedy gdy 71 = 1. W przypadku ogélnym warunek ten oznacza, ze T
przedluza sie do operatora ciagltego z Coo (F) w Co (E) (funkcje ciaglte z E w R
majace granice w oo) w taki sposob, ze T'1 = 1.

Twierdzenie 11.2 Zalozmy, ze E jest lokalnie zwartq, o-zwartq przestrzeniq
metryczng oraz € = B(E). Niech ponadto P': Co(E) — Co(E), t > 0 be-
dzie mieujemng polgrupg operatoréw zachowujgcych jedynke. Wowczas istnieje
fellerowska jednorodna rodzina Markowa (X¢,P,) dla ktérej Pt jest pétgrupg
operatorow.

Dowéd. Ustalmy x € E,t > 0, wéwczas przeksztalcenie f — Plf(x) z
Co(F) w R jest ciaglym nieujemnym funkcjonatem liniowym o normie réwnej 1.
Stad na podstawie twierdzenia Riesza o reprezentacji (Twierdzenie A.5) istnieje
miara P;(z,-) taka, ze

Pl f(x) = /E )Pz, dy).

Poniewaz P! > 0 oraz ||[P!|| = 1, wiec P'(x,-) jest miara probabilistyczna.
Oczywiscie Py(x,T') = §o(T") (poniewaz P° = Id). By sprawdzié, ze P; jest
funkcja przejscia wystarczy jeszcze tylko sprawdzi¢ mierzalnosé przeksztatcenia
z— Pz, ) dlal €&.

Zalézmy najpierw, ze I" jest zbiorem zwartym. Wtedy istnieje funkcja f: E —
[0, 1] o zwartym nosniku taka, ze f = 1 na zbiorze I' i f < 1 poza zbiorem T" (np.
dla E = R™ mozemy zdefiniowaé f(z) := (1 —dist(z,T)) vV 0). Zauwazmy, ze f™
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tez ma nosnik zwarty czyli nalezy do Cy(E), 0 < f™ < 1 oraz f"(z) — Ir(x)
dla wszystkich = przy n — oo. Zatem z twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci
zmajoryzowanej otrzymujemy dla x € E

mpwmmzm,fwmm@béwmﬂ@mmm

n—00 n—oo E n—oo

E

Stad © — Py(z,T) jest granica punktowa funkeji ciaglych, a wiec jest funkcja
mierzalna.

Niech A :={T" € B(E): © — P;(z,T') mierzalne}, wéwczas nietrudno spraw-
dzié, ze A jest A-systemem. Jak juz wiemy A zawiera m-system zbiorow zwartych,
a wiec z twierdzenia o m — A systemach o-cialo generowane przez zbiory zwarte
czyli A = B(E). Wykazaliémy zatem, ze P; jest funkcja przejicia.

Sprawdzimy teraz, ze P; spelnia rownanie Chapmana-Kolmogorowa. Robimy
to w podobny sposob co poprzednio - dla I' zwartego i funcji ciagtej f takiej jak
powyzej mamy

éamWwﬁ@szﬂmhmwwmm

/P x, dy) P (f™)(y // (z,dy) Pi(y, dz) f"(2)-

Biorac granice obu stron przy n — oo i korzystajac z twierdzenia Lebesgue’a o
zbieznosci zmajoryzowanej dostajemy

Pyyy(z,T) / Pyyi(x,d2)Ip(z / / (z,dy)Pi(y,dz)Ir(z)

_ /E Py, dy)Py(y, T).

Udowodnili$émy zatem, ze \-system

A:={T € B(E): Pyys(x,T) = /EPS(w,dy)Pt(yI)}

zawiera m-system zbioréw zwartych, a wiec z twierdzenia o m — A\ systemach
A = B(E) czyli P, spelnia réwnanie Chapmana-Kolmogorowa.

Skoro zatem dana jest jednorodna funkcja przejscia P; spelniajaca rowna-
nie Chapmana-Kolmogorowa to wiemy, ze istnieje jednorodny proces Markowa
(X¢,P,) majaca funkcje przejécia Py, ale oznacza to, ze

:éf@ﬂ@ﬂw=Eﬂ&%

czyli Pt jest pétgrupa operatoréw dla X;. O
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11.2 Stacjonarne procesy Markowa

Definicja 11.6 Proces stochastyczny (Xi)ier (g9dzie T =Z4, Ry, Z lub R) na-
zywamy stacjonarnym, jesli dla wszystkich h € T proces (Xi1p)teT ma ten sam
rozklad co (Xy)ier, czyli

th,»..,tnGT (Xt1+ha vy th+h) ~ (thv v »th)'

Nasuwa sie¢ naturalne pytanie - kiedy jednorodny proces Markowa jest sta-
cjonarny?

Definicja 11.7 Niech (X;,P,) bedzie jednorodnym procesem Markowa o war-
tosciach w (E,E) z funkcjg przej$cia P,. Miare pu na (E,€) nazywamy miara
niezmiennicza odpowiadajgcg jednorodnej funkcji przejscia Py (lub miara nie-
zmienniczg jednorodnej rodziny Markowa (X, P,)), jesli

ViVres p(l) = /EPt(%l")u(dx).

Uwaga 11.9 W przypadku, gdy p jest miara skonczona powyzsza definicja
oznacza, ze pu = pPt dla wszystkich t.

Przyklady
a) Na E = {0, 1} okre$lmy macierz przejscia

Pt—l 3+2e7t 2—2et
T 5\ 3-3et 2437t )¢

Woéwezas jedyna probabilistyczng miarg niezmienniczg dla P? jest miara y taka,
ze p({0}) = 3/5, u({1}) = 2/5.

b) Dla procesu Wienera nie istnieja skoficzone niezerowe miary niezmienni-
cze. Miarg niezmiennicza jest jednak w tym przypadku miara Lebesgue’a.

Fakt 11.3 a) Jesli (Xy)ier jest stacjonarnym procesem Markowa, to kazdy jed-
nowymiarowy rozklad px, tego procesu jest miarg niezmienniczq (takg samgq dla
wszystkich t).

b) Jesli p jest probabilistyczng miarg niezmienniczq dla funkcji przejscia Py spel-
niajgcej rownanie Chapmana-Kolmogorowa, E jest o-zwartq przestrzenig me-
tryczng € = B(E), to istnieje stacjonarny proces Markowa o funkcji przejécia
P, taki, Ze px, = p dla wszystkich t.

Dowdéd. a) Wiemy, ze px, P® = pix,,. = jtx, na mocy stacjonarnosci X.
b) Jesli (Xy, P,) jest rodzing Markowa o funkeji przejscia Py to zdefiniujmy

P,(A) ::/EPI(A)M(dx), Ae FL,.

Wéwezas (X¢)ier jest procesem Markowa na (€2, .7-'§0, P,,) o funkcji przejscia P;
i rozktadzie poczatkowym p. Co wiecej

ix, (D) =P, (X, €T) = /

P, (X, € D)u(dz) = / Py, T)u(dr) = (T
E E
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oraz
PM(th elq,... ,Xt” S Fn)

= / . / px, (dz1) Py, (v1,d22) . Py, (Tn—1,dTn)
r, ry

- / - / (1) Pry_y, (21, d5) .. Py o, (201, i)
I‘n F1

= PM(thJrh elq,... ’Xt"Jrh c Fn)D

12 Mocna wtasnos¢ Markowa

Wiemy, ze jesli znamy warto$¢ procesu Markowa do chwili ¢, to dalsze zachowa-
nie procesu odbywa si¢ tak jakby proces startowal w chwili ¢ z losowego punktu
X:(w). Czesto jednak znamy zachowanie sie procesu do chwili losowej 7(w) - czy
woéwcezas analogiczna wlasno$é jest prawdziwa?

Przyktad.

Niech (X, )n=0.1,. bedzie symetrycznym bladzeniem losowym po Z3. Wia-
domo, ze | X,,| — oco. Niech T oznacza moment ostatniej wizyty X,, w punkcie 0
- woéwezas 7 < 0o p.n.. Ponadto X, (w) = 0 oraz

P(3psr(w) Xn=0) =0 # Py(3ps0 X, = 0) > 0.

Powyzszy przyktad pokazuje, ze nasze oczekiwania byty zbyt optymistyczne
- nawet w bardzo prostym przypadku nie mozemy mieé¢ postulowanej wtasno-
Sci dla wszystkich 7. Jednak zwykle decydujemy o zatrzymaniu obserwacji na
podstawie zachowania procesu, czyli naturalnie jest doda¢ zalozenie, ze T jest
momentem zatrzymania. Przed sformulowaniem wtasciwej definicji sformutuje-
my techniczny fakt.

Fakt 12.1 Niech (Xy,P,) bedzie jednorodng rodzing Markowa z funcjg przej-
Scia (Py). Zaléimy, ze (Fi)ier jest pewng filtracja takg, ze Fy C fgo oraz X;
jest progresywnie mierzalny wzgledem Fy. Wowczas dla wszystkich T € € funkcja
(t,z) — Pi(x,T) jest mierzalna jako funkcja z (T x E,B(T) ® £) w (R, B(R)).

Dowdd. Dla T = Z,, B(Zy) to wszystkie podzbiory Z, czyli funkcja
(n,x) — fo(z) jest mierzalna wtedy i tylko wtedy gdy dla kazdego n funk-
cja x — fp(x) jest mierzalna. Zatem w tym przypadku nie mamy co dowodzié.
Mozemy wiec przyja¢ T = R.

Okreslmy

A:={(s,w) e Ry x Q: X5(w) €T}.

Woéwezas na podstawie progresywnej mierzalnoéci X dostajemy

AN([0,u]xQ) = {(s,w): 0 < s < u, X, (w) € T} € B0, u))®F, C B([0, u))@FZ,.
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Stad A € B(Ry) ® F3,. Zauwazmy, 7e
Pi(z,T) =P, (X €T) =P, (w: (t,w) € A),

wystarczy zatem iz pokazemy, ze dla wszystkich A € B(Ry) ® ]-"go funkcja
(t,z) = Py(w: (t,w) € A) jest mierzalna.
Jesli A= C x B, C € B(Ry), B € F3 to

P,(w: (t,w) € A) = Ic(t)P,(B)
jest funkcja mierzalng jako iloczyn funkcji mierzalnych. Niech
A={AeBRy)®F%): (t,z) = Py(w: (t,w) € A) jest mierzalna},

wowezas A jest A systemem zawierajacym m-system zbioréw postaci C' x B,
C e BRy),BE€ }";{0, a zatem A zawiera o cialo generowane przez powyzszy

m-system, czyli B(Ry) @ FZ,.0

Definicja 12.1 Niech (X, P,) bedzie jednorodng rodzing Markowa z funcjg
przejécia (Py), Fy za$ filtracjq takq, Ze dla wszystkicht > 0, F; C }"go. Mowimy,
ze rodzina (X¢, Py) jest mocno markowska (lub ma mocna wlasnosé Markowa)
wzgledem filtracji Fy, jesli zachodzqg nastepujgce warunki

a) X; jest progresywnie mierzalny wzgledem Fy;

b) Dla kazdego momentu Markowa 7 i dla kazdej funkcji mierzalnej n = n(w)
ze zbioru Q, = {7 < 0o} o0 wartosciach w T U {0}, ktdra jest F, mierzalna
zachodzi

VzeE,FestchQn::{r,n<<><>},Ae]-‘T
P.(AN{X,,, eT}) = / Py(X,, )P, (dw) = E,I4P,(X,,T).
A

Uwaga 12.1 Calka w czesci b) definicji jest dobrze okreslona, gdyz zmienne
1, X, sa F,- mierzalne, a funkcja (¢,2) — Pi(z,T) jest, na podstawie faktu 12.1,
mierzalna, czyli P, (X;,I") jest F. mierzalna na zbiorze {2, N Q.

Uwaga 12.2 Warunek b) czesto zapisuje si¢ jako
P,(X;1, € T'|F;) = P)(X;,T') Py-p.n. na zbiorze Q, N Q,.

Uwaga 12.3 Warunek b) implikuje, ze dla dowolnej funkcji mierzalnej ograni-
czonej f zachodzi

P, (f(Xr4n)|Fr) = P"f(X:) Py-p.n. na zbiorze 2, N,
czyli, ze dla kazdego A C Q, NQ,, A e F;
E,f(X:in)Ia =E,P"f(X;)1a.
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Fakt 12.2 KaZdy jednorodny larnicuch Markowa (X,,P.) o dowolnej przestrze-
ni standw (E,E) jest procesem mocnomarkowskim wzgledem filtracji (.Té(n)

Dowdd. Warunek a) definicji jest spelniony, bo dla zbioru dyskretnego T
progresywna mierzalno$é jest rownowazna adaptowalnosci. Zalézmy wiec, ze
7,1, A sa jak w czesci b) definicji. Mamy woéwczas

P,(AN(Xryn€D))= Y PAN(r=mn=nXpmel)) =1

m,n=0
oraz oo
/PU(XT,F)Pgﬂ(dw): > / P, (X,,,T) =I1I.
A m,n=07 AN{r=m,n=n}

Z F,-mierzalnosci A i n wynika, ze AN{r =m} € F; czyli B, .= AN{r =
m,n = n} € FX,,. Z wlasnosci Markowa P,(Xpim € T|Fem) = Po(Xm, 1),
P.-p.n., wiec

P, (X pm € T A By) = / Po(Xom TP (do)
Bnom

czyli kazdy sktadnik sumy I jest rowny odpowiedniemu sktadnikowi sumy I7.
O
W analogiczny sposéb wykazujemy

Fakt 12.3 Niech (X;,P,) bedzie dowolng rodzing Markowa oraz Fy = fgt.
Wéwczas warunek b) Definicji 12.1 jest spelniony jesli T i n przyjmujg przeli-
czalnie wiele wartosci.

Podamy teraz prosty przyklad zastosowania mocnej wtasnosci Markowa w
przypadku dyskretnym

Whniosek 12.4 Niech X, X1, ... bedzie dyskretnym tanicuchem Markowa z ma-
cierzq przejscia (pn(,y))zyer. Okreslmy

fn(xvy) = Pw(Xn = anl 7é y7"'7Xn—1 7& y)

prawdopodobienstwo, zZe startujgc z x pierwsza wizyta w y nastgpi w chwili n.
Wowczas

pn(xa y) = fn(xay) + fnfl(l‘,y)]h(l’, y) +.oF fl(xa y>pn71(l‘7y)
Dowdd. Niech 7 :=inf{n > 0: X,, =y}, n:=(n—7) V0, T := {y} oraz
A = {71 < n}. Wowczas
PI(A N (X‘r+n € F)) = PI(A N (Xn = y)) = Px(Xn = y) = pn(a;y)

oraz

n n

/APW(XT,F) = ;/{T_k} Pk (X, I) =

/ pn—k(x7y)dPr
h—1 {r=k}
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= Po(r=k)pn_r(@.y) = fal@,y)+ a1 (@, 9)p1 (@, y)+. .+ f1(2,9)Pn1 (2, 7).
k=1

Czyli dowodzona teza natychmiast wynika z mocnej wlasno$ci Markowa. [J
Przyktad procesu Markowa bez mocnej wlasno$ci Markowa
Niech (Wy, P,) bedzie procesem Markowa, zdefiniujmy proces X wzorem

| Wi(w) jesli Wy(w) #0
Xilw) := { 0 jesli Wg(w) =0

Wéwezas (X, P,) jest rodzina Markowa z funkcja przejsécia

1 _(y—=)? Fadli
Pu(a,T) = 4 v Jr Py jeSie £ 0
do(T) jeslia =0

Istotnie, P; jest funkcja przejécia i wystarczy udowodnié, ze
Viwso Po(Xion € TIFS) = Pu(X,,T) Py poa. (8)

Jesli z # 0, to Po(Xy = Wy) = Po(Wo # 0) = 1, czyli Po(Xeypp € TIFS) =
P,(Wiip € F\fé) P, p.n.. Ponadto P, (X; = 0) = P, (W; = 0) = 0, wiec
P, (X, T) = Ph(Wt, I') P, p.n., gdzie P, jest funkcja przejécia dla procesu Wie-
nera. Zatem (8) dla x # 0 wynika z wlasnosci Markowa dla procesu Wienera.
Dla z = 0 mamy natomiast

Po(Xesn € T|FZ) = 00(T) = Po(0,T) = Py(X;,T) Py pn..
Pokazemy teraz, ze X nie ma mocnej wlasnoéci Markowa. Okreslmy
T:=inf{t: X; €T}, n:=(1-7)Vv0, A:={r <1}, T':=R\ {0}.
Woéwezas dla x # 0
P,(AN{X;1, €T}) =P, (<1, X1 #0)=P,(r1<1)>0

oraz
/ Py(X,,T)dP, = P,(0,T)dP, = 0.00
A

7<1

Twierdzenie 12.5 Zaléimy, Ze E jest lokalnie zwartq, o-zwartg przestrzenig
metryczng, o (X¢, Py)i>o jest fellerowskq rodzing Markowa o prawostronnie cig-
glych trajektoriach. Wowczas Xy ma mocng wlasnosé Markowa wzgledem ng

(czyli réwniez wzgledem fgt).

Dowéd. Najpierw zauwazmy, iz wystarczy udowodnié, ze dla dowolnego
momentu zatrzymania 7 wzgledem fgt | oraz zmiennej losowej F mierzalnej
n: Q; — Ry zachodzi

Vieco )V aca,ne, acr, Bof(Xrqn)la = E, P f(X;)14. (9)
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Istotnie, jesli zachodzi (9) i I' C E jest zbiorem zwartym, to mozemy znalezé
funkcje f € Co(E) taka, ze f(x) =1dlaz € T oraz 0 < f(z) < 1dlax ¢T.
Stosujemy wéwczas (9) dla f™ w miejsce f, przechodzimy z n do nieskoficzonosci
i dostajemy

vFCEzwarty Pw(A N {X‘r-‘rn (S F}) = Egoan()(T7 F)IA.

Stad w zwykly spos6b (przy uzyciu twierdzenia o m — A ukladach) dowodzimy,
ze powyzszy warunek zachodzi dla wszystkich I' € B(E) czyli X; jest mocno
markowski.

Tozsamosé¢ (9) udowodnimy w trzech krokach.

KROK I. Zmienne 7 i n przyjmuja przeliczalnie wiele wartosci, 7 jest mo-
mentem zatrzymania wzgledem ]—'é(t, aniAsa }"éi mierzalne. Wéwczas (9)
zachodzi na mocy Faktu (12.3).

KROK II. Zmienna 7 jest momentem zatrzymania wzgledem fé(t L, amnjest

ng 4 mierzalna, ale przyjmuje jedynie przeliczalnie wiele wartosci. Okreslmy

Tn = 277(|2"7] 4+ 1), wéwczas 1, > T, T, przyjmuje tylko wartosci 27"k,
k=1,2,... oraz co. Co wigcej 7, jest momentem zatrzymania wzgledem fgt i

}"gH_ C ffm- Zatem 7 oraz A sa .7-2(7 mierzalne i na mocy Kroku I,
wa(X‘rn-‘rn)IA =E.P"f(X;,)1a.

Poniewaz 7, — 71 7, > 7, wiec na mocy prawostronnej ciagtosci X dostajemy
F(Xr,4n)Ia — f(Xryn)la). Oszacowanie |f(Xr,+n)la| < || f| oraz twierdzenie
Lebesgue’a o zbieznosci zmajoryzowanej implikuje

E:vf(X‘rn+7])IA - E:vf(XT+7])IA~

7 drugiej strony dla wszystkich w, P"“) f € Co(E) (fellerowskoc), czyli na
zbiorze Q., P"f(X,,) — P"f(X,). Zatem w podobny sposéb co poprzednio
dostajemy

E.P"f(X; )Ia — E,P"f(X;)Ia.

KroK III. Zmienne 7 i n spelniaja tylko wymagane w definicji zalozenia.
Okreslamy wéwczas 1, := 27"(|2"n] + 1) 1 zauwazamy, ze n, — 0, Ny = N,
o(nn) Co(n) C }"gﬂ_. Zatem T i 7, spelniaja zalozenia Kroku II, czyli jak juz
wiemy

Eo f (X, )4 = Bo P f(X,) 4.

Ponadto z prawostronnej ciagtosci f(Xryy,) — f(X;4,) i jak poprzednio twier-
dzenie Lebesgue’a o zbieznosci zmajoryzowanej implikuje

Exf(XT—&-nn)IA - Exf(XT+n)IA-

Zauwazmy wreszcie, ze dla f € Cyo(E),z € E, funkcja t — P!f(z) jest pra-
wostronnie ciagla (bo P'f(z) = E, f(X;) — E.f(X,) przy t — to+), zatem
Pn”f(XT)IA — Pnf(XT)IA i

E, P f(X,)I4 — E,P"f(X,)I4.0
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Uwaga 12.4 W dowodzie twierdzenia nie korzystaliémy z tego, ze rozwazane
funkcje znikaja w co. Zamiast zatem zalozen o fellerowsko$ci X mozemy zakla-
daé, ze P! przeprowadza funkcje ciaggte ograniczone na ciaggte, a E jest dowolng
przestrzenia metryczna.

12.1 *Mocna wlasno$é Markowa a operatory translacji*

Przypomnijmy, ze operator translacji 8; jest zdefiniowany wzorem
VSET XS(Htw) = XS_H(OJ). (10)

Definicja 12.2 Jesli (0;): jest operatorem translacji, a T zmienng losowg o
wartodciach w T U {oco}, to definiujemy operator 0,: Q. — Q wzorem 6,w :=
0r(w)(w). Dla podzbioru A C i zmiennej losowe 1 definiujemy 0714 ={we
Q,: 0,w e A} oraz 0:n(w) = n(0,w), w € Q.

Przyklady
o A= {Xt S F}, 9;1(14) = {T < OO,Xt+7- S F},

e B = {Vt>0 X > 0}, 9;1(3) = {T < OO,Vt>0 .XtJrT > 0} = {T <
00, Vizr Xt > 0}

o ( = {hmtﬁoo Xt = 0}7 9;1(0) = {7’ < 007111’1115*,00 Xt+‘r = O} = {7- <
ooahmt—wo Xt = 0}

Fakt 12.6 Zaloimy, ze Xy jest progresywnie mierzalny wzgledem filtracji Fy za-
wartej w .7-'§0 i T jest momentem zatrzymania. Wowczas

a) Dla A € fgo, 0-1A € ]—'go oraz 01 A nie zalezy od wyboru funkcji 0, spel-
niajgceej (10).

b) Dla dowolnej zmiennej n, ]'—go mierzalnej, zmienna 6.n, okreslona na .,
jest .7-"§0 mierzalna oraz 0. nie zalezy od wyboru funkcji 0y spelniajacej (10).

Dowdd. Tak jak w dowodzie Faktu 10.1 wystarczy udowodnié¢ punkt a) dla
A={X;, €Tl1,...,Xs, €}, ale wowczas 0;'A={X;, 1, €T1,..., Xt +r €
I} nie zalezy od wyboru 6;. Progresywna mierzalnos¢ X implikuje mierzalnosé
Xt+7-, St@d 0;114 S ‘7§O O

Fakt 12.7 Jesli (X;,P,) ma mocng wlasnosé Markowa, to
Vperx, P.(07'B|F,) = Px_(B) P, p.n. na zbiorze Q, (11)
(tzn. P,(0-'BNA) = E,Px (B)la dla wszystkich A€ F,, ACQ,).

Dowdd. Wystarczy (stosujac twierdzenie o m — A\ ukladach) wykazaé, ze
(11) zachodzi dla B = {X;, € I'y,..., Xy, € T}, t1 <t2 < ... < t,. Wowczas
0;1B = {’T < OO,Xt1+-,— S Fl, . .,th/+7— € Fn} oraz

Px(o;lB‘]:T) =E;(Ir, (Xty47) -+ I, (Xi,47) [ F7),
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Px (B) = Ex, (Ir,(Xt,4+) - Ir, (X1, 4+7))-

Wystarczy zatem, ze udowodnimy ogélniejszy fakt, ze dla dowolnych funkcji
mierzalnych ograniczonych fi,...,fn: F — R

E:(fi( Xty +0) - fo( Xt 40)|Fr) = Ex, (f1(Xe,) -+ fu(X4,)) P2 p-n. na zbiorze Q.
(12)
Dla n = 1, (12) wynika z mocnej wlasnoéci Markowa (dla n = t¢1). By
wykaza¢ krok indukcyjny zauwazmy, ze na mocy przypadku n =1

Ew(fl(XtH-T) e f7L(th+T)|]:‘r) = Ew(Ew(fl(Xh-f-T) e f7L(th+7—)|ftn—1+7—)|fT)

= E(fl (Xt1+7') T fnfl(Xt7L71+T)E$(fn(Xt7L+T)|ftn71+7'>|‘7:7')
= E(fl(Xt1+‘F) te fn—l(th—1+7)g(th—1+T)|‘7:T)7

gdzie g(x) = Eyfn(Xt, —+,_,). Zatem na mocy zalozenia indukcyjnego mamy
P, p.n. na zbiorze €,

E.(f1(Xty4r) o fo(Xe 10| Fr) = Ex, (f1(Xey) o foo1 (Xt )9( X, 1)

Ale dla dowolnego y € E
Ey(f1(Xt,) - fu(Xe,)) = By (f1(Xey) - a1 (X, ) By (fn (Xt ) [ Fe, )

=E,(fi(Xe,)  fa1(Xe,_)9(Xe,_1))s

na mocy wtasnosci Markowa. [
Uwaga 12.5 Przy zalozeniach powyzszego faktu, dla dowolnej zmiennej Y
ograniczonej i .7:§0 mierzalnej

E,(0.Y|F:) = Ex.Y P, p.n. na zbiorze Q.. (13)

Dowdéd. Dla Y = I, (13) wynika z (11), stad otrzymujemy teze dla funkcji
prostych, a przez jednostajng aproksymacje dla dowolnych zmiennych mierzal-
nych ograniczonych. [

Whiosek 12.8 (Prawo Zero Jedynkowe Blumenthala) Jesli (X;,P,) ma
mocng wlasnosé Markowa wzgledem ng, to dla dowolnego B € f§0+ txeF
zachodzi P, (B) € {0,1}.

Dowéd. Niech 7 =01 B € j:go-s-v korzystajac z mocnej wlasnosci Markowa
i Faktu 12.7 dostajemy

P.(B)=P,.(BN6;'B) =E,Px,(B)Ip = E,P,(B)Ip = P,(B)*0
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13 Operatory infinitezymalne

W czesci tej pokazemy, ze z kazda polgrupa operatoréow da sie zwiazaé pewien
operator zdefiniowany na liniowej (zazwyczaj niedomknigtej) podprzestrzeni.
Operator taki nazywamy operatorem infinitezymalnym badz generatorem poéi-
grupy, gdyz na ogé! jednoznacznie wyznacza on pélgrupe. Zobaczymy tez zwiaz-
ki miedzy wlasnosciami poétgrup oraz ich generatorow.

Zacznijmy od ogélnej definicji.

Definicja 13.1 Zaldimy, ze (F, | -||) jest przestrzeniq Banacha, a (P%)i>¢ jest
pélgrupg ograniczonych operatoréw liniowych na F (tzn. P': F — F liniowe
ograniczone, PT5 = P'P$ PY =1d). Definiujemy wéwczas

Pt
Da:={f€F: lim # istnieje w F}

oraz

Pf—f
t

Operator A okreslony na zbiorze Dy nazywamy operatorem infinitezymalnym

(generatorem) pélgrupy P?, a D4 dziedzina generatora A.

Af = tE%lJr , f€Da.

Fakt 13.1 Zbidr D 4 jest podprzestrzeniq liniowg F', a A: Dy — F jest liniowy.

Dowédd. Jest to natychmiastowa konsekwencja liniowosci granicy, O
Przyktady
1. Zal6zmy, ze A: F — F jest ograniczonym operatorem liniowym, a

t2A%2 343
Ptli=e =1d+tA + TR TR
Wtedy P° = Id,
2A2 3A3
174 < 1 e+ SRR EIAE

i nieco zmudny, choé¢ standardowy rachunek pokazuje, ze P+¢ = PtPS czyli P!
jest polgrupa ograniczonych operatoréow liniowych na F'. Mamy

Ptf— f t 12
—=A —A? — A3
i TR TR A
czyli
pPtf— f t 2
— L _Af| < =142 — 143
1ZL2apn< Snaensn+ Snaens+
t) All?
< AP+ el + 2ap 4 = S 0 pray e 0.

Zatem D4 = F oraz generatorem e* jest A.
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2. Dla jednorodnych rodzin Markowa (X;, P,) z przestrzenia stanéw E na-
turalnym wyborem F jest B(E) lub Cy(FE) dla rodzin fellerowskich. Wéwczas
Plf(z) = E, f(X;) oraz

2a) Niech X; = X+t deterministyczny ruch w prawo. Wéwczas dla f: R —
R

o) — i FEHD = F@

= lim . = f, (x) (pochodna prawostronna w x)

oraz

t —
Dy={fR—-R: tlirgl_Ir M zbiega jednostajnie do funkcji z B(E)}.

Niech f € D4, wéwcezas dla t < to, |[t71(f(x +t) — f(x)) — Af(2)]| < 1, czyli

sup |f(z+1t) — f(z)| <t +t|Af| = 0gdyt —0+.
z€R

Stad tatwo wynika, ze f jest funkcja ciaglta, a zatem Af jest granica jednostajna
funkcji cigglych, czyli tez jest funkcja ciagta. Nietrudno stad wywnioskowaé, ze

D4 ={f: R — R rézniczkowalne, o pochodnej ciaglej i ograniczone;j}
oraz Af(x) = f'(x) dla f € D4.

2b) Dla procesu Wienera (W;, P, ) mozna udowodnié¢, ze D 4 zawiera c? (R)
- zbiér funkcji f: R — R dwukrotnie rézniczkowalnych ograniczonych o pierw-
szych dwu pochodnych ograniczonych i jednostajnie ciagtych oraz Af = 1 f”(z)

dla f € CP(R).

Ogolniej dla d wymiarowego procesu Wienera c (R) C Daoraz Af = $Af
dla f € CP(R).
Uwaga 13.6 Dokladne wyznaczenie D4 bywa bardzo trudnym (czesto bezna-
dziejnym) zadaniem.

13.1 Podprzestrzen Fy, Cy-polgrupy

W dalszej czesci bedziemy rozwazaé jedynie pélgrupy kontrakcji tzn. takie, ze
IPLFI < |If]] dla wszystkich f € F.

Definicja 13.2 Dia pétgrupy Pt operatoréw na przestrzeni Banacha F' okresl-
my
Fo:={f € F: lm |P'f - f]| = 0}.
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Fakt 13.2 Zaléimy, ie Pt: F — F jest pélgrupg kontrakcji, A: Dy — F jest
za$ jej generatorem. Wowczas

a) Fy jest domknietq liniowq podprzestrzenig F (czyli (Fo, ||+ ||) jest przestrzenig
Banacha),

b) Dia f € Fy funkcjat — PUf jest ciggla na [0,00), w szczegblnosci P'Fy C Fy,
¢) Da C Fy oraz ADa C Fy (tzn. jesli f € Da, to f, Pt f € Fy.

Dowdd. a) Liniowosé Fy jest oczywista, trzeba wykazaé domknietoéé. Niech
fn € Fy takie, ze f, — f € F, wtedy

1P f = Il S WP =P full + 1P fro = full 4 Lfo = I < NP fro = Full +20 fr = f-

Dla e > 0 dobierzmy n takie, ze || f, — f|| < /3 i g takie, ze || P f, — fnll < /3
dla t < to. Woéwcezas ||PUf — f|| < e dlat < tg, czyli |Ptf— f|| — O przy t — 0+,
wiec f € Fp.

b) Mamy dla s <t

|P*f = Pfll =[PP f = A <P f = fl,
skad latwo wynika jednostajna ciagloéé t — Pf dla f € Fp.
c) Niech f € Dy, wtedy t=1(P!f — f) jest funkcja zbiezng przy t — 0+, a
zatem ograniczona w otoczeniu zera, czyli |[t71(P'f — f)|| < M dla t < to. Stad
P f — fll < Mt — 0 przy t — 0+, wigc f € Fp. Z liniowosci Fy i punktu b),

réwniez t =1 (Pl f — f) € Fy dlat > 0, a zatem Af = limy .o, t Y(P'f — f) € Fy
z domknietosci Fy. [

Fakt 13.3 Niech P! bedzie pélgrupg kontrakcji oraz f € Dy. Wowcezas PUf €
D4 dla wszystkich t, funkcja t — P'f jest rézniczkowalna w sposdb ciggly oraz

%Ptf:APtf:PtAf.

Co wiecej
t

t
Ptf = AP%fds = P3Afds.
7 f+/0 fds f+/0 tds

Dowéd. Ustalmy f € Dy, wtedy

Pt+hf_Ptf_PhPtf_Ptf_Pt(th_f)
h N h N h )
Zatem z cigglosci P!
) PtJrhf*Ptf - th*f .
Jim = = P( lim ——=) = P'Af,

czyli P'f € Dy oraz AP'f = P'Af, pokazali$my tez, ze limy oy h~H(Phf —
Ptf) = Pt'Af. Musimy jeszcze policzyé lewostronna pochodna P! czyli

Pt+h _ Pt Pt—h _ Pt Pt _ Pt—h
i 2P o PP, PAPTY
h—0— h h—0+ —h h—0+ h
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Mamy

Ptfiptfhf

pPrf—f
| A A

— PUAf] = |IP*™"( — A+ P (Af = PRAS]

< M _ _ ph

<ITEZL Al a7 - PR A~ 0 pray b — 04,

bo f € D4 oraz Af € Fy. Zatem wykazalismy, ze limj, o h=}(P*hf — Pl f) =
PYAf czyli rzeczywiscie %Ptf = P'Af = AP!f. Ciagglo$¢ pochodnej wyni-
ka stad, ze AD4 C Fy. Wreszcie ostatnia czesé faktu wynika z podstawowego
twierdzenia analizy matematycznej. [J

Uwaga 13.7 Jesli Fy = F to polgrupe nazywamy Cy péigrupa. Dla Cy pdlgrup
mozna udowodnié, ze D4 jest geste w F' oraz, ze generator jednoznacznie wy-
znacza potgrupe tzn. jedli Pt i Tt dwie Cy polgrupy o tym samym generatorze
A: Dy — F to Pt = T* dla wszystkich t.

Fakt 13.4 (Zasada maksimum) Niech P! bedzie pélgrupg generowang przez
jednorodny proces Markowa (X, P,). Wowczas jesli f € B(E) ma warto$é naj-
wiekszg w punkcie x (tzn. f(y) < f(x) dla wszystkich y € E) oraz f € D4 to
Af(z) <O0.

Dowéd. Mamy P'f(z) = E, f(X;) < E, f(x) = f(z) czyli

.1
Afto) = i, 3

(P'f(x) - f(2)) < 0.0

13.2 Rezolwenta

Definicja 13.3 Rezolwentq pétgrupy P! naywamy rodzing operatoréw

R\f = / e MPfdt.
0

Uwaga 13.8 Calka na R, f jest dobrze okreslona i absolutnie zbiezna dla A > 0
i f € Fy. Istotnie, wowczas funkcja t — e~ P!f jest ciggla, wiec mozemy ja
catkowaé po przedziatach skonczonych. Ponadto

/ le Pt fldt < || / et = A7 I,
0 0

zatem calka jest zbiezna oraz ||Raf|| < A71||f].

Uwaga 13.9 Jedli P! jest polgrupa na B(E) wyznaczong przez jednorodng
rodzing Markowa (X, P,) oraz proces X jest progresywnie mierzalny wzgledem
FZ, to Ry f(x) jest dobrze okreslona dla wszystkich f € B(E), « € E. Istotnie
jesli P, jest funkcja przejscia dla X; to jak wykazaliSmy w Fakcie 12.1 funkcja
(t,z) — Pi(z,T) jest mierzalna na (R x F,B(R;) ® &). Stad funkcja (¢,z) —
P, f jest mierzalna dla f = Ip, czyli rowniez dla f funcji prostych, a przez
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jednostajna aproksymacje dla dowolnych f € B(E). W szczegblnosei funkcja
t — e MP!f jest mierzalna dla f € B(E), x € E. Ponadto

o 7)\tPt o > 7)\td :)\71 ,
A e NP () dt < | f] / et = A1 f]|

czyli rzeczywidcie Ry f(x) jest dobrze okreslona oraz ||Ry f|| < A7! .
y y J

Przyktad
Dla procesu Wienera mamy

mnfe) = [ [T e U p

=/Ooof(y)/ooo\/%exp((2—>\t /f eVl gy,

gdzie w ostatniej rownosci wykorzystaliSmy nletryvvlaln@ tozsamoéc’ catkowa.

Zatem
Raf(a / fly \/2’\|y_9”‘dy.

Fakt 13.5 Zachodzi nastepujgce rownanie rezolwenty dla A, > 0, A # p
R Ry =Ry\R, = (u—N""R\r—R,).

Dowé6d. Mamy

Ph'Ryf = P! / e MPtfdt = / e MPHhrar = M / e M P*fds
h

0 0

oraz

o0 o0 o0
RA\R,f = / e MPIR\f = / eA—mt / e M PS fdsdt
0 0 t

o0 S 1 o0
= / Psfef)‘s/ eP=Mldtds = 7/ P fe (e —1)ds
0 0 A= o

_ ﬁ PO fle s — e ) ds — A%(R,Lf — RO

Uwaga 13.10 Mozna udowodnié, ze jesli [~ e~*g =[5 e Mh(t)dt dla
wszystkich A > 0 oraz g i h sa funkcjami ograniczonyml to g(t) = h( ) dla
p-w. t. W szczegdlnosci jesdli g i h sa ciagle to g = h. Biorac f € Fy i ¢ € F*
widzimy, ze p(RAf) = [;° e (P! f) oraz funkcja t — @(P'f) jest ciagla.
Stad dostal]emy7 ze rezolwenta wyznacza polgrupe na Fy. W szczegdlnodci jesli
E jest lokalnie zwarta i o-zwarta, a proces X; fellerowski taki, ze Co(FE) C Fp,
to rezolwenta wyznacza P'f dla f € Co(E), a zatem réwniez funkcje przejscia
dla Xt~
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Fakt 13.6 Zaléimy, ze Pt jest polgrupq kontrakcji na F. Wowczas
a) Ry rozpatrywany jako odwzorowanie na Fy jest operatorem odwrotnym do
Ald — A okreslonego na D 4. Dokladniej

feFy=RxfeDsi(NMd—ARf=F

oraz
FEDA= A —Af €Dy i Ry(\NId— A)f = .

b) Jedli f € Fy, to ARxf — [ przy A — o0o. W szczegdlnodci Dy jest geste w
Fy.

Dowdd. a)Niech f € Fy, wtedy dla h — 0+

%(PhR,\ffRAf):%(e’\h/ e*’\tPtfdtf/ e MPtfdt)
h 0

M =1 % an 1 hf)\t t
= e MNP fdt — e — e MP'fdt — ARy f — f,
h Jo h Jo
bo P'f — f przy t — O+. Zatem jeéli f € Fy, to Ryf € D4 oraz ARy f =
ARNf — f, czyli (A\Id — A)Ryf = f.
Wezmy teraz f € D4, wiemy juz, ze Af € Fy, catkujac przez czesci dostaje-
my

x4

pr (P! f)dt

RAAf:/ e*”PtAfdtzf e
0 0

= e MPlf|Se — / Ptf(e Y dt = —f + AR\ f,
0

czyli Ry(Ald — A)f = f.
b) Mamy

ARyf — f = )\/Ee‘M(Ptf—f)dt—s—)\/m e M(PYf — f)dt,
0 5
zatem

INRsf — £l < sup [P — 7l [ Aedt+ A / e NP - fdt
<t 0 €

IIXRE

< sup [P'f— fll 420 INEe Nt = sup [ PF — f]+ 2] flle .
<t<e <t<e

Pierwszy sktadnik powyzszej sumy dazy do zera przy € — 0+, bo f € Fp, a

drugi dazy do zera dla ustalonego € > 0 przy A — co. Czyli istotnie ARy f — f

przy A — oo, a poniewaz AR)[f € D, wiec D, jest geste w Fy. [

Uwaga 13.11 Widzimy zatem, ze operator A wyznacza rezolwente na Fp, a

zatem réwniez i pétgrupe P! na Fyp.
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13.3 Twierdzenie Hille’a-Yosidy

W tej czesci odpowiemy na pytanie jakie warunki musi spelniaé operator A, by
by¢ generatorem polgrupy kontrakeji.

Twierdzenie 13.7 (Hille,Yosida) Operator liniowy A o dziedzinie D o w prze-
strzeni I jest generatorem Cy pélgrupy kontrakcji Pt na F wtedy i tylko wtedy
gdy spelnione sqg warunki

a) zbior Dy jest gesty w F';

b) dla wszystkich X\ > 0 istnieje operator (\Id — A)~! okreslony wszedzie na F;
¢) dla wszystkich A > 0, |[(AId — A) 71| < AL

W przypadku gdy F C B(FE) tzn. F jest ppodprzestrzeniq funkcji ograniczonych
mierzalnych na F', to dodatkowo zachodzi

d) Pélgrupa P! jest dodatnia wtedy i tylko wtedy gdy (\d — A)~! jest dodatnie
dla wszystkich A > 0.

e) Dla wszystkich t, P'1 =1 wtedy i tylko wtedy gdy 1 € D4 oraz A1 = 0.

Dowdéd. Udowodnimy jedynie implikacje 7 = 7, gdyz dowdd przeciwnych
implikacji jest nieco bardziej skomplikowany i przekracza ramy tego wyktadu.
Wezesdniej jednak juz udowodniliSmy, ze dla Cy polgrupy kontrakeji (Ald —
A7t = Ry, |RA|l < A7t oraz Dy jest gesty w F. Pozostaje wiec wykazaé
odpowiednig czgéé warunkéw d) i e). Jedli Pt jest dodatniai f > 0, to Ptf > 0,
zatem (A[d—A)~1f = Ryf > 0. Jedli za§ P'1 = 1 dla wszytkich ¢, to oczywiscie
Al1=0.0
Uwaga 13.12 W przypadku gdy F = C(E) i F jest przestrzenia zwarta, to
warunki b) ¢) Twierdzenia 13.7 mozna réwnowaznie wyrazié¢ jako
b)VasoVrecm) Irecm AP — AF = f;
¢’) spelniona jest zasada maksimum.

Dowdéd. Wykazemy tylko, ze warunki b’)i ¢’) implikuja b) i ¢). Zacznijmy
od wykazania, ze rozwiazanie réwnania z b’) jest jednoznaczne - je$li \F — AF =
f = AG — AG oraz F # G, to bez straty ogdlnosci mozemy zalozyé, ze F(x) >
G(x) dla pewnego x € E. Na mocy zwartosci E istnieje punkt xzo € F taki, ze
F(z) — G(z9) = maxgep(F(x) — G(z)). Z zasady maksimum wnioskujemy, ze
AMF — G)(xo) = A(F — G)(x0) <0, co daje sprzecznosé, czyli zachodzi b).

Niech f € C(E) oraz F := (A\ld — A)~'f, czyli f = (A\Id — A)F. Zalézmy,
ze ||f|l < 11 niech zg € f bedzie takie, ze F(xg) = max, F(z). Wéwczas na
mocy zasady maksimum AF(zg) < 0, ale AF(x9) = AF — f > MF(xg) — 1,
zatem F(zo) < A\~1. Wykazaliémy wiec, ze max,cp F(r) < A™1. Analogicznie,
rozpatrujac zasade maksimum dla —F dowodzimy, ze max,cp(—F(r)) < A71,
wiec max,ep |F(2)| < A7 ezyli [|F|| < A7 f]|, co dowodzi punktu c). O
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