Kolokwium ze Wstepu do Procesé6w Stochastycznych
9 maja 2024, grupa I

Sposérod ponizszych szesciu zadan prosze wybraé pieé. Rozwiazanie kazdego zadania,
z pelnymi uzasadnieniami odpowiedzi, nalezy napisa¢ na osobnej kartce podpisanej u gory
imieniem, nazwiskiem, numerem indeksu oraz numerem grupy (grupa I). Kazde z zadan
bedzie oceniane w skali 0-10. Mozna (i warto) korzystaé z faktéw omoéwionych na wykladzie
i ¢éwiczeniach. W ponizszych zadaniach (WW;) oznacza proces Wienera.

1.

Niech N; bedzie procesem Poissona z intensywnoscia 7. Obliczyé, w zaleznosci od
parametru a € R, granice

a) tlgglo P(N¢ > at), b) tll)rglo P(W; > at).

Udowodnié, ze limsup,,_, . |Wn45 — Wy| = 00 p.n.

Rozwazmy scentrowany proces gaussowski (X¢)¢>0 o funkeji kowariancji Cov(Xs, X;) =
In(4(sAt)+1).

a) Czy ten proces ma niezalezne przyrosty?

b) Czy ten proces ma modyfikacje ciagla? Co mozna powiedzie¢ o hélderowskosci
jego trajektorii?

c) Znalezé wszystkie niemalejace funkcje f,¢g: Ry — Ry takie, ze proces Y; =
9(t) X (1) jest procesem Wienera.

. Rozwazmy nastepujace procesy na [0, 00):

a) Xy =sintW; + In(2t + 1),
b) Yy = Wi — Wae) Liw, 2w, s
C) Zt = (2Wt — WSt)l{thW3t}-

Wskazaé ktére z powyzszych proceséw sa gaussowskie i dla wskazanych proceséw
obliczyé¢ funkcje wartoéci oczekiwanej oraz kowariancji.

Proces (X¢)i>0 jest catkowalny z kwadratem, ma niezalezne przyrosty, EX; = 5t oraz
Var(X;) = 3t. Znalezé funkcje f,g: [0,00) — R takie, ze X? + f(t)X; + g(t) jest
martyngalem wzgledem filtracji generowanej przez proces X.

Niech (V;) bedzie procesem Poissona z parametrem 4 oraz
T:=inf{t > 0: N, =8}.

a) Udowodnié, ze T jest momentem zatrzymania wzgledem filtracji (F}V) generowanej
przez N.

b) Wykazaé, ze T jest skohczony prawie na pewno.

c¢) Dla « € R znalezé v € R takie, ze proces exp (aNy + ~yt) jest martyngalem.

d) Obliczy¢ Ee 27,



Kolokwium ze Wstepu do Procesé6w Stochastycznych
9 maja 2024, grupa II

Sposéréd ponizszych szesciu zadan prosze wybraé pieé. Rozwiazanie kazdego zadania,
z pelnymi uzasadnieniami odpowiedzi, nalezy napisa¢ na osobnej kartce podpisanej u gory
imieniem, nazwiskiem, numerem indeksu oraz numerem grupy (grupa II). Kazde z zadan
bedzie oceniane w skali 0-10. Mozna (i warto) korzystaé z faktéw omoéwionych na wykladzie
i ¢éwiczeniach. W ponizszych zadaniach (WW;) oznacza proces Wienera.

1.

Niech N; bedzie procesem Poissona z intensywnoscia 5. Obliczy¢, w zaleznosci od
parametru a € R, granice

a) tlgglo P(N¢ > at), b) tll)rglo P(W; > at).

Udowodnié, ze limsup,,_, . |[Wnt9 — Wy| = 00 p.n.

Rozwazmy scentrowany proces gaussowski (X¢)¢>0 o funkeji kowariancji Cov(Xs, X;) =
In(3(sAt)+1).

a) Czy ten proces ma niezalezne przyrosty?

b) Czy ten proces ma modyfikacje ciagla? Co mozna powiedzie¢ o hélderowskosci
jego trajektorii?

c) Znalezé¢ wszystkie niemalejace funkcje f,¢g: Ry — Ry takie, ze proces Y; =
9(t) X (1) jest procesem Wienera.

. Rozwazmy nastepujace procesy na [0, 00):

a) Xy =cost Wy +2In(t + 1),
b) Y, = (Wt + 2W4t)1{Wt>W4t}a
) Zy = (Wi + 2Wa) Liw, 2wy, y-

Wskazaé ktére z powyzszych proceséw sa gaussowskie i dla wskazanych proceséow
obliczyé¢ funkcje wartoéci oczekiwanej oraz kowariancji.

Proces (X¢)i>0 jest catkowalny z kwadratem, ma niezalezne przyrosty, EX; = 3t oraz
Var(X;) = 4t. Znalezé funkcje f,g: [0,00) — R takie, ze X? + f(t)X; + g(t) jest
martyngalem wzgledem filtracji generowanej przez proces X.

Niech (N¢) bedzie procesem Poissona z parametrem 3 oraz
T:=inf{t > 0: N, =T7}.

a) Udowodnié, ze T jest momentem zatrzymania wzgledem filtracji (F}V) generowanej
przez N.

b) Wykazaé, ze T jest skohczony prawie na pewno.

c¢) Dla « € R znalezé v € R takie, ze proces exp (aNy + ~yt) jest martyngalem.

d) Obliczy¢ Ee 27,



