Egzamin ze Wstepu do Proceséw Stochastycznych, grupa I, 25 czerwca 2023
Cze$¢ zadaniowa (40pkt)

Sposérod ponizszych zadan nalezy wybraé pieé i napisa¢ ich pelne rozwiazania na osobnych
kartkach podpisanych imieniem, nazwiskiem, numerem indeksu, numerem grupy (grupa I) i zadania.
Kazde zadanie bedzie oceniane w skali 0-8 pkt. Mozna (i warto) wykorzystywaé fakty udowodnione
na wykltadzie i éwiczeniach. W ponizszych zadaniach (W;) oznacza proces Wienera.

1. Niech N; bedzie procesem Poissona z intensywnoscia 5. Udowodnié, ze z prawdopodobien-
stwem 1 zbiezne sa nastepujace szeregi losowe
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2. Niech f bedzie funkcja z [0, 00) w [0, 00).
a) Wykazaé, ze istnieje proces gaussowski G = (G¢)i>0 0 $redniej 5t 1 funkcji kowariancji
min{f(t), f(s)}.
b) Wykazaé, ze proces G ma przyrosty niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy f jest niemalejaca.
¢) Udowodnié, ze proces G ma przyrosty niezalezne i stacjonarne wtedy i tylko wtedy, gdy
f(t) = at+ b dla pewnych a,b > 0.

3. Martyngal (M;);>0 ma trajektorie prawostronnie ciagle i spelnia warunek

sup E[M;|In®(e + | M;]) < oc.
>0

Wykazaé, ze M, jest zbiezny prawie na pewno i w L' przy t — oo.

4. Okreslmy

T:inf{t>0:Wt:m}, a:inf{t>0:|Wt|:m}.

a) Wykazaé, ze 7 oraz o sa skofczone prawie na pewno.
b) Udowodni¢, ze Er = oco.
c¢) Obliczy¢ Eo.

5. Funkcja przejscia procesu Markowa (X;);>o spelnia P4 (z, A) = Ps(—z, A) dla dowolnego
z € R oraz zbioru A C R takiego, ze A = —A. Udowodnié, ze (X;');>0 jest procesem Markowa
i znalez¢ jego funkcje przejscia.

6. Niech
7 =inf{t >0: W, = 3}.

Obliczy¢é prawdopodobiefistwo tego, ze na przedziale [T, 7+4] proces Wienera przyjmie warto$é
mniejsza od —5.

Obrécié kartke, by wypelnic¢ czes$é testowg egzaminu!



Cze$é testowa (20pkt)

. (4pkt) Niech N; bedzie procesem Poissona z intensywnoscia 2. Obliczy¢
a) E(Ns|N2) =

b) E(N2|N5) =

c) Ee3iNs+iNa —

. (3pkt) Obliczy¢
a) E(WZ|W2) =
b) E(W3 — W1 |Ws) =

. (3pkt) Podaé definicje momentu zatrzymania 7 oraz o-ciala F, wzgledem filtracji (F%)i>o0.

. (2pkt) Uzupelnié¢ sformulowanie nieréwnosci maksymalnej dla prawostronnie ciaglych mar-
tyngatéw (My)i>o

. (2pkt) Sformulowaé réwnanie Chapmana-Kolmogorowa dla jednorodnych funkcji przejscia

PS_H(JU,F) =

. (4pkt) Dana jest jednorodna rodzina Markowa ((X:):>0, (Ps)zer) 0 gestosci przejscia pi(z, y).
Woéwezas dla z € R,

a) B, (e 21Xl X)) =

b) Pw(Xg, > Xo > O) =

. (2pkt) Niech P! bedzie pélgrupa generowang przez proces Poissona z intensywnogcig 4. Wow-
czas dla f:Z — [-1,1],

P f(5) =



Egzamin ze Wstepu do Proceséw Stochastycznych, grupa II, 25 czerwca 2023
Cze$¢ zadaniowa (40pkt)

Sposrod ponizszych zadan nalezy wybraé piec i napisaé ich pelne rozwiazania na osobnych kart-
kach podpisanych imieniem, nazwiskiem, numerem indeksu, numerem grupy (grupa II) i zadania.
Kazde zadanie bedzie oceniane w skali 0-8 pkt. Mozna (i warto) wykorzystywaé fakty udowodnione
na wykltadzie i éwiczeniach. W ponizszych zadaniach (W;) oznacza proces Wienera.

1. Niech N; bedzie procesem Poissona z intensywnoscia 5. Udowodnié, ze z prawdopodobien-
stwem 1 zbiezne sa nastepujace szeregi losowe
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2. Niech f bedzie funkcja z [0, 00) w [0, 00).
a) Wykazaé, ze istnieje proces gaussowski G = (G¢)i>0 0 $redniej 2t 1 funkcji kowariancji
min{f(t), f(s)}.
b) Wykazaé, ze proces G ma przyrosty niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy f jest niemalejaca.
¢) Udowodnié, ze proces G ma przyrosty niezalezne i stacjonarne wtedy i tylko wtedy, gdy
f(t) = at+ b dla pewnych a,b > 0.

3. Martyngal (M;);>0 ma trajektorie prawostronnie ciagle i spelnia warunek

sup E[M;|In®(e + | M;]) < oc.
>0

Udowodnié, ze M, jest zbiezny prawie na pewno i w L! przy t — oo.

4. Okreslmy

T:inf{t>0:Wt:m}, a:inf{t>0:|Wt|:m}.

a) Wykazaé, ze 7 oraz o sa skofczone prawie na pewno.
b) Udowodni¢, ze Er = oco.
c¢) Obliczy¢ Eo.

5. Funkcja przejscia procesu Markowa (X;);>o spelnia P4 (z, A) = Ps(—z, A) dla dowolnego
z € R oraz zbioru A C R takiego, ze A = —A. Wykazaé, ze (X}');>0 jest procesem Markowa
i znajdz jego funkcje przejécia.

6. Niech
7 =inf{t >0: W, = 3}.

Obliczy¢é prawdopodobiefistwo tego, ze na przedziale [, 7+4] proces Wienera przyjmie warto$é
mniejsza od —5.

Obrécié kartke, by wypelnic¢ czesé testowg egzaminu!



Cze$é testowa (20pkt)

. (4pkt) Niech N; bedzie procesem Poissona z intensywnoscia 2. Obliczy¢
a) E(Ng|Ny) =

b) E(N4|Ne) =

C) EeZiN2_iN3 —

. (3pkt) Obliczy¢
a) E(WZ|W1) =
b) E(Wy — W|Ws) =

. (2pkt) Uzupelnié¢ sformulowanie nieréwnosci maksymalnej dla prawostronnie ciaglych mar-
tyngatéw (My)i>o

ESup [Mi|P < vt dla p............
20

. (3pkt) Podaé definicje momentu zatrzymania 7 oraz o-ciala F, wzgledem filtracji (F%)¢>o.

. (2pkt) Sformulowaé réwnanie Chapmana-Kolmogorowa dla jednorodnych funkcji przejscia

Ps+t(.§U,F) =

. (4pkt) Dana jest jednorodna rodzina Markowa ((X:):>0, (Ps)zer) 0 gestosci przejscia pi(z, y).
Woéwezas dla z € R,

a) B, (e 21Xl X)) =

b) Pw(Xg, > Xo > O) =

. (2pkt) Niech P! bedzie polgrupa generowang przez proces Poissona z intensywnoscia A = 3.
Wéwezas dla f:Z — [—1,1],

Pf(4) =



