Egzamin z Proceséw Stochastycznych IT
grupa I, 19 stycznia 2004

Uwaga: W ponizszych zadaniach W = (W;);>0 oznacza zawsze standardowy proces Wienera
w R.

Czes¢ zadaniowa

Pelne rozwiazania ponizszych 5 zadan nalezy napisa¢ na osobnych kartkach. Mozna powolywaé
sie na wszystkie twierdzenia i fakty udowodnione na wykladzie i ¢wiczeniach.

1. Znajdz taki ciagly proces A o wahaniu ograniczonym na kazdym przedziale skonczonym,
zeby (sin(Wy) — At)e>0 byl martyngalem oraz Ag = 0. Czy proces A jest wyznaczony jedno-
znacznie?

2. Zmajdz taka miare probabilistyczna Q na (2, .7-'2/1), by proces (W; + 2t*)o<t<1 byl procesem
Wienera wzgledem Q.

3. Jakie warunki musi spelnia¢ ograniczony proces prognozowalny Y, by X, = f(f Y, dW, byt
procesem Wienera?

4. Oblicz nastepujaca granice w L!
2n=1  (k+1)/n

lim_ > /k Widw,)?2

k=0 /n

5. Wykaz, ze proces
Xt — e—3t+2Wf,

spelnia stochastyczne réwnanie rézniczkowe

dXt == Xtdt + 2Xtth
Czy rownanie to moze mie¢ inne rozwiazania?

Czes¢ Testowa

1. Niech X = (X¢)ogt<1 bedzie martyngatem lokalnym. Ktére z nastepujacych warunkéw im-
plikuja, ze X jest martyngatem (podkres$l wlasciwe odpowiedzi): X; > 0 dla wszystkich ¢
p.n., | X¢| < C dla wszystkich t, gdzie C' - skonczona stala, Esup, | X <oo, X;>0
dla wszystkich ¢ p.n. oraz EX; = EX|.

2. Przedstaw ponizsza catke stochastyczna w postaci nie zawierajacej calek stochastycznych
t
[ wieaw. -
0

3. Niech X, = [; /[W,[dW,. Oblicz EX, =  oraz Var(X,) =
(Uwaga: Elg| = \/2/7 dla g ~ N(0,1)).



10.

11.

Uzupelnij sformulowanie twierdzenia Levy’ego: Martyngal lokalny (X;);>0 jest procesem
Wienera wtedy i tylko wtedy gdy

Podaj definicje przestrzeni £2..

Podaj definicje nawiasu skosnego (M, N) dla dwu martyngaléw lokalnych M i N.

Rozpatrzmy stochastyczne rownanie rézniczkowe
dX; = sin(Xy)dW, + 2X,dt, Xo=1.

Roéwnanie to ma (podkresl prawidlowe odpowiedzi): stabe rozwiazanie, mocne rozwiazanie,
rozwigzanie jednoznaczne w sensie trajektorii, rozwiazanie bedace martyngalem lokalnym.

Niech M; = f(f eWsdW,. Czy M, jest martyngalem: tak/nie? Oblicz

(M) =

t
/ e WedM, =
0

Niech M bedzie ciaglym martyngalem lokalnym, My = 0. Zapisz proces Z = e
takiej postaci by byto widaé, ze jest martyngatem lokalnym

oraz

-5 (M)

Zy =
Proces dyfuzji X jest zadany przez réwnanie
dXt = COS(Xt)th + 3Xtdt

Niech A bedzie operatorem infinitezymalnym dla X. Wtedy dla f € C2, (R) mamy
Af(x) =

Niech 7 bedzie momentem zatrzymania. Oblicz

t
/ SdWS/\T =
0



Egzamin z Proceséw Stochastycznych II
grupa II, 19 stycznia 2004

Uwaga: W ponizszych zadaniach W = (W});>0 oznacza zawsze standardowy proces Wienera
w R.

Czes¢ zadaniowa

Pelne rozwigzania ponizszych 5 zadan nalezy napisa¢ na osobnych kartkach. Mozna powotywac
sie na wszystkie twierdzenia i fakty udowodnione na wykladzie i ¢wiczeniach.

1. Oblicz nastepujaca granice w L*

n—1 (k+1)/2n
lim Z(/ W3dw,)2.
n—oe k=0 “k/2n

2. Wykaz, ze proces
Xt — 6375/2*W1,

spelnia stochastyczne réwnanie rézniczkowe
dX, = 2Xdt — X dWr.
Czy réwnanie to moze mie¢ inne rozwiazania?

3. Znajdz taki ciagly proces A o wahaniu ograniczonym na kazdym przedziale skonczonym,
zeby (cos(Wy) — A¢)i>0 byl martyngalem oraz Ay = 0. Czy proces A jest wyznaczony jedno-
znacznie?

4. Jakie warunki musi spelnia¢ ograniczony proces prognozowalny Y, by X; = fot Y.dWg byt
procesem Wienera?

5. ZnajdZ taka miare probabilistyczng Q na (€, .7-'2/1), by proces (W; + 5t%)o<t<1 byl procesem
Wienera wzgledem Q.

Cze$é Testowa

1. Niech 7 bedzie momentem zatrzymania. Oblicz

t
/ S2dW5/\T =
0

2. Niech M, = fot e~ WsdW,. Czy M, jest martyngalem: tak/nie? Oblicz

(M) =

t
/ eWSdMS =
0

oraz



10.

11.

. Niech M bedzie cigglym martyngatem lokalnym, My = 0. Zapisz proces Z = eM

Niech X = (X;)ogt<1 bedzie martyngatem lokalnym. Ktére z nastepujacych warunkéw im-
plikuja, ze X jest martyngalem (podkresl wlasciwe odpowiedzi): |X;| < C dla wszystkich ¢,
gdzie C - skoniczona stata,  Esup, |X:| < oo, X; > 0 dla wszystkich ¢ p.n., X >0
dla wszystkich ¢ p.n. oraz EX; = EX.

—5(M)

takiej postaci by byto widaé, ze jest martyngatem lokalnym

Zt =
Przedstaw ponizsza catke stochastyczna w postaci nie zawierajacej calek stochastycznych

t
ng AWy =
0

Niech X; = [; /[Ws| + 1dW,. Oblicz EX, =  oraz Var(X;) =
(Uwaga: E|g| = v/2/m dla g ~ N(0,1)).

Podaj definicje nawiasu skosnego (M, N} dla dwu martyngaléw lokalnych M i N.

Podaj definicje przestrzeni £2..

Proces dyfuzji X jest zadany przez réwnanie
dXt = 2Xt)th + COS(Xt)dt.

Niech A bedzie operatorem infinitezymalnym dla X. Wtedy dla f € C2, (R) mamy
Af(x) =

Uzupelnij sformulowanie twierdzenia Levy’ego: Martyngal lokalny (X;);>0 jest procesem
Wienera wtedy i tylko wtedy gdy
Rozpatrzmy stochastyczne rownanie rézniczkowe

dXy = 2s8in(Xy)dWy + Xydt, Xo = 2.

Roéwnanie to ma (podkresl prawidlowe odpowiedzi): stabe rozwiazanie, mocne rozwiazanie,
rozwigzanie bedace martyngatem lokalnym, rozwiazanie jednoznaczne w sensie trajektorii.



