
Zadania z Rachunku Prawdopodobieństwa III - 1

1. Wykaż, że dla dowolnego t > 0,

(t−1 − t−3)e−t
2/2 ¬

∫ ∞
t

e−s
2/2ds ¬ t−1e−t

2/2.

Wywnioskuj stąd, że jeśli X ma rozkład N (0, 1), to

P(X ­ t) = 1− Φ(t) =
1 + o(1)√

2πt
e−t

2/2 przy t→∞.

2. Wykaż, że funkcja ΛX = logMX jest wypukła.

3. Oblicz funkcję tworzącą momenty MX dla zmiennych X o następujących rozkładach:
a) symetryczny dwupunktowy;
b) dwumianowy z parametrami n, p;
c) Poissona z parametrem λ;
d) Gaussowski N (a, σ2);
e) wykładniczy z parametrem λ;
f) jednostajny na [a, b].

4. Oblicz Λ∗X dla rozkładów z zadania 1.

5. Wykaż, że jeśli E|X| < ∞, to Λ∗X(EX) = 0 oraz, że dla dowolnej zmiennej losowej X,
inft Λ∗X(t) = 0,

6. Udowodnij, że jeśli P(X > a) = 0, to Λ∗X(t) = 0 dla t > a oraz oraz jeśli P(X < a) = 0, to
Λ∗X(t) = 0 dla t < a. Ile wynosi w tych przypadkach Λ∗X(a)?

7. Rozpatrując rozkłady wykładnicze, gaussowskie i Poissona pokaż, że nie można poprawić
rzędu oszacowań w nierównościach Bernsteina i Bennetta.

8. (Nierówność Azumy) Załóżmy, że (Mk,Fk)∞k=0 jest martyngałem takim, że ‖Mk−Mk−1‖∞ ¬
ak dla k = 1, 2, . . .. Wykaż, że

ΛMn−M0(s) ¬
s2

2

n∑
k=1

a2k, s ∈ R

oraz

P(|Mn −M0| ­ t) ¬ 2 exp
(
− t2

2
∑n
k=1 a

2
k

)
, t ­ 0.

9. Przy oznaczeniach poprzedniego zadania, wykaż, że istnieje stała C <∞ taka, że dla p ­ 2,

‖Mn −M0‖p := (E|Mn −M0|p)1/p ¬ C
√
p
( n∑
k=1

a2k

)1/2
.
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10. (Nierówności Chińczyna) Niech S =
∑n
k=1 akεk, gdzie εk niezależne zmienne losowe takie, że

P(εk = ±1) = 1/2.
i) Wykaż, że dla p, q > 0 istnieje stała Cp,q zależna tylko od p i q dla której ‖S‖p ¬ Cp,q‖S‖q.
ii) Wykaż, że Cp,2 ¬ C

√
p dla p ­ 2.

iii) Udowodnij, że dla p > q, Cp,q ­ γp/γq, gdzie γp = (E|N (0, 1)|p)1/p ∼ √p przy p→∞. W
szczególności Cp,2 ­ c

√
p dla p ­ 2 i stałej uniwersalnej c.

11. Załóżmy, że (Mk,Fk)∞k=0 jest martyngałem takim, że

max
k
‖Mk −Mk−1‖∞ ¬ a, ‖E((Mk −Mk−1)2|Fk−1)‖∞ ¬ σ2k

oraz σ2 =
∑n
k=1 σ

2
k. Wykaż, że

ΛMn−M0(s) ¬
σ2

a2
(esa − sa− 1), s ­ 0,

oraz
P(|Mn −M0| ­ t) ¬ 2 exp

(
− t

2a
ln
(

1 +
ta

σ2

))
, t ­ 0.
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Zadania z Rachunku Prawdopodobieństwa III - 2

1. i) Załóżmy, że F jest ośrodkową przestrzenią metryczną. Wykaż, że B(F ×F ) = B(F )⊗B(F ),
gdzie B(X) oznacza rodzinę zbiorów borelowskich podzbiorów X.
ii) Wywnioskuj stąd, że suma funkcji mierzalnych o wartościach w ośrodkowej przestrzeni
unormowanej jest funkcją mierzalną.

2. Wykaż, że dla niezależnych zmiennych losowych o jednakowym rozkładzie

Emax
k¬n
‖Sk‖p ¬ CpE‖Sn‖p

dla p ­ 1 i stałej uniwersalnej C.

3. Wykaż, że dla niezależnych zmiennych losowych

Emax
k¬n
‖Sk‖p ¬ Cp max

1¬k¬n
E‖Sk‖p

dla p ­ 1 i stałej uniwersalnej C.

4. Wykaż, że nie istnieje stała uniwersalna C taka, że

Emax
k¬n
|Mk| ¬ CE|Mn|

dla dowolnego martyngału (Mk)1¬k¬n.

5. Udowodnij, że dla niezależnych zmiennych losowych o jednakowym rozkładzie oraz ai ∈ [0, 1],

P

(∥∥∥∥∥
n∑
i=1

aiXi

∥∥∥∥∥ ­ 6t

)
¬ 4P(‖Sn‖ ­ t), dla t > 0.

6. Udowodnij, że jeśli wektory losowe Xi mają średnią zero oraz ai ∈ [0, 1] to dla dowolnej funkcji
wypukłej, niemalejącej ϕ : R+ 7→ R+ zachodzi

Eϕ

(∥∥∥∥∥
n∑
i=1

aiXi

∥∥∥∥∥
)
¬ Eϕ

(∥∥∥∥∥
n∑
i=1

Xi

∥∥∥∥∥
)
.

7. Załóżmy, że X1, Y1, . . . , Xn, Yn są niezależnymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozkła-
dzie. Udowodnij, że istnieją uniwersalne stałe C1 i C2 dla których

P

max
k,l¬n

∣∣∣∣∣∣
k∑
i=1

l∑
j=1

h(Xi, Yj)

∣∣∣∣∣∣ ­ t
 ¬ C1P

∣∣∣∣∣∣
n∑
i=1

n∑
j=1

h(Xi, Yj)

∣∣∣∣∣∣ ­ t

C2


dla dowolnej funkcji mierzalnej h.

8. Niech Xi będzie ciągiem niezależnych zmiennych losowych w ośrodkowej przestrzeni Banacha
F . Wykaż, że następujące warunki są równoważne.
i)
∑∞
i=1Xi zbiega według prawdopodobieństwa.

ii)
∑∞
i=1Xi zbiega p.n..

iii)
∑∞
i=1Xi zbiega według rozkładu.
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Zadania z Rachunku Prawdopodobieństwa III - 3

1. Niech X będzie zmienną losową o wartościach w ośrodkowej przestrzeni Banacha F . Wykaż,
że
a) dla ε > 0 istnieje funkcja ϕ : F → F przyjmująca tylko przeliczalnie wiele wartości taka,
że ‖X − ϕ(X)‖ ¬ ε p.n.,
b) jeśli E‖X‖ < ∞, to dla ε > 0 istnieje funkcja ϕ : F → F przyjmująca tylko skończenie
wiele wartości taka, że E‖X − ϕ(X)‖ ¬ ε.

2. Załóżmy, że Xi są niezależne o wartościach w ośrodkowej przestrzeni unormowanej (F, ‖ ‖).
Wykaż, że
a) Dla dowolnych s, t > 0,

P
(

max
k¬n
‖Sk‖ > 3t+ s

)
¬ P

(
max
k¬n
‖Sk‖ > t

)2
+P

(
max
k¬n
‖Xk‖ > s

)
.

b) Jeśli zmienne Xi są symetryczne, to dla s, t > 0,

P
(

max
k¬n
‖Sk‖ > 2t+ s

)
¬ 4P(‖Sn‖ > t)2 +P

(
max
k¬n
‖Xk‖ > s

)
.

3. Niech S :=
∑n
i=1 xiεi dla pewnych xi ∈ F . Wykaż, że dla p, q > 0 istnieją stałe Cp,q < ∞

zależne tylko od p i q takie, że

(E‖S‖p)1/p ¬ Cp,q(E‖S‖q)1/q.

4. Załóżmy, że 0 < p <∞, zmienne Xi są niezależne i symetryczne o wartościach w F . Wykaż,
że

E‖Sn‖p ¬ 2 · 3pEmax
i¬n
‖Xi‖p + 2(3t0)p,

gdzie
t0 := inf{t > 0: P(‖Sn‖ > t) ¬ (8 · 3p)−1}.

5. Przestrzeń Banacha F nazywamy typu p ­ 1 jeśli istnieje stała Tp taka, że dla dowolnych
wektorów xi ∈ F , (

E

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

xiεi

∥∥∥∥∥
p)1/p

¬ Tp

(
n∑
i=1

‖xi‖p
)1/p

.

Wykaż, że
a) Jeśli przestrzeń jest typu p, to jest typu q dla q ¬ p.
b) Przestrzenie Hilberta są typu 2.
c) Każda przestrzeń Banacha jest typu 1 i nie istnieją przestrzenie typu p > 2.
d) Przestrzeń Lp jest typu min{p, 2} dla p <∞.
e) Przestrzeń c0 nie ma nietrywialnego typu.

6. Wykaż, że ośrodkowa przestrzeń Banacha F ma typ p wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje stała
C < ∞ taka, że dla dowolnych niezależnych zmiennych losowych Zi o wartościach w F i
średniej zero,

E

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

Zi

∥∥∥∥∥
p

¬ C
n∑
i=1

E‖Zi‖p.
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Zadania z Rachunku Prawdopodobieństwa III - 4

1. Wykaż, że Mocne Prawa Wielkich Liczb Marcinkiewicza-Zygmunda oraz Brunka zachodzą w
przestrzeniach typu 2.

2. Wykaż odwrotną nierówność wykładniczą Kołmogorowa: Dla ε > 0 istnieją stałe K(ε) i δ(ε)
takie, że dla ograniczonych, niezależnych zmiennych losowych Xi o średniej zero, s > 0 oraz
σ2 := Var(

∑n
i=1Xi) zachodzi oszacowanie

P

(
n∑
i=1

Xi ­ t

)
­ exp

(
−(1 + ε)

t2

2σ2

)
,

o ile
tmax

i
‖Xi‖∞ ¬ δ(ε)σ2 oraz t ­ K(ε)σ.

Wsk: Ustalmy ε > 0 i niech u = u(ε) spełnia 1 − Φ(u) ­ 2 exp(−
√

1 + εu2/2). Wykazać, że
jeśli

max
i¬k
‖Xi‖∞ ¬ γ(ε)

(
k∑
i=1

EX2i

)1/2
,

to

P

 k∑
i=1

Xi ­ u

(
k∑
i=1

EX2i

)1/2 ­ 1
2

(1− Φ(u)) ­ exp
(
−
√

1 + ε
u2

2

)
.

3. Udowodnij, że odwrotną nierówność wykładniczą Kołmogorowa można równoważnie sformu-
łować jako istnienie stałych δ′(ε) > 0 i K ′(ε) <∞ takich, że

P
( n∑
i=1

Xi ­ t
)
­ 1
K ′(ε)

exp
(
− (1 + ε)

t2

2σ2

)
,

o ile
max(t, σ) max

i
‖X‖∞ ¬ δ′(ε)σ2.

4. Wykaż, że jeśli Xi są niezależnymi wektorami losowymi o jednakowym rozkładzie takimi, że
P(Xi 6= 0) > 0, to lim supn→∞

‖Sn‖√
n

=∞ p.n..

5. Podaj alternatywny dowód Prawa Iterowanego Logarytmu wykorzystując PIL dla procesu
Wienera oraz twierdzenie Skorochoda o włożeniu:
Jeśli X jest zmienną losową o skończonej wariancji i średniej zero, to istnieje moment za-
trzymania τ taki, że Eτ = EX2 oraz Wτ ma taki sam rozkład jak X.

6. Załóżmy, że Xi są niezależnymi ograniczonymi zmiennymi losowymi o średniej zero spełnia-
jącymi warunki:
i) a2n := Var(Sn) =

∑n
i=1EX

2
i →∞
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ii) ‖Xn‖∞
√
ln ln a2n
an

→ 0.
Wykaż, że

lim sup
n→∞

Sn√
2a2n ln ln a2n

= 1 p.n.

7. Załóżmy, że Xi są niezależnymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozkładzie ze średnią zero
i wariancją σ2. Wykaż, że dla dowolnej funkcji ciągłej f : R→ R,

lim sup
n→∞

f

(
Sn√

2n ln lnn

)
= sup
t∈[−σ,σ]

f(t) p.n.,

lim inf
n→∞

f

(
Sn√

2n ln lnn

)
= inf
t∈[−σ,σ]

f(t) p.n..

8. Załóżmy, że Xi są niezależnymi wektorami losowymi w ośrodkowej przestrzeni Banacha o tym
samym rozkładzie co X. Wykaż, że warunek

lim sup
n→∞

‖Sn‖√
2n ln lnn

<∞ p.n.

implikuje:
i) E ‖X‖

2

LL‖X‖ <∞, gdzie LLx := ln ln(x ∨ 10).
ii) EX = 0 oraz sup‖x∗‖¬1E|x∗(X)|2 <∞.

9. Załóżmy, że Xi są niezależnymi wektorami losowymi w ośrodkowej przestrzeni Banacha typu
2 o tym samym rozkładzie co X, EX = 0 oraz E ‖X‖

2

LL‖X‖ <∞. Wykaż, że Sn√
2n ln lnn

zbiega do
0 według prawdopodobieństwa.
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Zadania z Rachunku Prawdopodobieństwa III - 5

1. Udowodnij, że dla X ∼ N (0, 1) oraz dowolnego A ∈ B(R),

lim
n→∞

1
n

logP(S̄n ∈ A) = −essinf
{
x2

2
: x ∈ A

}
.

2. Podaj przykład zmiennej X dla której nie istnieje granica limn→∞ n−1 logP(S̄n = 0).

3. Wykaż, że dla dowolnej zmiennej X,

lim
n→∞

1
n

logP(S̄n ­ t) = − inf
s­t

Λ∗X(s).

4. Wykaż, że
a) Funkcja Λ∗X jest półciągła z dołu dla dowolnej zmiennej X;
b) Jeśli ΛX(t) < ∞ dla t z pewnego otoczenia zera, to lim|t|→∞ Λ∗X(t) = ∞, w szczególności
zbiory {t : Λ∗X(t) ¬ a} są zwarte dla a ∈ R;
c) Jeśli ΛX(t) <∞ dla wszystkich t ∈ R, to lim|t|→∞ Λ∗X(t)/|t| =∞.

5. Wykaż, że X ma skończoną funkcję tworzącą momenty na przedziale (−t0, t0) wtedy i tylko
wtedy gdy dla każdego 0 < λ < t0 istnieje stała C(λ) taka, że P(|X| > t) ¬ C(λ)e−λt dla
wszystkich t > 0.

6. Załóżmy, że X ma skończoną funkcję tworzącą momenty na przedziale (−t0, t0) dla pewnego
t0 > 0. Udowodnij, że
a) X ma wszystkie momenty skończone, tzn. E|X|p <∞ dla p > 0;
b) MX(t) =

∑∞
k=0

tk

k!EX
k;

c) EXk = dk

dxk
MX(t)|t=0;

d) Jeśli Y zmienna losowa taka, że MY (t) = MX(t) dla t z pewnego otoczenia 0, to µY = µX ;
e) Rozkład X jest wyznaczony przez swoje momenty tzn. jeśli EY k = EXk dla wszystkich
k ∈ Z+, to µY = µX ;
f) Jeśli Xn ciąg zmiennych losowych taki, że MXn(t)→MX(t) dla t ∈ (−t0, t0) przy n→∞,
to Xn zbiega do X według rozkładu.

7. Podaj przykład dwu zmiennych losowych takich, że EXk = EY k dla wszystkich k ∈ Z+
(zakładamy, że E|X|k,E|Y |k <∞) oraz µX 6= µY .
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Zadania z Rachunku Prawdopodobieństwa III - 6
Niech f : R→ R∪{∞}. Transformatą Fenchela-Legendre’a funkcji f nazywamy funkcję Lf : R→

R ∪ {∞} określoną wzorem
Lf(x) := sup{xy − f(y) : y ∈ R}.

Ogólniej, gdy f : Rd → R ∪ {∞}, to definiujemy

Lf(x) := sup{〈x, y〉 − f(y) : y ∈ Rd}.

1. Wykaż, że:
a) L(af)(x) = aLf(x/a) dla a > 0;
b) f(x) + Lf(y) ­ xy dla x, y ∈ R;
c) Lf jest funkcją wypukłą;
d) LLf ¬ f ;
e) LLf = f jeśli f : R → R wypukła, a jeśli f przyjmuje wartość ∞, to równość zachodzi
poza co najwyżej dwoma punktami;
f) LLf to maksymalna funkcja wypukła dominowana przez f .

2. Oblicz Lf dla f = |x|p, 1 ¬ p ¬ ∞.

3. Wykaż, że jeśli X jest wektorem losowym oraz MX(t) jest skończone w pewnym otoczeniu
punktu t0, to MX jest klasy C∞ na tym otoczeniu. Oblicz pochodne ∂α1

∂t
α1
1
· · · ∂

αd

∂t
αd
d

MX(t0).

4. Załóżmy, że współrzędne wektora X(1), . . . , X(d) wektora X są niezależne. Wyraź ΛX (odp.
Λ∗X) za pomocą ΛX(j) , 1 ¬ j ¬ d (odp. Λ∗

X(j)
).

5. Oblicz ΛX i Λ∗X , jeśli X jest wektorem gaussowskim ze średnią a i macierzą kowariancji C.
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Zadania z Rachunku Prawdopodobieństwa III - 7

1. Wykaż, że dla dowolnych miar probabilistycznych ν1, ν2, µ na przestrzeni (E, E),
i) H(θµ1 + (1− θ)µ2|ν) ¬ θH(µ1|ν) + (1− θ)H(µ2|ν) dla θ ∈ [0, 1],
ii) jeśli θ ∈ (0, 1) oraz H(θµ1 + (1− θ)µ2|ν) = θH(µ1|ν) + (1− θ)H(µ2|ν), to µ1 = µ2.

2. Oblicz
i) H(Bin(n, p1)|Bin(n, p2)) dla p1, p2 ∈ [0, 1],
ii) H(Exp(λ1)|Exp(λ2)) dla λ1,Λ2 ∈ (0,∞).

3. Ustalmy λ, a > 0. Wykaż, że Exp(1/a) jest jedynym minimizerem H(ν|Exp(λ)) wśród wszyst-
kich miar probabilistycznych ν na [0,∞) o średniej a.

4. Udowodnij, że dla dowolnej miary probabilistycznej µ oraz ograniczonej z góry funkcji mie-
rzalnej f na (E, E),

logEµef = sup
ν
{Eνf −H(ν|µ)}

5. Niech A będzie klasą funkcji na przestrzeni metrycznej (E, ρ), która zawiera wszystkie ogra-
niczone funkcje Lipschitzowskie i jest zamknięta na jednostajnie ograniczoną zbieżność punk-
tową (tzn. jeśli fn ∈ A jest zbieżny punktowo do f i supn supx |fn(x)| <∞, to f ∈ A. Wykaż,
że A zawiera wszystkie ograniczone funkcje borelowskie na E.

6. Niech (E, ρ) jest przestrzenią polską.
i) Wykaż, że istnieje ciąg fk ∈ Cogr, k = 1, 2, . . . taki, że miary probabilistyczne µn zbiegają
do miary probabilistycznej µ wtedy i tylko wtedy, gdy

∫
E
fkdµn →

∫
E
fkdµ dla wszystkich k.

ii) Jeśli (fk)k­1 jest jak w i), to metryka

d(µ, ν) =
∞∑
k=1

2−k min
{

1,
∣∣∣ ∫
E

fkd(µ− ν)
∣∣∣}

metryzuje słabą zbieżność na M1(E).

7. Załóżmy, że (E, ρ) jest przestrzenią polską. Wykaż, że wzór

d(µ, ν) := inf{ε > 0: µ(F ) ¬ ν(Fε) + ε dla wszystkich zbiorów domkniętych F}

określa metrykę naM1(E) (metrykę tę nazywa się metryką Prochorowa) oraz zbieżność miar
probabilistycznych w tej metryce jest równoważna zbieżności wg rozkładu.
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Zadania z Rachunku Prawdopodobieństwa III - 8
W zadaniach poniżej zmienne X,X1, . . . mają taki sam rozkład o wartościach w Rd oraz Sn =∑n
k=1Xk.

1. Załóżmy, że Fn jest rosnącym ciągiem sigma ciał, F = σ(
⋃
n­1 Fn) oraz µ jest miarą proba-

bilistyczną na F . Udowodnij, że dla dowolnego A ∈ F i ε > 0 istnieje n i An ∈ Fn takie, że
µ(A4An) ¬ ε.

2. Wykaż mocną własność Markowa dla (Sn), tzn., że dla każdego τ momentu zatrzymania
względem filtracji generowanej przez (Xn), dowolnego A ∈ Fτ oraz B ∈ (B(Rd))∞,

P({(Sn+τ − Sτ )n­0 ∈ B} ∩A ∩ {τ <∞}) = P({(Sn)n­0 ∈ B)P(A ∩ {τ <∞}).

3. Wykaż, że jeśli błądzenie (Sn) jest powracające, to dla dowolnego k = 1, 2, . . . błądzenie (Snk)
jest powracające.

4. Wykaż, że jeśli P(X1 = 0) < 1, to |Sn| → ∞ według prawdopodobieństwa.

5. Załóżmy, że d = 1, X jest symetryczny, niezdegenerowany oraz ograniczony. Wykaż, że
lim sup±Sn =∞ p.n. i wywnioskuj stąd, że Sn jest powracalny.

6. Wykaż, że zbiór A punktów osiągalnych przez błądzenie losowe jest równy najmniejszej do-
mkniętej półgrupie zawierającej nośnik X. Podaj przykład pokazujący, że A nie musi być
grupą.

7. Niech X będzie jednowymiarowym rozkładem p-stabilnym o funkcji charakterystycznej e−|t|
p

.
Wykaż, że Sn jest powracający dla p ­ 1 i chwilowy dla p < 1.

8. Załóżmy, że d = 2 oraz współrzędne X są niezależnymi zmiennymi losowymi o funkcji cha-
rakterystycznej e−|t|

p

. Wykaż, że Sn jest powracalny dla p = 2 i chwilowy dla p < 2.

9. Niech (S′n) oznacza niezależną kopię (Sn). Wykaż, że jeśli Sn jest powracające, to Sn − S′n
jest powracające.
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