Zadania z Rachunku Prawdopodobienstwa III - 1

. Wykaz, ze dla dowolnego ¢t > 0,

o0
(t—l _ t—g)e—ﬂ/z < / 6_82/2d8 < t—le—t2/2.
t

Wywnioskuj stad, ze jesli X ma rozktad N (0,1), to

_ I+ 0(1)€—t2/2

P(X>1)=1-®(t) T

przy t — oo.

. Wykaz, ze funkcja Ax = log Mx jest wypukta.

. Oblicz funkcje tworzaca momenty My dla zmiennych X o nastepujacych rozktadach:
a) symetryczny dwupunktowy;

b) dwumianowy z parametrami n, p;

¢) Poissona z parametrem \;

d) Gaussowski N (a,c?);

e) wykladniczy z parametrem X;
f) jednostajny na [a, b].

. Oblicz A% dla rozktadéw z zadania 1.

. Wykaz, ze jedli E|X| < oo, to AL(EX) = 0 oraz, ze dla dowolnej zmiennej losowej X,
il’lft Ai‘;( (t) = 0,

. Udowodnij, ze jesli P(X > a) =0, to A% (t) = 0 dlat > a oraz oraz jesli P(X < a) =0, to
A% (t) =0 dla ¢t < a. Ile wynosi w tych przypadkach A% (a)?

. Rozpatrujac rozktady wykladnicze, gaussowskie i Poissona pokaz, ze nie mozna poprawic
rzedu oszacowan w nierownosciach Bernsteina i Bennetta.

. (Nieréwnosé¢ Azumy) Zalézmy, ze (My, )72, jest martyngatem takim, ze || My — My_1|loo <
ap dla k=1,2,.... Wykaz, ze

2 n
S
AMn_MO(S)<EZCLi, seR
k=1

oraz

2
P(|M, — My| > t) < Qexp(* n7>7 t>0.
2Zk:1ai

. Przy oznaczeniach poprzedniego zadania, wykaz, ze istnieje stala C' < oo taka, ze dla p > 2,

n 1/2
1My = Molly = (BIM, = Mo[?)/? < Cv/p( D af)
k=1



10. (Nieréwnosci Chificzyna) Niech S =Y ;_, axex, gdzie & niezalezne zmienne losowe takie, ze
P(ep = +1) = 1/2.
i) Wykaz, ze dla p, g > 0 istnieje stala C), , zalezna tylko od p i ¢ dla ktérej ||S||, < Cp.q
ii) Wykaz, ze Cp2 < Cy/p dla p > 2.
iii) Udowodnij, ze dla p > g, Cp 4 > vp/q, gdzie v, = (E|N(O0, D[P)V/P ~ /P przy p — co. W
szczegblnosci Cp 2 > ¢/p dla p > 2 i stalej uniwersalnej c.

[51lg-

11. Zalézmy, ze (My, Fr)72, jest martyngalem takim, ze

max | My, — Mialloo <@, [[B((My, = My—1)*|Fi1)l|c < 0}

oraz 0% =Y }'_, o%. Wykaz, ze

[ V)

A, -1, (8) < J—(esa —sa—1), 520,

Q

oraz " ;
P(|M, — Mo| > 1) < 2exp (- o~ In (14 5)), >0,
2a 02
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. 1) Zalézmy, ze F jest osrodkowa przestrzenia metryczna. Wykaz, ze B(F x F') = B(F)® B(F),
gdzie B(X) oznacza rodzing zbioréw borelowskich podzbioréw X.

ii) Wywnioskuj stad, ze suma funkcji mierzalnych o wartosciach w o$rodkowej przestrzeni
unormowanej jest funkcja mierzalng.

. Wykaz, ze dla niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym rozkladzie

Emax |5 [|” < CPE| S, |
k<n

dla p > 1 i stalej uniwersalnej C.
. Wykaz, ze dla niezaleznych zmiennych losowych

Emax ||S;||? < C? max E|Sk|?
k<n 1<k<n

dla p > 1 i stalej uniwersalnej C.
. Wykaz, ze nie istnieje stala uniwersalna C' taka, ze

Er]?<aX|Mk\ < CE|M,,|

dla dowolnego martyngatu (M)1<k<n-

. Udowodnij, ze dla niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym rozkladzie oraz a; € [0, 1],

d

. Udowodnij, ze jesli wektory losowe X; maja Srednig zero oraz a; € [0, 1] to dla dowolnej funkcji
wypuklej, niemalejacej ¢: Ry — R, zachodzi

n n
b ([ ) < (30
i=1 i=1
. Zalézmy, ze X1,Y1,...,X,,Y, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozktla-
dzie. Udowodnij, ze istnieja uniwersalne state Cy i Cy dla ktorych

n

E:arXi

i=1

> 6t> <AP(||Sn|| > t), dlat > 0.

k l n n

P | max S XYzt <GP | DY nXY)) >Ci
ST =1 i=1 j=1 2

dla dowolnej funkcji mierzalnej h.

. Niech X; bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych w osrodkowej przestrzeni Banacha
F. Wykaz, ze nastepujace warunki sa réwnowazne.

i) Y02, X; zbiega wedlug prawdopodobienstwa.

ii) >>°, X; zbiega p.n..

iii) >0, X; zbiega wedlug rozkladu.
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. Niech X bedzie zmienna losowa o wartosciach w osrodkowej przestrzeni Banacha F. Wykaz,
/1

a) dla € > 0 istnieje funkcja ¢: F — F przyjmujaca tylko przeliczalnie wiele wartosci taka,
e | X — p(X)] < £ pn,

b) jedli E||X|| < oo, to dla e > 0 istnieje funkcja ¢: F — F przyjmujaca tylko skoficzenie
wiele wartodci taka, ze E|| X — o(X)| < e.

. Zalézmy, ze X; sa niezalezne o warto$ciach w osrodkowej przestrzeni unormowanej (F, || ||).
Wykaz, ze
a) Dla dowolnych s,¢ > 0,
2
P (max||5k| > 3t + s> <P (max||Sk| > t> +P (maxHXkH > 5) .
k<n k<n k<n
b) Jesli zmienne X; sa symetryczne, to dla s, ¢ > 0,

P (r’g1<ax|5k|| > 2t + 8) <AP(||Su|| > > + P <r]£1<ax||Xk|| > s) .

. Niech S := Y | x;e; dla pewnych z; € F. Wykaz, ze dla p,q > 0 istnieja stale Cp, , < oo
zalezne tylko od p i g takie, ze

(BIIS|P) < Cpq(EIIS|IT).

. Zatézmy, ze 0 < p < oo, zmienne X; sa niezalezne i symetryczne o wartosciach w F. Wykaz,

ze
E|S.|IP < 2- 3pEm<aX | X:]|P + 2(3t0)?,

gdzie
to == 1inf{t > 0: P(||S.|| > t) < (8-3°)"'}.

. Przestrzenn Banacha F' nazywamy typu p > 1 jedli istnieje stala T}, taka, ze dla dowolnych

wektorow x; € F,
p\ 1/p n 1/p
(z ) en ()
i=1
Wykaz, ze

a) Jesli przestrzen jest typu p, to jest typu ¢ dla ¢ < p.
b) Przestrzenie Hilberta sa typu 2.
¢

)

n
E TiE4
i=1

) Kazda przestrzenn Banacha jest typu 1 i nie istnieja przestrzenie typu p > 2.
d) Przestrzeni LP jest typu min{p,2} dla p < cc.
e) Przestrzen ¢y nie ma nietrywialnego typu.

. Wykaz, ze osrodkowa przestrzen Banacha F' ma typ p wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje stala
C < oo taka, ze dla dowolnych niezaleznych zmiennych losowych Z; o wartoéciach w F' i

sredniej zero,
n p n
E|Y Zi| <C) E|zZ|"
i=1 i=1




Zadania z Rachunku Prawdopodobienstwa III - 4

1. Wykaz, ze Mocne Prawa Wielkich Liczb Marcinkiewicza-Zygmunda oraz Brunka zachodza w
przestrzeniach typu 2.

2. Wykaz odwrotna nieréwnosé wykladnicza Kolmogorowa: Dla € > 0 istnieja state K(g) i 0(¢)
takie, ze dla ograniczonych, niezaleznych zmiennych losowych X; o sredniej zero, s > 0 oraz
2 n . .
o?:= Var(}_,_, X;) zachodzi oszacowanie

n t2
P <Z:XZ > t) > exp <—(1 +s)202> :
=1

oile
tmax || Xi|leo < 6(e)0® oraz t> K(e)o.

Wsk: Ustalmy € > 0 i niech u = u(e) spetnia 1 — ®(u) > 2exp(—+/1+ cu?/2). Wykazaé, ze
jesli

. 1/2
I < 2
max [ Xifloo < 7(e) <z; EXZ> ,

to

k k 1/2
1 u?
P> Xi>u <Z EXE) > (1= () > exp (—\/1 + 52> .
i=1 i=1

3. Udowodnij, ze odwrotna nieréwnos¢ wyktadnicza Kolmogorowa mozna réwnowaznie sformu-
lowaé jako istnienie stalych 6’(e) > 01 K'(e) < oo takich, ze

P(iXi >t) > Kll(é:)exp(—(l—i—s);;),
i=1

o ile
max(t, o) max || X || < 6'(e)o?.

4. Wykaz, ze jesli X; sa niezaleznymi wektorami losowymi o jednakowym rozkladzie takimi, ze

P(X; #0) >0, to limsup,,_, % = p-n..

5. Podaj alternatywny dowdéd Prawa Iterowanego Logarytmu wykorzystujac PIL dla procesu
Wienera oraz twierdzenie Skorochoda o wlozeniu:
Jesli X jest zmienng losowq o skoriczonej wariancyi © Sredniej zero, to istnieje moment za-
trzymania T taki, Ze ET = EX? oraz W, ma taki sam rozktad jak X.

6. Zalézmy, ze X; sa niezaleznymi ograniczonymi zmiennymi losowymi o Sredniej zero spelnia-
jacymi warunki:
i) a2 := Var(S,) = > i EX? — o0



2
i) [ X oo Y™ — 0.

Wykaz, ze
. Sh
limsup ————-==1 p.n.

n—oo 1/2a2Inlna?
. Zalézmy, ze X; sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozkladzie ze Srednig zero

i wariancja 2. Wykaz, ze dla dowolnej funkcji ciagtej f: R — R,

lim su f(sn)— sup f(t) n
P Vantan ) ey, b

S
lim inf —" )| = inf t ..
neo f (M) te€l—o,0] f( ) P

. Zalézmy, ze X; sa niezaleznymi wektorami losowymi w o$rodkowej przestrzeni Banacha o tym
samym rozktadzie co X. Wykaz, ze warunek

, 1Sl
lim sup ———= < o .
n—>oop V2nlnlnn P
implikuje:
2
i) ELHL)ﬂ)l(H < 00, gdzie LLx := Inln(x V 10).

ii) EX = 0 oraz sup,« <1 E|z*(X)]? < c0.

. Zalézmy, ze X; sa niezaleznymi wektorami losowymi w oSrodkowej przestrzeni Banacha typu

2 o tym samym rozktadzie co X, EX = 0 oraz EL”L)I(\!:H < o0. Wykaz, ze \/ﬁ zbiega do

0 wedlug prawdopodobienstwa.
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. Udowodnij, ze dla X ~ N(0,1) oraz dowolnego A € B(R),

.1 = . x?
lim —logP(S, € A) = —essinf -5 TE A

n—oo N

. Podaj przyktad zmiennej X dla ktérej nie istnieje granica lim,, .o, n~!log P(S,, = 0).
. Wykaz, ze dla dowolnej zmiennej X,

lim llogp(sn >t) = —inf A% (s).

n—oo n s>t

. Wykaz, ze

a) Funkcja A% jest pélciagla z dolu dla dowolnej zmiennej X;

b) Jedli Ax(t) < oo dla t z pewnego otoczenia zera, to limp_ A% (t) = 0o, w szczegblnosci
zbiory {t: A% (t) < a} sa zwarte dla a € R;

c) Jesli Ax(t ) < oo dla wszystkich t € R, to limp_o, A% (t)/[t] =

. Wykaz, ze X ma skohczona funkcje tworzaca momenty na przedziale (—to,to) wtedy i tylko
wtedy gdy dla kazdego 0 < A < tq istnieje stata C(\) taka, ze P(|X| > t) < C(\)e ™ dla
wszystkich ¢ > 0.

. Zalézmy, ze X ma skoficzona funkcje tworzaca momenty na przedziale (—tg, tg) dla pewnego
to > 0. Udowodnij, ze
a) X ma wszystkie momenty skonczone, tzn. E|X|P < oo dla p > 0;
b) Mx () = Y72 fEX":
c) EXF = dkaX( )t=0;
d) Jedli Y zmienna losowa taka, ze My (t) = Mx (¢t) dla t z pewnego otoczenia 0, to py = px;
e) Rozklad X jest wyznaczony przez swoje momenty tzn. jeéli EY* = EX* dla wszystkich
keZy, touy = ux;
f) Jesli X,, ciag zmiennych losowych taki, ze Mx, (t) — Mx(t) dla t € (—to, to) przy n — oo,
to X, zbiega do X wedlug rozktadu.

. Podaj przyklad dwu zmiennych losowych takich, ze EX* = EY* dla wszystkich k € Z,
(zaktadamy, ze E|X|* E|Y|¥ < co) oraz pux # py-
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Niech f: R — RU{oo}. Transformatq Fenchela-Legendre’a funkcji f nazywamy funkcje Lf: R —
R U {0} okreslona wzorem

Lf(x) :=sup{ay — f(y): y € R}
Ogodlniej, gdy f: RY — R U {oc}, to definiujemy

Lf(x) :=sup{(z,y) — f(y): y € R?}.

1. Wykaz, ze:
a) L(af)(x) = alf(x/a) dlaa > 0;
b) f(z)+ Lf(y) > xy dla z,y € R;
c) Lf jest funkcja wypukla;
d) LLT < f;
e) LLf = [ jedli f: R — R wypukla, a jesli f przyjmuje warto$é oo, to réwnosé zachodzi
poza co najwyzej dwoma punktami;
f) LLf to maksymalna funkcja wypukla dominowana przez f.

2. Oblicz Lf dla f = |z[?, 1 < p < 0.

3. Wykaz, ze jesli X jest wektorem losowym oraz My (t) jest skoficzone w pewnym otoczeniu

punktu tg, to Mx jest klasy C*° na tym otoczeniu. Oblicz pochodne 86;11 e %Mx (to)-
1 d

4. Zalézmy, ze wspétrzedne wektora XD, ... X (9 wektora X sa niezalezne. Wyraz Ay (odp.

A%) za pomocg Ay, 1 < j < d (odp. Axm)

5. Oblicz Ax i A%, jedli X jest wektorem gaussowskim ze Srednig a i macierza kowariancji C'.
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. Wykaz, ze dla dowolnych miar probabilistycznych 11, vs, 4 na przestrzeni (E, £),
i) H(Opn + (1 — O)pizlv) < 0H(ualv) + (1 — 6)H(polv) dla 6 € [0,1],
ii) jesli 0 € (0,1) oraz H(Opy + (1 — ) uslv) = 0H (u1|v) + (1 — ) H (uz|v), to p1 = pe.

. Oblicz
i) H(Bin(n, p1)|Bin(n, p2)) dla p1, pa € [0,1],
11) H(Exp(x\l)\EXp(/\Q)) dla /\1,A2 S (0,00)

. Ustalmy A, a > 0. Wykaz, ze Exp(1/a) jest jedynym minimizerem H (v|Exp())) wérdd wszyst-
kich miar probabilistycznych v na [0, 00) o $redniej a.

. Udowodnij, ze dla dowolnej miary probabilistycznej p oraz ograniczonej z géry funkcji mie-
rzalnej f na (E,E),
log B! = sup{E, f — H(v|u)}

. Niech A bedzie klasa funkcji na przestrzeni metrycznej (F, p), ktéra zawiera wszystkie ogra-
niczone funkcje Lipschitzowskie i jest zamknieta na jednostajnie ograniczong zbieznos¢ punk-
towa (tzn. jesli f, € A jest zbiezny punktowo do f i sup,, sup, | fn(z)| < oo, to f € A. Wykaz,
ze A zawiera wszystkie ograniczone funkcje borelowskie na F.

. Niech (F, p) jest przestrzenia polska.
i) Wykaz, ze istnieje ciag fi € Cogr, k = 1,2,... taki, ze miary probabilistyczne p,, zbiegaja
do miary probabilistycznej pu wtedy i tylko wtedy, gdy [, frdpn — [ fedp dla wszystkich k.
i) Jesli (fx)r>1 jest jak w i), to metryka
[ st}
E

d(p,v) = i 27 min {1,
k=1

metryzuje slaba zbiezno$é na M (E).
. Zalézmy, ze (E, p) jest przestrzenia polska. Wykaz, ze wzor
d(p,v) :==inf{e > 0: p(F) < v(F;)+ ¢ dla wszystkich zbioréw domknietych F'}

okresla metryke na M; (E) (metryke te nazywa sie¢ metryka Prochorowa) oraz zbieznosé miar
probabilistycznych w tej metryce jest réwnowazna zbieznosci wg rozkladu.
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W zadaniach ponizej zmienne X, X1, ... maja taki sam rozklad o wartosciach w R¢ oraz S,, =
22:1 X
1. Zalézmy, ze F, jest rosnacym ciagiem sigma cial, 7 = o(U,, 5, F») oraz u jest miara proba-

bilistyczna na F. Udowodnij, ze dla dowolnego A € F i e > 0 istnieje n 1 A,, € F,, takie, ze
U(AAAn) < e.

. Wykaz mocna wlasno$¢ Markowa dla (S,), tzn., ze dla kazdego 7 momentu zatrzymania

wzgledem filtracji generowanej przez (X,,), dowolnego A € F, oraz B € (B(R%))>®,

P({(Sn_;,_T — S-,—)n20 € B} NAN {T < OO}) = P({(Sn)n>0 S B)P(A N {T < OO})

. Wykaz, ze jedli bladzenie (S,,) jest powracajace, to dla dowolnego k = 1,2, ... bladzenie (Syx)

jest powracajace.

. Wykaz, ze jesli P(X; = 0) < 1, to |S,| — oo wedlug prawdopodobienstwa.

. Zaltézmy, ze d = 1, X jest symetryczny, niezdegenerowany oraz ograniczony. Wykaz, ze

limsup +5,, = co p.n. i wywnioskuj stad, ze .S,, jest powracalny.

. Wykaz, ze zbiér A punktéw osiagalnych przez bladzenie losowe jest réwny najmniejszej do-

mknietej polgrupie zawierajacej nosnik X. Podaj przyklad pokazujacy, ze A nie musi byé
grupa.

. Niech X bedzie jednowymiarowym rozkladem p-stabilnym o funkcji charakterystycznej e~ *”.

Wykaz, ze S, jest powracajacy dla p > 1 i chwilowy dla p < 1.

. Zalézmy, ze d = 2 oraz wspOlrzedne X sg niezaleznymi zmiennymi losowymi o funkcji cha-

rakterystycznej e 1", Wykaz, ze S,, jest powracalny dla p = 2 i chwilowy dla p < 2.

. Niech (S,) oznacza niezalezna kopie (S,). Wykaz, ze jesli S, jest powracajace, to S, — S,

n
jest powracajace.
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