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. Ktoére z ponizszych przestrzeni metrycznych sa przestrzeniami unormowanymi?

i) X =R, d(z,y) = arctg|z — y|;

ii) X =R", d(z,y) = [v1 — 1| + |22 — y2| + maxz<i<n |Ti — yil;
iil) X = C[0,1], d(f,9) = sup,ejo,1 1 f () — g(2)];

iv) X = C[0,1], d(f,g) = | f(0) — g(0)];

v) X = C[0,1], d(f,9) = Jy |f(z) — g()ldu;

vi) X = C'0,1], d(f, g) = [£(0) — g(0)| + sup, | f'(x) — ¢'(2)|.

Ktére z przestrzeni unormowanych z poprzedniego zadania sa zupelne?

Ktéra z nastepujacych przestrzeni jest przestrzenia Banacha w normie supremum:
C(R); Cogr(R) — przestrzen funkcji ciaglych ograniczonych; C,w(R) — przestrzen
funkeji ciaglych o no$niku zwartym; Co(R) — przestrzen funkcji ciaglych takich, ze
lim|z|ﬂoo f(x) =07

Wykaz, ze Lip|0, 1] - przestrzen funkcji lipschitzowskich na [0, 1] z norma

11l = 1£(0)] + sup L) =S W)

TH#Y ‘x - y‘

jest przestrzenia Banacha.

. Na przestrzeni X = C[0, 1] rozpatrzmy nastepujace normy:

1) [[flloo
. p
i) [[flloo + 1/ lloo
iii) [£(0)] 4 11/ lloe
iv) [[flloo + supze (o) [2f" ()|
Ktére z tych norm wprowadzaja na X strukture przestrzeni Banacha?
Powiemy, ze dwie metryki p; i p2 sa rownowazne, jesli definiuja takie same topologie
(czyli ciagi maja w obu metrykach te same granice). Wykaz, ze jesli istnieja stale
0 < c< C < oo takie, ze
Vay cp1(z,y) < p2(z,y) < Cpi(a,y), (1)

to metryki sa rownowazne.
Wskaz dwie réwnowazne metryki, ktére nie spelniaja (1).

Méwimy, ze dwie normy sa rownowazne, jeéli metryki przez nie wyznaczone sa row-
nowazne. Wykaz, ze normy || - ||1 i | - ||]2 sa réwnowazne wtedy i tylko wtedy gdy
istnieja state 0 < ¢ < C' < oo takie, ze ¢||z||; < ||z]]2 < C|lz||; dla wszystkich x.

Wskaz dwie nieréwnowazne normy na przestrzeni ciaggdéw ograniczonych.

Wykaz, ze wszystkie normy na R" sa rownowazne.
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. Naszkicuj kule jednostkowa w nastepujacych przestrzeniach: ¢2, £3, (2., (2, 03, 03, 03..

oo Tpr

. Niech z = (x)}_,. Wykaz, ze

a) lzllg < flzll, < n'P7Ma|jz], dla 1 <p < g

b) limy oo [z, = 2/]cc-

c) Czy stale w a) sg optymalne? Jakie zawierania dla kul jednostkowych w ¢y wynikaja
z a)?

. Niech & = (x)52, oraz 1 < p < gq.

2) Wykas, 7e [[2]l < |12l

b) Znajdz wektor x taki, ze ||z||, = oo oraz |z||; < oco.

c) Czy zawsze lim,_, ||z||, = ||z]|«? Jesli nie, to kiedy tak jest?

. Wykaz, ze {z = ()721: Yoy || < 1} jest domknietym wypuklym podzbiorem /o
o pustym wnetrzu. Czy jest to zbiér zwarty?

. Niech (X, F, u) bedzie przestrzenia z miara skonczona u oraz f bedzie funkcja mie-
rzalng na X. Udowodnij, ze dla 1 < p < g,

a) || fllp < p(X)/P719| fllg, w szezegonosci || fllp < || ]l gdy p(X) = 1. Kiedy za-
chodzi réwnosé?

b) Wykaz, ze limpoc | £lly = | £l

c¢) Znajdz funkcje f € L,[0,1] taka, ze || f]|q = oo.

d) Znajdz funkcje f € L4[0,00) taka, ze || fl|, = oo.

. Niech (X, | - ||) bedzie przestrzenia unormowana, wykaz, ze f(z) = ||z| jest funkcja
ciggla na X.
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. Wykaz, ze kazda kula w przestrzeni unormowanej jest wypukta.

Wykaz, ze jesli zbiér A jest wypuklym podzbiorem przestrzeni unormowanej, to zbio-
ry cl(A) = Aiint(A) tez sa wypukle.

Dla zbioru A w przestrzeni liniowej X okreslamy
conv(A) := ﬂ{B: B wypukle, A C B}.

Wykaz, ze
a) conv(A) jest najmniejszym zbiorem wypuklym zawierajacym A.
b) conv(A) ={z =371 Njaj:a; € A, N > 0,37 4N =1, n=1,2,...}.

Oblicz norme id: £ — £7 dla 1 < p,q < oc.

Okreslamy T': £1 — ¢o wzorem T'(x), = > 2, x;. Wykaz, ze T jest ciagle i oblicz
jego norme.

Znajdz norme przeksztalcenia f(x) — xf(z) z Ly[—1,1] w L1[-1,1], 1 < p < o0.

Niech g € Loo(X, ) wykaz, ze przeksztalcenie T' dane wzorem T'f(x) := g(z)f(z)
jest ciagtym operatorem na L, (X, pt). Ile wynosi jego norma?

Wykaz, ze o(f) := 01/2 f(x)dx — f11/2 f(z)dx jest ciaglym funcjonalem na C|0,1] i

policz jego norme.

Niech X := {f € C[0,1]: f(t) = 2f(1 —t),t € [0,1/2]}. Czy X z norma supremum
jest przestrzenia Banacha? Udowodnij, ze nastepujace funcjonaly sa ciggle na X i
policz ich normy:

a) ¢(f) = f(}).

b) o(f) = f(3),

©) o(f) = Jy'? f(a)da.

Zbadaj ciaglos¢ i oblicz norme przeksztalcenia T': L,[0,1] — Ly[0, 1] danego wzorem

Tf(z) = f(Va).
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. Niech M := {f € C[0,1]: 01/2 ft)dt = fll/Zf(t)dt}. Wykaz, ze M jest domknieta
podprzestrzenia C|0, 1]. Niech g(t) = ¢, oblicz dist(g, M ). Czy istnieje funkcja f € M
taka, ze dist(g, M) = || f — g7

. Niech M := {f € Lq[0,1]: fol f(t)dt = 0}. Wykaz, ze M jest domknieta podprze-
strzenia L1[0,1]. Niech g = 1, oblicz dist(g, M). Czy istnieje funkcja f € M taka, ze
dist(g, M) = ||f — g]||? Lle jest takich funkcji?

Uwaga. Powyzsze dwa zadania pokazuja, ze w ogdlnej przestrzeni Banacha nie musi
istnie¢ funkcja wybijajaca odlegtos¢ wektora od podprzestrzeni, a jak istnieje, to nie
musi by¢ jednoznaczna.

. Niech M := {f € Lo[-1,1]: f(z) = f(—x)} C La[—1,1]. Znajdz M~ i rzut ortogo-
nalny na M.

. Niech V,, bedzie podprzestrzenia L2[0, 1] sktadajaca sie z funkeji statych na [k/n, (k+
1)/n), k=0,...,n—1.

a) Znajdz V-

b) Znajdz rzut ortogonalny f na V.

c¢) Znajdz odleglosé f(t) =t w L2[0, 1] od V.

. Zalézmy ze G C F sa dwoma o-cialami podzbioréw X, a p miara na (X, F). Wykaz,
ze

i) M = Ly(X, G, i) jest domknieta podprzestrzenia Lo(X, F, ).

i) [y Pufdp = [, fdp dla dowolnego A € G takiego, ze p(A) < oo oraz f €
Lo (Xa fv :u) :

iii) Py jest nieujemny tzn. Py f > 0 p-p.n., jesli f > 0 p-p.n.

Uwaga. Powyzszy rzut w przypadku, gdy p jest miara probabilstyczna, to nic innego
jak warunkowa warto$¢ oczekiwana - tyle, ze zdefniowana na Lo, czyli dla zmien-
nych catkowalnych z kwadratem (nie jest trudno wykazaé, ze da si¢ ja przedtuzyé
na cate L; - w ten spos6b unika sie stosowania twierdzenia Radona-Nikodyma dla
uzasadnienia istnienia wwo).

. Wykaz, ze dla dowolnego zbioru A w przestrzeni unitarnej H, (A+)+ = Lin(A).
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. 1) Wykaz, ze (e2™"),, <7 jest ukladem ortonormalnym w Lz[0, 1].
ii) Podaj analogiczny uklad ortonormalny w La[a, b].

. Zalbézmy, ze (up)n>1 jest uktadem ortonormalnym w przestrzeni Hilberta H. Okreslmy
wektory (wp,)n>1 wzorami:

1 1
Wop—1 = E(UQn—l + U2n)a W2n = E(UQn—l - U2n)7 n=12,....

Wykaz, ze (wy)n>1 jest ukladem ortonormalnym. Czy jesli (uy,)n>1 jest baza orto-
normalna H, to (wy)n>1 tez musi byé baza ortonormalng H?

. Wykaz, ze uklad Rademachera f, := sgn(sin(2"7x)), n = 1,2, ... jest ukladem orto-
normalnym w L9[0, 1]. Czy jest to uktad zupelny?

. Zalézmy, ze X1, Xo,... sa niezaleznymi zmiennymi losowymi, catkowalnymi z kwa-
dratem, o sredniej zero. Niech Z oznacza rodzine skonczonych podzbioréw {1,2,...}.
Dla I € I okreslamy

Vi=][X: jesi I #0, Yp=1.

i€l

Wykaz, ze (Y7)rez jest ukladem ortogonalnym w Lo(Q2, F,P). Kiedy ten uktad jest
ortonormalny?
Wskazowka. Podobny przyktad byl na wyktadzie.

. Niech M bedzie domknieta podprzestrzenia przestrzeni Hilberta H. Wykaz, ze jesli
(Ua)aer jest baza o.n. M, to rzut ortogonalny na M ma postaé

Pyx = Z(w,ua>ua.
acl

. Niech v, bedzie standardowa miara gaussowska na R, tzn. miara probabilistyczna
z gestoscia o(z) = (2m)~Y2e71*/2 Znajdz ortogonalizacje Grama-Schmidta ciagu
wektoréw 1,z, 22 w Lo(R, 7).

. Zmajdz odleglos¢ funkcji f(z) = |x| od podprzestrzeni ztozonej z wielomianéw stopnia
co najwyzej dwa w Lo(R,~1).

. Znajdz wielomian kwadratowy w minimalizujacy f}l |10 — w(x)|?da.
Wskazowka. Przydatne moze by¢é zortogonalizowanie ciagu 1, 2,22 w La[—1,1].

. Niech (fj(2))j>11 (g9x(v))k>1 beda uktadami ortonormalnymi w Lo(X, p1) i La(Y, p2)
odpowiednio (zakladamy, ze u; sa miarami o-skonczonymi). Udowodnij, ze

i) uktad (fj(x)gx(y));k>1 jest ukladem ortonormalnym w Lo(X X Y, 1 & p2);

ii) jesli uktady (f;);j>1,(gr)k>1 sa zupeilne w La(X) i Lo(Y) odpowiednio, to uktad
(fi(2)gr(y))j k=1 jest zupelny w Ly(X X Y).
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. Niech P, bedzie uktadem wielomianéw Legendre’a

1 mn
Pa(t) - d

= Gt ge DN tE[FLL n >0

i) Wykaz, ze P, jest ukladem ortogonalnym w Lo[—1, 1]. Jak go trzeba znormalizowaé
by byt ortonormalny?
ii) Czy jest to uklad zupelny?

. Niech L,, bedzie uktadem wielomianéw Laguerre’a

Ln(t) = 2L e ), 120, n>0

n()—meﬁ( e’), t=20, n>0.

Wykaz, ze Ly, jest uktadem ortogonalnym w Lo (R, e~tdt). Czy jest on ortonormalny?
Uwaga. Mozna wykazaé, ze wielomiany Laguerre’a sa uktadem zupelnym.

. Niech H,, bedzie ukladem wielomianéw Hermite’a

(=1)" 2o d” g2

Hot) = S e ey

Wykaz, ze (Hy)n>o0 jest ukladem ortonormalnym w La(R, \/%e_ﬁ/?dt).

Uwaga: Mozna wykazaé, ze wielomiany Hermite’a sg uktadem zupelnym, czyli baza
o.n. odpowiedniej przestrzeni.

. Wykaz, ze kazda funkcje parzysta f w L?[—m, 7] da si¢ przedstawié¢ w postaci f(t) =
S, ay, cos(nt), przy czym ciag jest zbiezny w Lo. Ile wynosi >.°°  |a,|??

. Wykaz, ze kazda funkcje nieparzysta f w L?[—m,n] da si¢ przedstawi¢ w postaci
f(t) = 3%y an sin(nt), przy czym ciag jest zbiezny w La. Ile wynosi >.0°  |ay|??

. Niech r,, := sgn(sin(2"nz)), n = 1,2,... bedzie ukladem Rademachera. oraz S ozna-
cza rodzine wszystkich skonczonych podzbioréw {1,2,...}. Zdefiniujmy uktad Walsha
wzorem wy = 1 oraz Wy = [[,,carmn dla A # (. Udowodnij, ze (wa)acs jest baza
o.n. L0, 1].
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. Niech pq, 2, v beda miarami nieujemnymi na (X, F). Udowodnij, ze
i) jesli pup < v dla k =1,2, to auy + bue < v dla a,b > 0,
i) jesli up L v dla k=1,2, to apy + bug L v dla a,b > 0.

. Niech pq, 2, n3 beda miarami nieujemnymi na (X, F).
i) Wykaz, ze jesli po < pq oraz ps < po, to pus < pu1.
ii) Wykaz, ze jesli istnieja gestosci g“ i SM , to istnieje gestosé 3

dps dps
dp dpy HA7P-W--

B3 3§ zachodzi 3“3 =
P P

. Wykaz, ze dla dowolnej miary ze znakiem (miary zespolonej) p na (X, F), |u| jest
miara nieujemna taka, ze |u|(A) > |u(A)|. Ponadto |u| jest najmniejsza taka miara.

. Pokaz, ze p jest miara skonczona, tzn. |u|(X) < oco.

. Niech p bedzie miarg ze znakiem na (X, F). Wykaz, ze istnieje f takie, ze u(A) =
Ja fdlu| dla A € F. Ponadto |f| = 1 p-p.w. Wywnioskuj stad, ze istnieja zbiory
roztaczne X, X_ € F takie, ze X = X, U X_ oraz u4(A) = w(ANX4), p—(4) =
—uw(ANnX_)dlaAeF.

Uwaga. Pierwsze dwa stwierdzenia sa prawdziwe tez dla miar zespolonych.

. Udowodnij, ze przestrzen Ly(R?) jest oérodkowa i wywnioskuj stad oérodkowo$é prze-
strzeni Ly(A) dla dowolnego zbioru borelowskiego A C R?. Czy przestrzenie Ly(A) i
Ls(B) sa izometryczne?

. Wyznacz p € [1, 00| dla ktérych przestrzenie L,[0,1] i L,(R) sa oérodkowe.
. Dla jakich p € [1, oo] przestrzen ¢, jest osrodkowa?

. Wykaz, ze przestrzen X jest oSrodkowa wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje przeliczalny
podzbiér liniowo gesty w X.
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. Niech 71 bedzie kanonicznag miara gaussowska na R, tzn. miarg probabilistyczng z
gestodcia \/%e"x‘z/ 2. Wyznacz wszystkie a € R oraz p € [1,00] dla ktérych wzér

o= [ e f@)in ()

— 00

definiuje ciagly funkcjonat liniowy na L, (v1).

. Zal6ézmy, ze C jest wypuklym, pochlaniajacym (tzn. dla kazdego z istnieje \g > 0
takie, ze Az € C dla 0 < A < \g) podzbiorem podprzestrzeni liniowej X. Wykaz, ze
woéwcezas funkcjonal Minkowskiego po jest funkcjonatem Banacha.

. Zalézmy, ze p1,p2, ..., pn sa funkcjonalami Banacha na X. Wykaz, ze funkcjonatami
Banacha sa tez

1) Z?:l Aipi dla )\1, v ,)\n > O,

11) maxiig<n Pi-

Wskaz przyktad funkcjonalu Banacha p takiego, ze —p nie jest funkcjonatem Banacha.

. Wykaz, ze jedli Xg jest domknieta podprzestrzenia przestrzeni unormowanej X oraz
x € X \ X to istnieje funkcjonal p € X* zerujacy sie na Xy taki, ze p(x) = 1.

. Niech F' bedzie podprzestrzenia przestrzeni Banacha X. Wykaz, ze dla x € X,
dist(z, F') = sup{[p(z)[: ¢ € X7, [lol| <1, ¢|p =0}

. a) Niech X bedzie przestrzenia Banacha oraz x € X bedzie wektorem o normie 1.
Udowodnij, ze A(z) := {p € X*: ¢(z) =1 = ||¢]|} jest niepustym, domknietym
zbiorem wypuklym w X*.

b) Podaj przyklady x € ¢; takie, ze A(x) jest jednopunktowe, n-wymiarowe, nieskon-
czenie wymiarowe.

c¢) Opisz wszystkie z € ¢y takie, ze A(x) jest jednopunktowe.

Wskazéwka. Z wyktadu 7 wiemy, ze /] mozna utozsamiaé z lo, a cjj z 1.

. Przestrzen C]0, 1] mozna traktowaé jako domknieta podprzestrzen L [0, 1]. Funkcjo-
nal 0, (f) := f(z) jest ciaglym funkcjonatem o normie 1 na C|0, 1], zatem z twierdze-
nia Hahna-Banacha mozna go rozszerzy¢ do funkcjonatu ¢, na L0, 1] o normie 1.
Wykaz, ze nie istnieje funkcja g € L1[0, 1] taka, ze ¢, (f) = fol f(y)g(y)dy. Udowodnij,
ze jesli f € Loo0, 1] jest taka, ze f = 0 na zbiorze (x — e,z +¢), to pz(f) =0.

. Mowimy, ze przestrzen X sie izometrycznie wklada w przestrzen Y, jesli istnieje
liniowe przeksztalcenie T': X +— Y takie, ze | Tx|| = ||x||. Wykaz, ze kazda o$rodkowa
przestrzen Banacha sie wkiada izometrycznie w £.

. Wykaz, ze oérodkowo$é¢ przestrzeni X* implikuje osrodkowosé przestrzeni X. Czy
odwrotna implikacja jest prawdziwa?
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. Zalézmy, ze p € [1,00) oraz = (zp)p>1 jest takim ciagiem, ze dla kazdego y € ¢,
szereg Y o2 TnYn jest zbiezny. Wykaz, ze v € {5 dla 1/p+1/q = 1.

. Wykaz, ze szereg > 2, Tnyn jest zbiezny dla kazdego ciagu y, zbieznego do zera
wtedy 1 tylko wtedy gdy > 02 |xn| < oo.
Wskazéwka. (1 = cf.

. Zal6ézmy, ze f,, € Lo[0, 1] sa takie, ze lim,, fol fn(t)g(t)dt = 0 dla wszystkich funkeji
g € Lo[0,1]. Wykaz, ze sup,, || fnl|l2 < co. Czy musi zachodzié¢ lim,, .« || fnl|l2 = 07

. Wykaz, ze w przestrzeni skonczonego wymiaru zbieznos¢ w normie i staba sa réwno-
wazne.

. Wykaz, ze ciag wektoréw z, = (z, )72, zbiega stabo do zera w £,, 1 < p < oo
wtedy i tylko wtedy, gdy sup, ||zn||, < oo oraz lim, .o T, = 0 dla wszystkich k.
Czy charakteryzacja ta jest prawdziwa dla ¢,? A dla ¢y (norme ||z, ||, nalezy wtedy

zastapic ||xn||00 = ||7nlloo)?

. Wykaz, ze jesli 1 < p < oo oraz f, € L,[0,1] sa takie, ze || fnll, <11 M({z: folz) #
0}) — 0 (gdzie A\; oznacza miare Lebesgue’a), to f, zbiegaja stabo do zera. Czy jest
to prawda dla p = 17

. Wykaz, ze ciag funkcji Rademachera ry := sgn(sin 2¥7z) jest stabo zbiezny do zera
w Lp[0,1] dla 1 < p < oo.

. Niech (z)r>1 bedzie ukladem o.n. w przestrzeni Hilberta H, a (ax)r>1 ciagiem ska-
laréw. Wykaz, ze apxy zbiega stabo do zera wtedy i tylko wtedy, gdy aj jest ciagiem
ograniczonym.
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. Niech X bedzie przestrzenia Banacha. Wykaz, ze przeksztalcenie liniowe T: X —
C[0,1] jest ciaglte wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego ¢t € [0,1], x — Tx(t) jest
cigglym funkcjonalem na X.

. Zalézmy, ze T jest operatorem liniowym miedzy przestrzeniami Banacha X i Y.
Wykaz, ze T jest ciagly wtedy i tylko wtedy gdy dla dowolnego y* € Y*, y*(T') jest
cigglym funkcjonatem na X.

. Niech Y i Z beda dwoma domknietymi podprzestrzeniami przestrzeni Banacha X
takimi, ze dla dowolnego x € X istnieje dokladnie jedna para wektoréw (y,z) =:
(Pix, Pox) € Y X Z taka, ze x = y + z. Wykaz, ze P; jest ciaglym rzutem X na Y.

. Zalézmy, ze X, Y i Z sa przestrzeniami Banacha, za§ B: X — Z oraz C: Y — Z sa
ciaglymi operatorami liniowymi. Wykaz, ze jesli dla kazdego x € X istnieje dokladnie
jeden element y = Az taki, ze Bx = Cy, to A jest ciaglym operatorem z X w Y.

. Niech (ey)n>0 bedzie kanoniczng baza £, 1 < p < oo. Wykaz, ze operator liniowy
T: l, — £, taki, ze Te,, = ane, jest zwarty wtedy i tylko wtedy, gdy lim, . a, = 0.

. Czy operator ,przesuniecia w lewo” (x1,x2,...) — (x2,x3,...) jest zwartym prze-
ksztatceniem z €, w £,,?

. Niech T': Ly[0,1] — L[0,1] bedzie dany wzorem T f(z) = [y f(y)dy. Czy jest to
operator zwarty?

. Okredlmy T': Lo(R) — Lo(R) jako Tf(z) = [*H f

. (y)dy. Wykaz, ze T jest ciagly.
Czy T jest zwarty?

10
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. NiechT': ¢, — ¢,,1 < p < oo bedzie dany wzorem T'(z1, x2,...) = (%:pz, %IEg, il‘4 ce)e

Jak wyglada T*7

. Niech T': L1[0,1] — Ly[0,1], 1 < p < oo bedzie okreslony jako T f(x) := [y f(y)dy.

Znajdz T*.

Niech T': Lp[0,1] — L,[0,1], 1 < p < oo bedzie okreslony wzorem

T5) = [ K i@y

dla pewnej funkcji ograniczonej mierzalnej k. Znajdz 1.

. Okres$lmy T': ¢1 — ¢p jako

n
3 xk>n>1.

k=1

SEE

T((@n)uz1) = (

Znajdz T™*.

. Operator T': Ly[0,1] — ¢; jest dany wzorem

2—n+1

Tf= (/w f(x)dx)ngl.
Zmajdz T™.

Wykaz, ze przestrzen Banacha X jest refleksywna wtedy i tylko wtedy, gdy przestrzen
X* jest refleksywna.

Ktére z nastepujacych przestrzeni sa refleksywne: ¢, L,[0,1], co, C[0,1]?
Wykaz, ze co wklada sie izometrycznie w C[0, 1], a fog W Cogr(0,1).

Wykaz, ze operator T: X — Y jest izomorficznym wlozeniem wtedy i tylko wtedy,
gdy T%: Y* — X™ jest ,na”.

Wykaz, ze operator T: X — Y jest ,na” wtedy i tylko wtedy, gdy 77 : Y* — X™ jest
izomorficznym wlozeniem.

11



Zadania z Analizy Funkcjonalnej I - 12

. Niech Tz = (0,21, 22/2,23/3,...). Wykaz, ze T jest zwartym operatorem na fo nie
posiadajacym wartosci wtasnych. Wyznacz operator T i znajdz jego wartosci wlasne.

. Niech T na ¢3 bedzie zadany wzorem T'z = (an2y)n>1 dla pewnego ciagu ograniczo-
nego (an)n>1. Znajdz wszystkie wartoéci wlasne i spektrum operatora 7'. Wyznacz
rezolwente T'.

. Zal6zmy, ze p jest miara o-skonczona, a T': Lo(X, ) — Lo(X, ) jest postaci T'f = gf
dla pewnego g € Loo(X, p). Wyznacz wartosci wlasne, widmo i rezolwente T

. Rozwazmy operator T': C[0,1] — C|0, 1] okre$lony wzorem T'f = gf, gdzie g jest
ustalong funkcja z C[0,1]. Wykaz, ze T jest dobrze okreslony, ciagly oraz wyznacz
wartosci wtasne i widmo 7.

. Wykaz, ze dla dowolnego niepustego, zwartego podzbioru K plaszczyzny zespolonej
istnieje operator T' na fo, ktérego spektrum jest rowne K.

. Wykaz, ze jeSli A € o(T), to " € o(T™) dlan =1,2,....

. Wyznacz spektrum i rezolwente operatora przesuniecia w lewo i w prawo na 5.

12



Zadania z Analizy Funkcjonalnej I - 13

. Niech Pjs bedzie rzutem ortogonalnym na domknieta podprzestrzen M przestrzeni
Hilberta H. Wyznacz widmo Pyy.

. Podaj przyktad operatora liniowego ciagtego 1" na przestrzeni Hilberta ktory nie jest
unitarny, ale zachodzi warunek

i) TT* =1d,

i) T*T = 1d,

iii) || Tz| = ||=|| dla wszystkich z.

Czy takie operatory istnieja w przestrzeni skonczonego wymiaru?

. Niech T': Ly(R) — Lo(R) bedzie postaci T'f = gf dla pewnej funkcji g € Loo(R) 0
wartosciach zespolonych. Znajdz sprzezenie Hilbertowskie T™. Dla jakich g

i) T jest samosprzezony,

ii) T jest unitarny,

iii) T jest normalny?

. Niech T': ¢y — {5 bedzie dany wzorem T'(zp)n>1 = (YnTn)n>1 dla pewnego ograniczo-
nego ciagu y = (yn)n>1 0 wartosciach zespolonych. Znajdz sprzezenie Hilbertowskie
T*. Dla jakich y

a) T jest samosprzezony,

b) T jest unitarny,
c¢) T jest normalny?

. Operator T: La(R) — Lo(R) jest dany wzorem T'f(x) = sgn(x)f(z + 1). Znajdz
sprzezenie Hilbertowskie T*. Czy T jest samosprzezony, unitarny, normalny?

. Zalbézmy, ze operatory T}, na przestrzeni Hilberta H sg samosprzezone oraz zbiegaja w
normie operatorowej do T'. Wykaz, ze T jest samosprzezony. Czy granica operatoréw
unitarnych musi by¢ unitarna? A operatoréw normalnych?
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Zadania z Analizy Funkcjonalnej I - 14 (transformata Fouriera)

Dla f € L1(R™) okredlamy tranformate Fouriera f, Ff = fwzorem

~

Fi@) = fa) = [ fwe iy

Bedziemy tez uzywaé, znanej z analizy, definicji splotu funkcji f i g z Ly (R"),

fra@ = [ =iy

Uwaga. W literaturze mozna spotkaé tez inaczej przeskalowana transformate Fouriera w
powyzszej notacji réwna Ff(2rz) lub (21) "2 F f(z).

1. Oblicz transformate Fouriera funkcji 1y, a < b, e_ch, ezl ¢ > 0.

2. Wykaz, ze je/é\li fl, RN fn E/\Ll(Rl,\ to f(l'l/_,\ .. ,xn) = fl(l'l)fg(l'Q) e fn(iﬂn) S
Ll(Rn) oraz f(xh cee 73371,) = fl(q"l)f?(x?) Tt fn(SUn)

3. Udowodnij, ze jesli f € L1(R"), to f jest funkcja jednostajnie ciagla, || flloe < |If]1
oraz lim,_,o f(x) = 0.

4. Wykaz,ze jesli f,g € L1(R™), to splot f * g jest dobrze okreslony dla p.w. z € R,
nalezy do Ly (R"), [|f * glly < [fllillglle 1 f+g = fg.

5. Wykaz tozsamosé Parsevala dla transformaty Fouriera — dla fi, fo € L1 (R™) zachodzi

/Rn Fi(2) fo(z)dz = /Rn F1(@) fo(z)da.

Réwnowaznie

| F@R@e = [ n@)h-od.
6. Zalézmy, ze f € L1(R™) N La(R™), Pokaz, ze wéwczas

| 1f@y = en [ 1f)Rde.

R™ R™
Wywnioskuj stad, ze F f(z) mozna przedtuzyé do operatora ciagtego na Lo(R™) ta-
kiego, ze (2r)~™/2F jest izometria.

7. Wykaz, ze F= (277)*"/ 2F jest operatorem unitarnym na L (R™). Wywnioskuj stad,
zedla f € Ly(R™) mamy FF f(x) = (2m)" f(—x) (réwnowaznie f(x) = (27) " "FF f(—x)).

8. Udowodnij, ze dla dowolnego multiindeksu «,
i) jesli 27 f(z) € Ly(R") dla 0 < 8 < «, to Df istnieje oraz D*f = ((—iz)*f),
ii) jesli dla 0 < B < o, DPf € Li(R"), to Do f = (iz)* .
Uwaga. Stosujemy notacje ® = z{* -+ 20", x € C", o € N™
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