12 Wyktad 12 online - Operator sprzezony

Jedng z kluczowych metod w teorii przestrzeni Banacha jest dualno$é¢. Jak juz wiemy z
kazda przestrzenia Banacha X mozemy powiazaé przestrzen do niej sprzezona (dualna)
X* tzn. przestrzen cigglych funkcjonaléw liniowych na X. Okazuje sie, ze pojecie dual-
nosci mozna przenie$¢ na operatory liniowe — kazdemu operatorowi liniowemu T miedzy
przestrzeniami X i Y mozemy przyporzadkowaé operator sprzezony (dualny) T dziala-
jacy miedzy Y* a X*. Celem dzisiejszego wyktadu jest przedstawienie definicji T oraz
omoéwienie podstawowych zwigzkow miedzy T a T*.

12.1 Definicja i przyktady

Definicja 12.1. Niech X i Y beda przestrzeniami Banacha, a T: X — Y ciaglym opera-
torem liniowym. Definiujemy operator sprzezony T*: Y* — X* wzorem T*p := p o T dla
peYr.

Definicja jest nieco abstrakcyjna. W przypadku przestrzeni skoficzenie wymiarowych,
jak wiadomo z algebry liniowej, kazdy operator liniowy to mnozenie przez pewng macierz.
Okazuje sig, ze wtedy (przy naturalnej reprezentacji przestrzeni sprzezonej) operator sprze-
zony, to mnozenie przez macierz transponowang, co pokazuje kolejny przyktad.

Przykltad 1. Zalézmy, ze X = (F",|| ||x), Y = (F™,| |ly) oraz T: X — Y jest liniowy,
wtedy Tx = Az dla x € F”, gdzie A jest macierza m x n. Wszystkie funkcjonaty liniowe na
X 1Y sa ciagle (bo topologie sa réwnowazne euklidesowym), zatem X™* mozna utozsamié
z F" a Y* z F"" w naturalny sposéb, tzn. np. dla ¢,y € F™, o(y) = D71, ¢ryr. Wtedy dla
peY*=F"

m m n n m n
T o(z) = p(Tz) =Y op(Tx)e =D ovauyi =Y u > orar = > u(AT),
k=1 —11=1 1 k=1 =1

czyli T*p = AT (zauwazmy, ze w przypadku F = C macierz T* to AT nie A*!).
Podamy teraz dwa proste przyktady nieskonczenie wymiarowe znajdowania operatora
sprzezonego. Wiecej przyktadéw oméwimy na ¢wiczeniach.

Przyklad 2. Rozpatrzmy operator ,przesunigcia w lewo” na ¢), 1 < p < 0o zadany wzorem
L(x1,z2,...) = (z2,3,...). Wowczas L* jest operatorem na /g, é—i— 1% =1, i zauwazmy, ze
dlay € ¢, iz € {, mamy

L*y(z) =y(Lz) = Z YnTn+1 = 021 + Z Yn—1T5 = Ry(x),

n=1 n=2

gdzie R(y1,y2,...) = (0,y1,¥2,...). Zatem L* = R, gdzie R jest operatorem ,przesuniecia
w prawo” na {,. Podobnie mozemy udowodni¢, ze operatorem sprzezonym do R na ¢, jest
L na ¢,.
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Przyktad 3. Rozpatrzmy T': {1 — ¢y dany wzorem Tx = (372, Tk)n>1. WOWczas przy
utozsamieniu ¢} z {1 ¢f z ¢4 mamy T™: {1 — l oraz dlay € l1 iz € cp,

[e'e) o0 o0 o0 k o0 n
n=1 k=n k=1 n=1 k=1

n=1 n=1

zatem Ty = (3°)—1 Yk)n>1-

12.2 Podstawowe wlasnosci

Zacznijmy od twierdzenia pokazujacego, ze operator 1™ jest ciagly i ma te samg norme
operatorowg co T

Twierdzenie 12.2. Jesli T € B(X,Y), to T* € B(Y*, X*) oraz ||T*|| = ||T|.

Dowdd. Ztozenie przeksztalcen liniowych i ciagtych jest ciagle, zatem T*p € X* dla ¢ €
Y*. Liniowo$¢ T™ jest oczywista, ponadto

17"l = sup [T7¢l| = sup sup [p(Tx)| = sup sup |p(Tz)|= sup |[Tz| =|T],
lell<1 lpll<1 flall<1 leli<t llll<1 i<

gdzie przedostatnia réwnos$¢ wynika z Wniosku 8.8 z twierdzenia Hahna-Banacha. Powyzszy
rachunek pokazuje w szczegdlnosci, ze T jest ograniczony, a zatem ciagly. O

Oczywiscie ()\1T1 + )\QTQ)* = )\1T1* + )\QTQ* dla T1,T5 € B(X, Y) i A1, A € F. Latwo
tez sprawdzié, ze (Idx)* = Idx~. Kolejny fakt pokazuje jak wyglada sprzezenie zlozenia
operatorow liniowych.

Fakt 12.3. Jesli T € B(X,Y) i S € B(Y,Z), to ST € B(X,Z) i (ST)* = T*S*
B(Z*, X*). W szczegdlnosci, jesli T jest izomorfizmem, to T* jest izomorfizmem i (T*)~1
().

Il m

Dowdd. Mamy dla dowolnego ¢ € Z*,
(ST)'¢o=poSoT =T"poS=T"S"p,
czyli istotnie (ST)* = T*S*. Jedli T jest odwracalny to T—! € B(Y, X) zatem Idy« =

(Idx)* = (T-'T)* = T*(T~Y)* oraz Ildy- = (Idy)* = (TT-1)* = (T-1)*T*. Te dwie
réwnoéci pokazuja, ze T* jest odwracalny i (T%)~1 = (T—1)*. O
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12.3 Podwdjne sprzezenie, refleksywnosé

Widzieliémy juz jak okresli¢ sprzezenie przestrzeni i operatora. Ale przestrzen sprzezona
X* to przestrzen Banacha, a operator sprzezony T* to operator miedzy przestrzeniami
Banacha, wiec mozemy okresli¢ ich sprzezenia X** = (X*)* i T** = (T*)*. Na pozér wydaja
sie to bardzo skomplikowane obiekty, ale okazuje sie, ze czesto tak nie jest. Zacznijmy od
analizy X**.

Widzielismy wezesniej, ze dla 1 < p < 0o, Ly = Lg i Ly = Ly, gdzie § + ¢ = 1, zatem
wtedy L)* = Ly dlap € (1,00). Dlap =1, LT = L oraz L; jest wlasciwa podprzestrzenia
L% . Ponadto ¢y = ¢1 i {1 = {x 2 cp. Okazuje sie, ze zawsze X mozna traktowac¢ jako
podprzestrzen X**. By sprecyzowaé te obserwacje potrzebujemy nastepujacej definicji.

Definicja 12.4. Przez X** bedziemy oznaczaé¢ (X*)*, czyli przestrzen dualng do X*. Dla
x € X mozemy okredli¢ element i(z) € X** wzorem i(x)(¢) = p(x) dla ¢ € X*.

Fakt 12.5. Zdefiniowane powyzej przeksztatcenie i: X — X** jest liniowq izometrig dla
dowolnej przestrzeni unormowanej X .

Dowdd. Liniowosé jest oczywista. Zauwazmy, ze
[i(@)][x+ = sup |i(z)(p)l = sup |p(z)| = |z,
llellx =<1 lleollx =<1

gdzie ostatnia réwno$é wynika z Wniosku 8.8 z twierdzenia Hahna-Banacha. O

Definicja 12.6. Przestrzen Banacha taka, ze i(X) = X™* nazywamy przestrzenia reflek-
Sywna.

Przykltady. Przestrzenie skofczonego wymiaru, przestrzenie Hilberta, przestrzenie L,
1 < p < o0 sg refleksywne. Przestrzen dualna do przestrzeni refleksywnej jest refleksywna.
Przestrzenie ¢, {1, s, L1]0, 1], Loo[0, 1], C[0, 1] nie sa refleksywne.

Przejdzmy do analizy drugiego sprzezenia operatora. Jesli T € B(X,Y), to T* €
B(Y*, X*) oraz T := (T*)* = B(X™,Y™*). Zauwazmy, ze w przypadku skonczenie wy-
miarowym, jesli T € B(R™,R™) jest zadany przez macierz A, to T* € B(R™,R") jest
zadany przez AT, a T** € B(R",R™) przez (A1) = A, czyli T** = T. Dla przestrzeni
nieskonczenie wymiarowych jak widzieliSmy X mozna traktowaé jako podprzestrzen X **.
Nastepny fakt mowi, ze operator T** obciety do X pokrywa sie z T. W szczegdlnosci dla
przestrzeni refleksywnych, podobnie jak dla przestrzeni skonczenie wymiarowych, 7% = T'.

Fakt 12.7. Zaloimy, ze ix i iy s¢ naturalnymi wlozeniami X w X** 1Y w Y*™. Wtedy
dla dowolnego T € B(X,Y), T**(ix(x)) = iy (Tx).

Dowdd. Mamy dla ¢ € Y* oraz z € X,

T (ix(2))(p) = ix(x) o T*(p) = T"(¢)(2) = ¢(Tx) = iy (Tx) (),

gdzie kolejno korzystamy z definicji 7" = (T%)*, ix, T™ oraz iy. O
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12.4 Twierdzenie Schaudera o zwartosci operatora sprzezonego.

Kolejny wazny wynik, pochodzacy od polskiego matematyka Juliusza Schaudera, méwi, ze
sprzezenie zachowuje zwartos¢ operatora.

Twierdzenie 12.8 (Schauder). Operator T € B(X,Y) jest zwarty wtedy i tylko wtedy,
gdy operator T* € B(Y™*, X*) jest zwarty.

Dowdd. ,=". Zalézmy, ze T jest zwarty, niech ¢, bedzie ciggiem funkcjonaléw z By, by
wykaza¢ zwarto$¢ T™* nalezy pokazaé, ze Ty, jest zbiezny w X* dla pewnego podciagu
(ng). Zbior K = T(Bx) C Y jest zbiorem zwartym, metrycznym (w metryce indukowanej
przez norme Y'). Okreslmy funkcje F;, na K wzorem

Fy = (on)x: K —F.
Funkcje F, sa oczywiscie ciagle, ponadto jesli y1,y2 € K, ||y1 — y2| < ¢, to
[Fn(y1) — Fu(y2)| < llenllllyr — g2/l <llyr =52l <,
czyli (F},) jest rownociaglym ciagiem funkcji z C'(K). Zauwazmy tez, ze

sup |Fy, (y)| < sup [lenllllyll <[yl dlay € K,
n n

czyli ciag (F,,) jest punktowo ograniczony. Zatem z twierdzenia Arzeli-Ascolego wynika, ze
ciagg F;, ma podciag Fj, jednostajnie zbiezny. Zauwazmy jednak, ze

||Fn;C - Fnz”oo = sup "Pnk (y) — Pny (y)| = sup |<Pnk (T'z) — Pry (Tz)|

yeK rEBx
= sup ‘T*(Pnk (x> - T*(Pnz (.%')’ = HT*(pnk - T*SOHZH'
TEBx

Stad wynika, ze (T*¢y,, ) jest ciagiem Cauchy’ego w X*, czyli jest zbiezny.

w<=". Jesli T* jest zwarty, to z udowodnionej juz implikacji wynika, ze T** = (T™)* jest
zwarty. Ale T = i{,l o T™* o ix na podstawie Faktu 12.7, czyli jest zwarty jako ztozenie
operatora zwartego i dwoch izometrii. O

12.5 Jaka wlasnosé T* odpowiada za surjektywnos¢ T'7

7 poprzednich wynikéw shuchacz mégt btednie wywnioskowadé, ze jesli operator T' ma jakas
wlasnosé, to operator T tez ma podobng wilasno$é. Dla pewnych wlasnosci tak jest (np.
pokazali$émy, ze sprzezenie zachowuje zwartosé¢ czy odwracalno$é T'), ale dla innych nie,
np. tatwo widzieé, ze sprzezenie nie zachowuje ani réoznowartosciowosci ani surjektywnosci.
Latwo to zauwazyé w przypadku skonczenie wymiarowym — jesli mamy operator liniowy
T z F" w F™ i powiedzmy n > m, to T jest ,na” wtedy i tylko wtedy, gdy T" ma rzad m.
Operator T* z F™™ w F™ oczywiScie nie moze by¢ surjekcja, jesli n > m, ale ma ten sam rzad
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co T, czyli jesli T jest surjekcja, to T ma rzad m (bo transpozycja macierzy zachowuje jej
rzad), co oznacza, ze T* jest réznowarto$ciowy. Podobnie jesli n < m i T jest réznowar-
tosciowy, to T™ jest ,na”. Mozna wiec zaryzykowaé stwierdzenie, ze surjektywnosé T jest
rownowazna z réznowarto$ciowoscia 1™ — jednak w przypadku nieskoniczenie wymiarowym
nie jest to do konca prawda, trzeba bowiem nieco wzmocnié pojecie réznowarto$ciowosci.

Definicja 12.9. Mdéwimy, ze ciagly operator liniowy T miedzy przestrzeniami Banacha X
1Y jest izomorficznym wlozeniem, jesli T' jest izomorfizmem X na T'(X), tzn. istnieje stala
¢ > 0 taka, ze ||Tz|| > c||z|| dla z € X.

Uwaga 12.10. Mozna udowodnié, ze T' € B(X,Y") jest izomorficznym wlozeniem wtedy i
tylko wtedy, gdy T jest réznowartosciowy i T'(X) jest domkniete.

Twierdzenie 12.11. Zaléimy, ze T jest cigglym operatorem liniowym miedzy przestrze-
niami Banacha X 1Y . Wéwczas

i) T jest izomorficznym wlozZeniem wtedy i tylko wtedy, gdy T™ jest ,na”,

i1) T jest ,na” wtedy i tylko wtedy, gdy T jest izomorficznym wloZeniem.

Dowéd oméwimy na ¢wiczeniach.
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