11 Wyktad 11 online - Operatory zwarte

Jak wiemy z analizy i topologii przestrzenie zwarte maja szereg waznych wiasnosci (np.
funkcje ciagle na zbiorach zwartych sa ograniczone i przyjmuja swoje kresy) i odgrywaja
podstawowa role w wielu rozumowaniach (bo np. w zwartych przestrzeniach metrycznych
kazdy ciag zawiera podciag zbiezny). Jak wiemy podzbiér R™, badz C" jest zwarty wtedy
i tylko wtedy, gdy jest domkniety i ograniczony. W nieskoniczenie wymiarowych przestrze-
niach Banacha jest to nieprawda — oczywiscie kazdy zbiér zwarty K w przestrzeni unormo-
wanej X musi by¢ domkniety i ograniczony, tzn. sup,cx ||| < oo (bo norma jest funkcja
ciagla), jednak przeciwna implikacja jest falszywa, jak pokazuje ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 11.1. Jednostkowa kula domknieta w przestrzeni unormowanej X jest zwar-
ta wtedy ¢ tylko wtedy, gdy X jest skonczenie wymiarowe.

Dowdd. ,<=". W przestrzeniach skonczonego wymiaru wszystkie normy sg réwnowazne,
wiec domknieta kula jednostkowa jest zbiorem dokmnietym i ograniczonym w F™, a zatem
i zwartym (w metryce euklidesowej, a wiec z réwnowaznosci réwniez w metryce indukowanej
przez inna norme).

»,<=". Zalézmy, ze dim(X) = oo, wykazemy, ze kula jednostkowa nie jest zwarta. W
tym celu skonstruujemy indukcyjnie ciag (x,)n>1 wektoréow z kuli jednostkowej taki, ze
|lz; — 25|l = 1/2 dla i # j (oczywiscie taki ciag nie ma podciagu zbieznego). Za x; przyj-
mujemy dowolny wektor o normie nie wigkszej niz 1. Jesli mamy skonstruowane x1, ..., Ty,
to przestrzen F' = Lin{x1,...,x,} jest domknieta (bo kazda podprzestrzen skonczenie wy-
miarowa jest zupelna, czyli domknieta) podprzestrzenia X i oczywiscie F' # X. Zatem
(np. z twierdzenia Mazura o oddzielaniu) istnieje niezerowy funkcjonal ¢ zerujacy sie na
F. Wybierzmy wektor 2,11 taki, ze ||zn1]| < 11 [@(2n41)] > 3]|¢. Wowezas dlai < n+1,
mamy ¢(z;) = 0, zatem

1
lelllzntr = zill < lp(@nt1) = (i) = lp(@nri)l > Sl

Wynika stad, ze ||xn+1 — ]| > 1/2 dla 1 < i < n+ 1, co pokazuje, ze skostruowany ciag
ma postulowang wlasnos$é separowalnosci gwarantujaca brak podciagu zbieznego. O

Mimo, ze domkniete zbiory ograniczone w przestrzeniach Banacha nie musza by¢ zwar-
te, to argumenty zwarto$ciowe sg czesto wykorzystywane w analizie funkcjonalnej. Dzieje
sie tak, bo wiele operatoréw ma wtasnos¢ przeksztalcania kul domknietych na zbiory pre-
zwarte (tzn. zwarte po domknieciu). Operatory takie bedziemy nazywaé zwartymi.

Definicja 11.2. Zalézmy, ze T jest operatorem liniowym miedzy przestrzeniami Banacha
X 1Y. Méwimy, ze T jest zwarty, jesli T(Byx) jest zwartym podzbiorem Y. Przestrzen
opertoréw zwartych miedzy X 1Y bedziemy oznacza¢ przez K(X,Y), bedziemy tez pisaé
K(X) zamiast K (X, X).
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Fakt 11.3. i) Kazdy operator zwarty jest ciggly.
it) Operator liniowy T: X —'Y jest zwarty wtedy i tylko wtedy, gdy z kazdego ciggu ogra-
niczonego (x,) w X mozna wybraé podciqg (xy,) taki, ze Ty, jest zbieiny.

Dowdd. i) Kazdy zbior zwarty jest ograniczony, zatem T(Bx) C M By dla pewnego M <
00, ale to oznacza, ze | T|| < M < oo, czyli T jest ciagly.

ii) Jedli ciag (z,,) jest ograniczony, to x,, € M Bx dla pewnego M < oo, stad (T'x,) jest
ciagiem elementéw zbioru zwartego MT(Bx), czyli ma podciag zbiezny. Na odwrét, jesli
yn € T(Bx), to istnieje ciag x,, € Bx taki, ze ||y, — Txy| < 1/n. Wystarczy zauwazy¢, ze
zbieznos¢ T'xy, implikuje zbieznosc¢ yy, i skorzystac¢ z ciagowej definicji zwartej przestrzeni
metrycznej. [

7 Twierdzenia 11.1 natychmiast otrzymujemy wniosek.

Whniosek 11.4. Operator identycznosciowy na przestrzeni Banacha X jest zwarty wtedy i
tylko wtedy, gdy dimX < oo.

Przyktad 1. Kazdy operator ciagly skonczonego rzedu jest zwarty (przypomnijmy, ze rzad
przeksztalcenia liniowego to wymiar jego obrazu).

Istotnie, wtedy T'(Bx) jest ograniczonym podzbiorem przestrzeni skoficzenie wymiarowej
T(X), zatem jest zwarty. O

Przyktad 2. Zalézmy, ze k = k(z,y): [0,1]2 — F jest funkcja ciagta. Okreslmy

Kf@)= [ k) iy o€ 0.1, £ €l

Wéwcezas K jest zwartym operatorem na C|0, 1].
Zauwazmy najpierw, ze

K Jen) = K72 < [ heny) — b))y

< HfHOO Sup ‘k(xlay) - k(l‘g,y)’
y€[0,1]
7 jednostajnej cigglosci funkcji k wynika zatem, ze K f jest funkcja ciagla, czyli K jest
liniowym operatorem na C0, 1]. Ponadto

I Fll < 111 50 ()]

stad || K| < sup, , [k(z,y)| < oo, czyli K jest ciagly. By pokazac zwartos¢ K, czyli prezwar-
tos¢ zbioru A = K(Bgj,1)) w C[0, 1] skorzystamy z twierdzenia Arzeli-Ascolego. Z powyz-
szych rachunkéw wynika, ze jedli g € A, to [|g]co < sup,, [k(z,y)| oraz jesli |z — 2| < 4,
to

lg(x1) — g(x2)| < sup |k(z1,y) — k(22,9)| <,
yE[O,l]
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dla odpowiednio malego §. Zatem A jest wspOlnie ograniczona rodzing funkcji rownocig-
glych, zatem jest prezwarta w C|0, 1]. O

Przypomnijmy, ze przez B(X,Y) oznacamy przestrzen ciagtych odwzorowan liniowych
z X w Y z norma operatorowa.

Twierdzenie 11.5. Zalozmy, ze X 1Y sq przestrzeniami Banacha.

i) Przestrzen operatorow zwartych K(X,Y) jest domknietq podprzestrzeniq operatorow
ograniczonych B(X,Y).

ii) Jesli operator T: X — 'Y jest zwarty, a operatory S1: X' — X oraz So: Y — Y’ sq
ciggle, to operator ST S1: X' — Y jest zwarty

Dowdd. i) To, ze K(X,Y) jest przestrzenia liniowa jest latwym ¢éwiczeniem. By wykazaé
jej domknietosé w B(X,Y) zalézmy, ze T,, € K(X,Y) zbiega do T' w normie operatorowej.
Niech (z,) bedzie ciagiem wektoréw z kuli jednostkowej X, musimy pokazaé, ze ciag (T'z,,)
ma podciag zbiezny. Ze zwartosci operatorow 1), wynika, ze dla dowolnego n, kazdy podciag
(T, xm)m ma podciag zbiezny. Metoda przekatniowa mozemy wybraé¢ podciag my taki, ze
dla kazdego n ciag (T, Tm, ) jest zbiezny do pewnego y, € Y. Pokazemy, ze ciag v, jest
zbiezny. Dla ustalonych ni i ny oraz odpowiednio duzych my zachodzi

”yn1 - ynz” < Hynl - Tn1xmkH + ”Tnlxmk - Tn2$mk~H + HTnQ-ka - ynz”
e+ HTm - TmHmekH +e< 2+ HTm - TnzH‘

Stad, poniewaz (7),) jest ciagiem Cauchy’ego w B(X,Y), wiec (y,) jest Cauchy’ego w Y,
czyli jest zbiezny do pewnego y. By zakonczy¢ dowdd pokazemy, ze T'x,,, zbiega do y, w
tym celu szacujemy dla ustalonego n i odpowiednio duzego my

1T 2m, = yll < | Txmy, = Tomy [l + 1Ty, = yall + [lyn = vl
<|T =Tl + llyn — yll + 1 Tnm, — yall-
Pierwsze dwa sktadniki sa male dla duzego n, a ostatni zbiega do zera przy ustalonym n,
gdy k dazy do nieskonczonosci.
ii) Wystarczy skorzystaé z réwnowaznej charakteryzacji zwartosci operatora danej przez

czesé ii) Faktu 11.3 zauwazyé, ze operatory ciagle przeprowadzaja ciagi ograniczone na
ograniczone, a zbiezne na zbiezne. O

Przyktad 3. (Operatory Hilberta-Schmidta)
Zaloézmy, ze Lo(X) = Lo(X, p) oraz k = k(z,y) € La(X x X, p® p). Okreslmy operator K
na La(X) wzorem

Kf(z)= /X k(x,y) f(y)du(y).

Zauwazmy, ze na podstawie nieréwnoéci Schwarza
1/2
K 1@< I [ B )
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stad natychmiast dostajemy

KA <13 [ [ K ppdu@)dutn).

czyli K: La(X) — Lo(X) 1 |K| < ||kll2 < oco. Pokazemy, ze K jest operatorem zwar-
tym. Niech (go)a bedziem baza on. Lo(X), wtedy (jak wiemy z zadania 5.9 z ¢wiczen)
(9a(2)95(Y))a,p jest baza on. La(X x X). Zatem mozemy rozpisaé funkcje k w tej bazie
otrzymujac
k(2,y) =Y aapga(®)gs(y),
o,

gzie (aq)a,p jest ciagiem sumowalnym z kwadratem. Poniewaz tylko przeliczalnie wiele
wspotczynnikdw w powyzszej sumie jest niezerowych, wiec po ich przenumerowaniu moze-
my zapisac
oo
k(z,y) = > aiygi(x)g;(y)-
ij=1
Okreslmy
n
kn(z,y) = Y aijgi()g;(y)
ij=1
oraz .
Kuf(@) = [ k(o) f)det) = 3 asei@) [ S@)0)du).
ij=1
Wtedy K, sa operatorami skonczonego rzedu, wiec sa zwarte, ponadto K, — K jest ope-
ratorem zadanym przez jadro kn, —k = 320 j)>nt1 @ii9i ()9 (y), wiec

1/2
K = Knl| <[k = knll2 = ( > Iaz’jl2> — 0.

max(%,5)=>n+1

Zatem K jest zwarty jako granica w normie operatoréw zwartych. ]

Uwaga 11.6. Powyzszy przyklad pokazuje najczestszy sposéb dowodzenia zwartosci ope-
ratora liniowego przez pokazanie, ze jest on granica (w normie operatorowej) operatorow
skonczonego rzedu. Kolejny fakt méwi, ze kazdy zwarty operator na (o$rodkowej) prze-
strzeni Hilberta jest taka granica.

Fakt 11.7. Niech H bedzie nieskoniczenie wymiarowq, osrodkowq przestrzenig Hilberta z
bazq o.n. (Up)n>1 oraz P, oznacza rzut ortogonalny na Lin{uy, ..., u,}. Wowczas operator
lintowy T € B(X,H) jest zwarty wtedy i tylko wtedy, gdy lim,,_, ||P,T — T = 0.
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Dowdd. ,<". Operatory P,T maja rzad co najwyzej n, zatem T jest zwarty jako granica
(w normie operatorowej) operatoréw skorniczenie wymiarowych.

»=". Zalézmy, ze limsup,,_, . ||P,T — T|| > 0, wtedy istnieje ciag (ny) oraz wektory
Tn, € X o normie 1 takie, ze ||P,, Txy,, — Txy,| > e dla wszystkich k. Przechodzac
ewentualnie do podciagu mozemy zakladaé¢ (na mocy zwartosci T'), ze Tx,, — y. Ale

wtedy
€< HPﬂkank - TxnkH < ||Pnk(T:Enk -yl + HPnky =yl + 1y — Txnk”
< 2| T, — yll + | Poyy — yll — 0,
gdyz P,,y — y i dochodzimy do sprzecznosci. O

Uwaga 11.8. Powyzszy dowod pokazuje co$ wiecej. Zatdézmy, ze Y jest przestrzenia Bana-
cha na ktérej istnieje ciag operatorow skonczenie wymiarowych S, zbiezny silnie do Idy,
tzn. S,y — y dla wszystkich y € Y. Woéwczas operator T' € B(X,Y) jest zwarty wtedy
i tylko wtedy, gdy [|S,T — T'|| — 0. W szczegdlnosci kazdy operator z X w Y zwarty na
takiej przestrzeni jest granica operatorow skonczenie wymiarowych. Ta ostatnia wlasnos$é
nazywa sie wlasno$cig aproksymacji dla przestrzeni Y. Per Enflo na poczatku lat 70tych
jako pierwszy skonstruowat przyklad przestrzeni Banacha bez wlasnosci aproksymacji, od-
powiadajac na pytanie postawione w 1936 roku przez Stanistawa Mazura (problem 153
ze stynnej Ksiegi Szkockiej). Nagroda za rozwiazanie tego problemu byla zywa ge$, ktéra
Enflo odebral od Mazura podczas swojej wizyty w Warszawie w 1972 roku.
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