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Streszczenie
Niech (Xj;)ij beda niezaleznymi gaussowskimi zmiennymi losowymi o $éredniej zero, za$
p,q € [1,2] liczbami rzeczywistymi. W pracy przedstawiono oszacowania wartosci oczeki-
wanej normy operatorowej macierzy X = (Xj;;);; traktowanej jako odwzorowania £, — £4+.

Wyniki powstaly przez uogdlnienie niektérych wynikéw z ostatnich kilkunastu lat dla macie-
rzy X traktowanej jako odwzorowanie fo — {s.

Stowa kluczowe

macierz losowa, norma operatorowa, koncentracja gaussowska, suprema proceséw stocha-
stycznych.

Dziedzina pracy (kody wg programu Socrates-Erasmus)

11.1 Matematyka

Klasyfikacja tematyczna

60 Probability theory and stochastic processes
60G Stochastic processes

Tytul pracy w jezyku angielskim

Estimation of norms of random matrices
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Rozdzial 1

Wstep

Bedziemy rozwazaé problem oszacowania z géry wartosci oczekiwanej normy operatorowej
macierzy losowej o wspdétczynnikach gaussowskich traktowanej jako odwzorowanie z prze-
strzeni £, w przestrzen {4, gdzie 1 < p <2 < ¢* < o0.

1.1. Notacja

Wprowadzimy teraz kilka oznaczen, ktére beda obowiazywaly w catej pracy. Jeli p > 1 jest
liczba rzeczywista, to piszac p* mamy na mysli liczbe spelniajaca % + z% =1.

Przez By, i By} bedziemy oznacza¢ kule jednostkowe odpowiednio w £, i .

Piszac (g;); badz (gi;)i; zawsze bedziemy mieli na mysli rodzine niezaleznych zmiennych
losowych o rozkladzie N'(0,1), za§ X zawsze bedzie oznaczalo macierz losowa (X;;);; gdzie
Xij = ai;gi; dla pewnego uktadu liczb nieujemnych (a;;)i;.

Litera K bedziemy oznaczaé state uniwersalne, ktérych warto$ci moga zmieniaé sie przy
kazdym pojawieniu.

1.2. Omoéwienie zawartosci pracy

Do uzyskania oszacowan wykorzystamy metody z [7] i [5], ktére w cytowanych pracach po-
stuzyly do uzyskania oszacowan normy operatorowej macierzy losowych traktowanych jako
odwzorowania {9 — fo. W twierdzeniu (1| uzyskamy wynik analogiczny do [7, twierdzenie 4.1]
pozwalajacy na oszacowanie normy operatorowej macierzy || X|| Cp—rlys -

W podobny sposéb jak z [7, twierdzenie 4.1] uzyskuje sie [7, wniosek 4.2] uzyskamy wniosek

analogiczny do [7, wniosek 4.2]. Umozliwi on uzyskanie oszacowania | X||g, ¢, W ter-
wy L *\ .

minach max;(3_; [a;;|P")»", max; (> laij[P") 7" oraz max;; |a;;| ze stala proporcjonalna do

log(n + 1), gdzie n jest wigkszym z wymiaréw macierzy.

W dalszej czesci zawrzemy oszacowania w tych samych terminach dla macierzy blokowo-
diagonalnych ze stala proporcjonalna do pierwiastka z logarytmu z wymiaru najwiekszego

bloku (twierdzenie [3|) oraz dla macierzy spelniajacych X;; = 0 dla |i — j| > k, ze stalg pro-
porcjonalna do /log(k + 1) (wniosek .



W kolejnym rozdziale zastosujemy metody z [5], pozwalaj ace na oszacowanie || X ||gp_>g . przez

Klog(n—kl)(maxi(zj |aij P ) +max; (3, Jaij|7) ) gdzie K jest stala uniwersalna (twier-
dzenie {4)).
1.3. Znane wyniki

Problem oszacowania normy operatorowej macierzy traktowanych jako odwzorowania fo — o
rozwazany byl w wielu pracach. W [2, twierdzenie 1.1] dla macierzy symetrycznych zostato

oszacowanie:
E|| X ley—ts < K(max / E a?j + lognmax\aij\),
7 - 1
J

gdzie n jest wymiarem macierzy. Oszacowanie to zostalo uzyskane réwniez w [7), twierdzenie
1.1]. W tej samej pracy, jako twierdzenie 3.1, udowodnione zostalo, ze:

E||X |, < K loglog(n—i-l)(max I3 a2 + max|aj| logi>,
1 - 1)
J

gdzie aw powstaja przez permutacj@ kolumn i wierszy macierzy A = (a;j), tak aby
max; aj; > max; ay; > ... > max; a,;. Z kolei [5, twierdzenie 2] glosi, ze
1
E|| X |ley—e, SK max /Zaw—kmax /Zaw—i- Zaw 4).
Badaniem E||X||gp_>g . zajmowano si¢ w [4]. Udowodnione tam, dla X = (ai;gij)i<n,j<m

twierdzenie 1.1 méwi, ze

5
*

F %
E[[ X le,—e,. < K(p*)e (logn) e (fyp max Zaw +'yq*Emax\aZ]gZ]|)+2q Vg max Za ,

i

1
gdzie v, = E|g;;|" ~ \/r. Wynik ten, poza przypadkiem gdy (log n)lfqi* jest mniejszego rzedu
niz (p*)qi* i lepsze oszacowanie daje twierdzenie |4] jest silniejszy od wynikéw uzyskanych w
niniejszej pracy. Jego uzyskanie wymaga jednak nieco bardziej skomplikowanych metod.

1.4. Hipotezy

W [] postawiona zostala hipoteza
Hipoteza 1. Dia 1 < p <2 < g* < 0 zachodzi
" a1 i Bl
Ell(aijgi)llep—en, < Kp,q(glgf(z Jaii| ") T +max(z Jai[”") 7" +EmaX|aza9m!>
= =1 j=1
gdzie K, 4 jest stalq zaleZqcq wytgcznie od p i q.
Uwaga 1. Zachodzi szacowanie w drugg strone
1 - 1 il a
EH(aijgij)Hg;n%gg > ?<5n£%< (; lai; |7 )7+ max (]z_:l |ag;[P* )7+ Em?x ‘azzjglj|)

gdzie K jest stalg uniwersalna.



Istotnie, wystarczy pokazac, ze kazdy ze skltadnikéw po prawej stronie nieréwnosci szacuje
z dokladnodcig do stalej z dotu lewg strong. Niech X;; = a;;9;;. Zauwazmy, ze

El/(aijgij)lep—en, =E  sup ‘Zwaz’jgz’j%":E sup (v, Xu)|.
a veBgueBy | 55 veEBY u€B

Ale to ostatnie wyrazenie szacuje si¢ z dotu przez

1
*

E max sup |(v, Xe;)| = Emax sup Zawgmvz Emax (Z laijgi;|? )

-7 Uan -7 Ug

x»"“

1
*

> mjaxE(Z |az‘jgij|q*> T > m]a ( Z |az]gz]| )
;
max Z lai;|7) 7
Z‘_

T j<m

gdzie w przedostatnim przejsciu skorzystaliSmy z nieréwnosci Jensena a w ostatnim z nierdw-

nosci:
Lo 2
(Elgi;|7) 7 > Elgi| = —

a1
Ell(amgw)llemaen = max Z‘aw‘ P
i<n <

Podobnie wykazujemy, ze

Oczywiscie zachodzi tez nieréwnosé

E  sup |(v, Xu)| = Emax|(e;, Xe;)| = Emax a;;g;5]-
veBg,ueBgl 1] i

Hipoteza [I| ma swoja deterministyczna wersje.

Hipoteza 2. Dia 1 < p <2 < ¢* < > zachodzi

n m
1 x\ L .
B (a0l oey, < Ko (manx(3 iy 7)7 + max(Y Jas )77 + max | log(i + 1)),
! jsm j=1 *
gdzie afj powstajg przez permutacje kolumn i wierszy macierzy A = (a;;), tak aby

max; ay; > max;ay; > ... > max;a,; a Kpq jest stalg zalezgeq wylgeznie od p i g.

Udowodnimy réownowaznosé hipotez 11 2. W tym celu wystarczy wykazac, ze

n

oy S i
E ma a3y < Kpg (max(Y Jag|”)7 +m<aleraijr +maxaf|v/iog(i + 1)) (1
J:

=1

oraz
1 1
max\a |\/l1og(i +1) < K(max Z a7 )* —|—maX Z |aij|P")7 —|—Emax|augm|) (1.2)

dla pewnej stalej K. Oczywiscie

1
Emax]a,]g,]]<Emax Z\awgm\ ) Pr



Ale

1
*

L * N
Em?x(z laijgi;|P) P < K(m?x (Zali’j ) P max log(i + 1) max afj),
j

czego dowodzimy w dalszej czesci pracy - zob. (2.8). W druga strone korzystajac z lematu

2.4 7 [7] otrzymujemy
max [aj;|/log(i + 1) < KEmax |a;;g;;],
1) 3

co konczy dowdd.

1.5. Redukcja problemu

Uwaga 2. Jedli p = ¢, to w oszacowaniach wartosdci oczekiwanej normy operatorowej przez
1
1 1 —*
-~ i ) n P\ pF . m P\ pF . g PP
wyrazenia postaci max;j<m (322 |ai;[")? 7maXZSn(ij1 |ag;[P) 7", Emax; ( 32, |a;gi;] )
1
* p* 7’ . . . .
E max; (Z] laijgij|? )p , Emax;; |a;;g:;| lub max;; |a;j| z doktadnoscia do stalej K zaleznej
by¢ moze od p, g i co najwyzej wielomianowo od wymiaru macierzy, wystarczy ograniczy¢ sie

do macierzy symetrycznych.
0 X7
X 0

maja te sama norme operatorowa (por. [2]). Lewa strona nieréwnosci z hipotezy pozostaje
niezmieniona a stala po prawej stronie jest O(K).

Istotnie, macierze X i

Kolejng mozliwoéé redukcji daje nastepujaca obserwacja.

Uwaga 3. Dla p = ¢ i macierzy symetrycznych wystarczy ograniczy¢ sie do badania
supyep, (v, Xv)|.

Zachodzi bowiem
X ey—e, = sup (v, Xu).

u,vEB)

Ponadto, jezeli X jest macierzg symetryczna, to

(v, Xu) = =[{u+ v, X(u+v)) — (u—v, X(u—v))]

N N

< (le+ylB+lle—yl) sup [(2X2) <2 sup |z X))

z:||z][p<1 z: [|2llp<1



Rozdziatl 2

Metody z [7]

W tej czesci zajmiemy sie oszacowaniami w przypadku macierzy traktowanej jako odwzoro-
wanie ¢, — {,+. Udowodnimy twierdzenie, bedace przeniesieniem wynikéw z twierdzenia 4.1
z pracy [7] na przypadek odwzorowan z ¢, w £,~ oraz kilka wyplywajacych z niego wnioskéw.
Zanim jednak to nastapi wprowadzimy kilka oznaczen. Niech B = (a%j)i’jgn bedzie macierza
wariancji wspétczynnikéw macierzy X i niech w przypadku gdy B jest symetryczna

B =) Né&&

bedzie jej rozkladem spektralnym. Bedziemy oznaczaé BT = > .(\ V 0)&] oraz
T =06

2.1. Gloéwne twierdzenie

Naszym gltownym narzedziem w tym rozdziale, bedzie nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1. Niech 1 < p < 2 i niech X = (a;jgij)i j<n, bedzie macierzq symetryczng,
gdzie gij ~ N(0,1) sq niezalezne dla i > j. Niech’Y ~ N(0,B™). Wtedy

1
*

E[|X[le,—e,. < 8<]Em?X(Z|aijgij|p B —I—EmaxY)
J

Dowdéd: Rozwazmy proces (z(u,v),g): = >, vil||u|lig:, gdzie g = (gl, .-y 0n), gi sa niezalez-
nymi zmiennymi losowymi o rozktadzie N'(0,1) a ||u||? = PP aw ] Oczywiscie

El{x(u,v),9)]> = > v}||ul[{Eg;} = va azju3.
7

Zachodzi nieréwnosé

sup | (z(u,v), >|<maX<Z|aU|p |gl|p>7 (2.1)

u,vEB)

Istotnie, z nieréwnosci Holdera, dla u,v € B, zachodzi

aw,v). )l = | 3 willulligi| < (Zw) (Zuuup ol ) < (Zuunp 9" )"

(Z Zau uj %]gZ )p* <max(Z\aUgl|p>

1
7*

1
*



gdzie, ostatnia nieréwno$é wynika z faktu, ze Z 2 <la) (Z aZJ ]) E |gz\p jest wypuktly
funkcja (u )j zatem swoje maksimum osiaga w punktach ekstremalnych. Lemat 4.6 z [7],
zastosowany z v =1 daje

E|(v, Xv) — (w,Xw>\2

< 4E[(2(v,0),g) — (@(w,w), )* = Y (07 — w?)ad;(v? — w?). (2:2)
]
Oszacujemy teraz norme operatorowa symetrycznej macierzy losowej X, postepujac jak w
dowodzie [7, twierdzenie 4.1]. Wobec opisanych w zaleznodci jest ona co do stalej 2 ogra-
niczona przez

E sup [(v, Xv)| < IE( sup (v, Xv) V sup —(v,Xv)).
vEBy vEBy vEB)p

Jako, ze zmienne losowe sup,cp (v, Xv) 1 sup,cp, —(v, Xv) sa nieujemne a macierz X ma
ten sam rozklad co — X, prawa strona nieréwnosci szacuje sie przez

IE( sup (v, Xv) + sup —(v,Xv)) < 2E sup (v, Xv).
veEB) vEB) vEB)p

Okredlmy proces (Zy)vep, Wzorem

Zy =2z ) + Zzﬂ)@, (2.3)

gdzie Y ~ N (0, B™) jest niezalezne od g. Wtedy wobec ([2.2))
E|Zy = Zu|* = 4||z(v) |\2+Z vi —w;)* By (v — w})

> El(v, Xv) — (w,Xw>|2.
Zatem z lematu Slepiana [Il, twierdzenie 13.3]

E sup (v, Xv) < E sup Z,. (2.4)
veEB) veEB)

Zastosowanie (2.1)) daje teze. O

2.2. Whnioski z twierdzenia [1

Wyprowadzimy teraz kilka oszacowan E|| X || w terminach zaleznych od (a;;)i; bedacych kon-
sekwencjami udowodnionego w poprzedniej sekcji twierdzenia.

Whiosek 1. Przy zalozeniach jak w twierdzeniu [1]
"\ o 41 -
E[|X[le,—e,. < K\/p*(mzax (Z lag;[P") P + max (Z lai;|*)*+/log(i + 1))
J J

Jezeli nie zakladamy, ze X jest macierzq symetryczng, to
E[|X]le, e,
1

1 1 1
SKVp*(mZaX(Z\aij\p *—|—max Z|a”|p *+maX Z|awl )*\/log(i + 1)
J
1
+ max ai;|*)*y/lo '+1).
: ;IUI) g(j +1)

10



Dowéd: Zauwazmy, ze B> = (B*)? + (B7)?, a wiec

Zaw ZB (Be;, Be;) = (B%e;,e;) = (BY)* + (B™))es, e;)
J
B2+ (B;;)
J

2
J
Vary; = B;; < /Z a?j (2.5)
J

dla dowolnego i. Skorzystamy teraz ze znanego oszacowania maksimum subgaussowskich

= <B ei,B 62') + <B_ei,B_ei) =

Co za tym idzie

zmiennych losowych (por. [8, Prop. 2.4.16]).

Lemat 1. Niech X1, ... Xy bedg zmiennymi losowymsi speiniajgcymi dla x > 0

3?2

P(X; > z2) < eXp(_LTaf)‘
Wtedy
Emax X; < KLmaxo,/log(i + 1),
<n i<n

gdzie o jest nierosngcym uporzgdkowaniem o;.

Korzystajac z tego lematu i (2.5)) otrzymujemy

N

EmaingKmaX(z ) log(i +1).
i i -
j

x»"“

. 7 . ’ 7 *
Wystarczy wiec oszacowaé wielko$é¢ E max; (E; |laijgij [P ) . Oczywiscie:

1
Em?x(Zafj 94517 )p
J
X X X
§mlaXE<Z]a¢jgij\p )p +EmZaX ((Zmijgijp) (Z|awgw| ) )
J J

Jako, ze funkcja x — ra jest wklesta dla x > 0, to z nieréwnoéci Jensena

<K\F(Z%>l* (2.7)

(2.6)

1
*

E(Z |aijgijl” )1* (EZ !az‘jgij!p*> !
j

J

1
*

gdyz E(|gi;|P")»* < K+/p*. Jezeli chodzi o drugi sktadnik oszacowania to rozwazmy funkcje

1
(Z|awxj|> , xeR"

Jest ona lipschitzowska ze stala max; |ai;|, gdyz |f(x + y) — f(z)| < |f(y)| z nieréwnosci
trojkata w £+ oraz

1 i L
sup |f(y)| = sup ( Z|amy] P < sup (Z|aijyﬂp )P* < max |ajj|.
yeB2 yeBy yEBy: J

11



Z nieréwnosci koncentracyjnej dla funkcji lipschitzowskich [6, twierdzenia 5.1 i 5.3]:

L
*

P<(Z |aijgis ") ?

Korzystajac ponownie z lematu |1} oraz nieréwnosci (2.6]) i (2.7)) otrzymujemy

\ oF
—E(Z laijgi|P7) 7T > u) < exp(—u?/2 mjaxa%j).
J

1 .
* *

B (- eyl )" < K/ (max (3 i)

+ max /log(i + 1) max ]aij\) (2.8)
i j

Yaczac oszacowania dla sktadnikéw procesu Z, otrzymujemy

N
N———

* i .
E||X||§K\/]?(m?x(2]aij‘lj)p* _|_Inlax log(z—&—l)(Zafj)
J

J

gdyz 1
max /log(i 4+ 1) max |a;;| < max +/log(i + 1)(2@1],)4.
1 J 1 X
J
Przypadek niesymetryczny jest wnioskiem z uwagi U

Uwaga 4. Rozumujac jak w dowodzie réwnowaznosci hipotez [1.1]i [1.2] mozna dowies¢ prze-
ciwnego oszacowania ze stalg % zamiast K+/p*.

Whniosek 2. Niech % <p<21iX =(agij)ij<n, gdzie gij ~ N(0,1) sq niezalezne. Wtedy

L .
E[|X1l¢,—e,. < K+/log(n + 1)<mlax(2\aij‘l’ )PF —|—mjax(z |aij|P") 7" —|—mi?x|a,-j]>

J

dla pewnej stalej uniwersalnej K.

Dowdad: Zalozenie, ze % < p < 2 jest réwnowazne 2 < p* < 4. Dla p* < 4 mamy

L 1 p 1
(D laigl)* = (D lag P fay ") * < mng!aij!%(Z Jai; ") *

J J J
4—p P -\
< max [ag;| + Z(Z!%\p )?
J
Podstawiajac powyzsze oszacowanie do tezy wniosku 1 otrzymujemy teze. g

Jezeli macierz X traktowana jest jako odwzorowanie z £1 w £+, gdzie p < 2, to prawdziwy
jest nastepujacy wynik.

Twierdzenie 2. Niech 1 < p < 2 iniech X = (a;;Gij)ij<n, 9dzie gij ~ N(0,1) sq niezalezne.
Wowczas:

EIIX Nl vty < K /0% (max (3 Jagl”)
J

1
*

"+ max /log(i + 1) max \aij\).
i j

12



Dowod: Wystarczy zauwazy¢, ze

1
||XH€1—>€ = max Z|amgw’ )*

i zastosowaé oszacowanie (2.8) z dowodu wniosku O

Niech M« bedzie zbiorem rzeczywistych macierzy wymiaru n x m

Twierdzenie 3. Niech A bedzie macierzq blokowo-diagonalng tzn. istniejg macierze
A € M(ng xng), k = 1,2,...m 010z a(s 1i)(s)+j) = (Ak)ij, gdzie sp = n1 +na+...ngy
t a;j = 0 w przeciwnym przypadku. Wtedy dla % <p <2 imacierzy X z Xl-j = a;jGij

L
E[|X|g,—e,. < K\/Iog(m?xni + 1)<miax (Z ]aijyp s max Z ]aw\p * 4+ Enﬁx \aijgij\).
J

W dowodzie skorzystamy z nastepujacego lematu.

Lemat 2. [0, twierdzenie 7.1] Niech (X (t))ier bedzie scentrowanym, osrodkowym procesem
gaussowskim spetniajgcym P(sup, | X (t)| < o00) > 0 i niech 0? = sup, EX?(t). Wtedy dla

dowolnego u > 0
2

P(sup | X (t)] > Esup [X (£)| +u) < e 207,
t t

Dowdd twierdzenia [3: Celem poprawy czytelno$ci piszac symbol normy bedziemy mieli na

mys$li norme¢ macierzy jako odwzorowania z £, w {p«. Okredlimy aif = Q(g4i)(sp4j) OTAZ
k . .
gl( )= I(sp+i)(sp+j)- Niech X = (a Eg)gz(y))}jénk- Zauwazmy, ze skoro p < 2, to

||X|| = maxy, || Xk/||. Istotnie

| X|| = sup szamu] sup Z)\k,u,k sup- szaw gfj)u]—maxHXkH
u,vEByp ij A\ 1EBp quB i

gdyz (Agpr)r € f1. Mozemy tez zalozy¢, ze warto$¢ max;; \agf)| maleje wraz z k. Niech
(Yi(u,0)),, e Bl bedzie procesem okreslonym wzorem

k) (k
v) = Z vial(j)ggj )uj.
2%

Wtedy Y} jest scentrowanym, o$rodkowym procesem Gaussowskim oraz

HXk”Zp—)ﬁp*: sup  Yi(u,v).
"
u,vEBy

Ponadto z poprzednich rozwazan wynika, ze E[| X|| < oo a zatem sup,, ,, |Yx(u,v)| < oo p.n.

Ponadto
B0 = X 20 o = T ol 7
Zauwazmy, ze (u?,. .. ) € BY*, oraz (v?,... ,Unk) € Blk. Zatem
sup sup Z Z k) < sup sup Z Z
u€Byk veByF ueBYF veBF
— sup max2<a§j’>2 2 = max(al}))?,
uEB;”C t j Y



gdzie w ostatnich dwéch réwnoéciach korzystaliSmy odpowiednio z tego, ze funkcja liniowa
i maksimum funkcji liniowych sa funkcjami wypuklymi a te swoje suprema osiagaja w punk-
tach ekstremalnych.

Niech M := maxy E|| Xy||. Wtedy na mocy lematu 2

w2

2

Vi P(| Xkl > M4u)<e >%, (2.9)

gdzie o} = sup,, , EYy(u, v)2. Zauwazmy teraz, ze
E|X || = Emax | Xl = M+ E(|X]| — M) = M + Emax(| Xel| - M).
Na mocy i lematu [1| zachodzi wiec
EJ[X || < maxE[| Xy + K max /log(k + 1) max .
Aby zakonczy¢ dowdd wystarczy pokazaé, ze dla pewnej stalej K
max V0og(k + 1) rrl;%x |a$)\ < KE rr;zjix |aijgijl-

Teza wyniknie wowczas z wniosku [2| Potrzebny fakt wynika z nieréwnosci

E max|ai;gi;] > Emax |(max a5 Dol

oraz ponizszego lematu [3] O

Lemat 3. [7, lemat 2.4] Niech X; ~ N(0,02), i = 1,2,...n bedg niezaleznymi zmiennymi
losowymsi 1 niech 0']3 sq uporzgdkowane nierosngco. Wowczas

Emax | X;| > K maxo;y/log(i + 1).
(2 (2

Whniosek 3. Niech A bedzie macierzq kwadratowq spelniajgocq a;; = 0 dla |i — j| > k i niech
Xij = aijgij, gdzie gij sq niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie N'(0,1). Wowczas
dlad<p<2,

*y L Sy L
E[|X]]e, e, < Ky/log(k + 1)(1113}((2 |ag;|P )p* +m]ax(Z|aij|P )p* +En§?x|aijgij|).
j i

Dowdd: Bez utraty ogélnosci mozna zalozyé, ze k < n. Niech macierz A bedzie rozszerzeniem
macierzy A przez zera, tak aby jej wymiar byl podzielny przez k. Wystarczy wykazaé teze
dla A. Okreslmy A; i Ay nastepujacymi wzorami:
(A1)i; = Aij1(2ck < i,j < 2(c+ 1)k dla pewnego ¢ € N),
(Ag)i; = Ajj1((2¢ + 1)k < 4,§ < (2¢ + 3)k dla pewnego ¢ € N'i (A;);; = 0).
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Woéwezas A = A+ Ay a zatem z nieréwnosci tréjkata || A|| = || A]| < ||A1||+||Az||. Twierdzenie
daje:

Ell ((A1)ijgi5) e, e,
< K+/log(k +1 (max Z]a 11((A1)ij #0))7 +max Z\a 11((A1)s; #0))7

1
*

+Emax laij1((A1)i; # O)Qij|>
1 1
<K log k +1 (maX Z ‘a’l_] 7* + maX Z ‘CLU 7* + Emax ’awgwo
oraz

Ell ((A2)ijgii) e, e,
< K+/log(k + 1)<max Z |a}; C|1( (Ag)i; #0)) +max Z |a}; T11((Ag) )ij #0))7

1
*

+ Emifjix |aij1((Az2)ij # 0)91‘]”)

L * 1
< Ky/log(k + 1) ( max( E laP ) ?* + max( g |af. )?* + Emax ’aijgij‘)'
? - K J - J i
J 7

tLaczac powyzsze nieréwnosci otrzymujemy teze. O
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Rozdziat 3

Zastosowanie metod z [5]

Metody zastosowane w [5] pozwalaja na wyprowadzenie oszacowan dla macierzy X trakto-
wanej jako odwzorowanie ¢, — {4+, gdzie ¢ moze by¢ rézne od p. Jako, ze dowdd jest nieco
techniczny, rozbijemy go na kilka pomniejszych faktéw.

Lemat 4. Niech X = (X;;)i j<n bedzie jak w sekcji wowczas dla dowolnych u,v € R",
2
P({v, X t) < —_—
((Uv ’LL> > ) = exp( 20’(U,’U)2)7
gdzie o(u,v) = /32 ; via 1,23

Dowdd: Wynika to z koncentracji zmiennych gaussowskich oraz tego, ze zmienna (v, Xu) ma
rozktad N (0, 0%(u, v)). O

Ml\.’)

Lemat 5 (Przeformulowanie lematu 2 z [5]). Niech (Y;),cv - zmienne losowe, oraz nieujemne
liczby (by)zevu spelniajg dla pewnego o > 1 nieréwnoé:

P(Y, > tb,) < e .
Wtedy dla dowolnego u > 0,

Emax[Y, — by(u + (log £U)#)] < Kae " maxb
weU " " & - zc

gdzie K, = F( L)y < 1. W szczegdlnosci

1
E —b,(1 al < -
Iilea(}([ bo(log #U)=] < r;lea[}(b

Dowdd: Niech Z, =Y, — by(u + (log #U)é). Wtedy

Emaxeg/ IP’(maxZ >sds<2/ ]P’(szbx(u+(log#U)i+7
0

zelU

SEEV
S~—
N—

zelU
< Z / exp (— (u + (log #U) + bi)o‘)ds
zelU T
< Z/ exp (—u® — log #U — ( ) ))ds
zelU
<e” ds<e_“ K, maxb,.
#U zelU
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Pozostaje zauwazyé, ze

X 1 [ 11 1
K, = / e dt = / sale™5ds = —I'(=)=T1+—).
0 0 @

[0 (@ o

Oczywiscie I'(1) = I'(2) = 1 a InT jest funkcja wypukla (zob. [3l ustep 533]), wiec K, < 1.0

Lemat 6. Niech U iV bedg skoriczonymi zbiorami zas I(u,v) podzbiorem N x N. Wowczas:

E max [ Z Vi@ iUy — V2 va 123 3 log #U#V} < V2 max va ZQJ ?

ucUweV L | uelU,veV
i,j€l(uv)

Dowéd: Dowdd polega na zastosowaniu lematéw || |5z o = 2 1 by, = V20 (u,v). O
Niech dla 1l <r < 2:
D': ={ueB? | Vi u;=01lub3keZ: |[uf| =27F}.

Dlaw e D! ik € N potézmy

kn(u): ={itue Dl |ul" > 27k,
Okreslmy takze zbior

b = {00 € A7, (u): u e D),
Niech w koncu

D,={u€B, | Vi u;=01ub3kecZ: |[u'] =27F}

Zauwazmy, ze zbiér D]’ moze by¢ wéwczas traktowany jako podzbiér zbioru D,. Jezeli war-
tos¢ r bedzie mozna wywnioskowaé z kontekstu, badz w danym momencie nie bedzie ona
istotna, to indeks r bedziemy pomijac¢ i zamiast A}, =~ bedziemy pisa¢ A} za$ zamiast 117 = -
7.

k

Zbiory Hp ke 1 HZ ,, Sa réwnoliczne dla dowolnych p i ¢. Zatem w wypadku, gdy intereso-
wala nas bedzie jedynie moc zbioru H > TOwniez bedziemy pomija¢ indeks p i bedziemy
pisac II}.

Lemat 7. Zachodzi nierownosé

K -28((n—k)+log(k+1)) k<n,

log(#115) < {K 2" log(k + 1) k> n.

Dowdd: Proste kombinatoryczne rozumowanie pokazuje ze dla k < n:
n 2" 2k 2k 5 (n—k)2* 2k
#II} < ok (2k+3)* <e” 2 (2k + 3)

za$ dla k > n:
#IT} < (2K + 3)*

W pierwszym oszacowaniu skorzystaliémy z nieréwnosci (Z) < "k— <( %)k d
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Lemat 8. Dla dowolnego u € B, istnieje u € D, spelniajgcy
1
lu—al, <1-—2"r.

W szczegolnosci dla dowolnego ukladu liczb (ai;)i; dla ktorego spelniony jest warunek
SUPueB, | D_; j vitijuj| < oo zachodzi nierdunosé

vEBy
|All: = sup }Zvlawuj‘ <4 su]p }ZU%%J“J‘ =:4||Al|p.
vGBp b vGBp b

Dowdd: Wystarczy udowodnié, ze dla dowolnego a € [—1, 1] istnieje a € [—1, 1] spelniajace:

a|” e {0y u{27%: k € 7},

al < [a] oraz, Ja—a| < (1—277)]al,

Istotnie, niech u € B,.. Okre$lmy @ jako (u;);. Wowczas:
1 1
lu =l = O | —a]")r < (1 277) Z i) < (1—-277).
i

Aby dowies¢ istnienie odpowiedniego a dla a zauwazmy, ze jesli a = 0, to mozna wziaé¢ a = 0.
W przeciwnym przypadku, 2% < |a|” < 27%+1 dla pewnego k € Z. Wystarczy wéwczas
przyja¢ a = 2= % sgn(a).
W celu wykazania drugiej czeSci lematu zauwazmy, ze jesli liczby (b;); spelniaja
SUPyep, 2; bivi < 0o to

sup ZbUzS sup Zb i) + sup Zbul_ (1—27+) sup Zbu—i— sup Zbuz,

ueB, ueB, ueD, ueB, ueD,

a co za tym idzie

sup Zbuz§2r sup Zbuz§2 sup Zbul

uEB; T ueDyr ueD,-
Zachodzi wiec
|A]: = sup sup ’Zvla”ujl < 2 sup sup }szawu]‘ = 2 sup sup ’Zvla”uj|
ueByveBy u€ByveDy = veDgueBy
<4 sup sup ‘Zvla”uj| = 4||Al|p,
vEDG u€Dyp i
czego nalezalo dowiesé. O

Lemat 9. Niech dlaw € Dy, A", =0 oraz

By () = A (u) \ Af_y () = {2 i =27},
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Wprowadimy dodatkowo oznaczenia

1
b (u,v) = 24 /log #HZ( Z v?a%u?) ’

i€B} (v)
JEAD | (u)

1
cx(u,v) = 24/log #H’g( Z v?a?jujz) ‘)

i€ Al (v)
jeBy (u)
1
By = V2 sup ( Z vfafjuf)Z,

n
“ggg i€ Bp (v)
YSYa jeAn (u)

1
Cr = V2 sup < Z vfagju?) ’.

ueD? N . -
veph  EATE)IEBE()

Zachodzi nierownosé:

oo o
E Su[I)) [sza”gwu] Zbk (u,v) ch(u v } Z By + Cy).
ueDy k=0 k=0
UEDn

Dowod: Niech

Sea(w,v) = Y viaiigiu;
iI€EAL (v)
JEAT (u)

Udowodnimy przez indukcje, ze

k k k
E sup [Sk,k(u,v)—Zbl(u,v)—ch(u v) } Z B+ ()
=0

ueDy 1=0 1=0
UED;L

Istotnie, jezeli zauwazymy, ze w wyrazeniu powyzej SUp,c DrweDy mozna zastapié, przez
SUDyerry verry OTaZ, Ze log(#11}, , #11{ ) = 2log #II}, to teza dla k = 0 wynika z lematu 6
zastosowanego do U =11y ,, V' = ITj . i I(u,v) = Af(u) x Af(v), za$ przejcie z k do k + 1
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wynika z nieréwnosci:

k+1 k+1
E sup [Skt1k+1(u,v) Zbl u,v) Z ci(u,v)]
ueD -0
UGDZII
E+1 k+1
=E max [Skt1k+1(u,v) Zbl u,v) Z c(u,v)]
“GHkH n 1=0
6l_Ik<|—1,n
<E max [Sky1k+1(u,0) = Ski1k(u,v) — cpi1(u,v)]
uenk+1 n
6I_Ik-‘—l,n

+E max [Sky1k(u,v) — Skr(u,v) — beg(u,v)]
uEHM_1 n

ver+l,n

k k
+E sup [Skx(u,v) — Z bi(u,v) — ch(u v)]

ueD] — —
veD? =0 =0
k
< Ch1+ B+ Y _(Bi+Cy).
=0
Ostatnia z nieréwnoéci wynika z lematu 6 zastosowanego do U = Hk 1 V = H% 1
I(u,v) = By, (u) x A}, (v); lematu 6 zastosowanego do U = I}, ., V = I, .

I(u,v) = Af(u) x B}, ,(v) oraz zalozenia indukcyjnego. Teza wynika z udowodnionej przez
indukcje nieréwnosci, faktu, ze:

o0
sup [Zvla”g”u] Zbl (u,v) ch(u,v)}
= =0

ueDy
vED”

k k
= lim sup [Sk’k(u, v) — Z by (u,v) — ch(u,v)}
=0

k—o00 ueD] =0
vED"

oraz lematu Fatou. O

Przejdziemy teraz do udowodnienia gléwnego wyniku w tym rozdziale. Niech
X = (Xij)i<nj<m = (@ijgij)i<n,j<m. Bez utraty ogdélnosci (uzupelniajac macierz zerami,
mozemy zalozyé, ze m = n.

Twierdzenie 4. Dla dowolnych p,q € (1,2]:

* i * L
El[ X lg,—e,. < Klogn[mzax(z o +max Zal] a* |
j

Dowdd: Na mocy lematu [§| wystarczy wykazaé, ze

L

* i *
E sup szawgmu] < Klogn[max(z P +max Zau * .
ueD;}
P j
veDy
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Niech N = [log(n + 1)]. Z lematu[9)

E sup [szawgwu] Zbl U, v) ch(u } Z B, + C)). (3.1)
— 1=0 1=0

ueD"
vGD"

Zauwazmy, ze na mocy lematu 7, nieréwnosci Schwarza oraz faktu, ze
> log(k +1) =log(N + 1)! < KNlog N < KN?

zachodzi nieréwnosé:

N 1
Zbk u,v) Z (VN — k + /log(k + 1)) (2k Z vfa?ju?) :
k=0

i€BY (v)
jGAkAL 1 (u)

N 1

SKN(ZQ’“ Z vfa%u?)?
k=0 i€BN (v)
jeAffq(u)

Z definicji zbioréw B}, jedli i € B (v), to |v;|9 = 27F, wigc wyrazenie powyzej jest nie

wieksze niz
2 2—q 2
KN E uj g v A
jeAN [(w)  i€A¥(v)

Podobnie

1

Z br(u,v) < K Z \/log (k+ 1)( Z v?a%u?)z
k=N+1 k=N+ i€B] \(v)
JjeAY 1 (W)

<K\/logN+1\/Z §QQ

Laczac powyzsze dwie nieréwnosci otrzymujemy i korzystajac z nierownosci Holdera oraz
faktu, ze (|u;|*); € L1,

3t < KX 535 < K g [ ) ¥ ()
5 (3.2)
< KNm]ax (Zz: |aw|q )a
Podobnie wykazujemy, ze:
chuv <KNmaX Z|a”| i* (3.3)
k=0 i

W analogiczny sposoéb, korzystajac z nieréwnosci Holdera dowodzimy, ze

B, <2 2 max Z |aw|q
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wiec

e * i
B. < K T ). 3.4
kzzo k< mjax(;m]] ) (3.4)
Podobnie -
"G < Kmax (3 Jay )7 (3.5)
k=0 j

Laczac (B1), 32, (B3), B-A) oraz (B3) otrzymujemy teze.
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