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Streszczenie
W rozprawie udowodniono proste formu ly estymuj ↪ace momenty i ogony

wieloliniowych form losowych (chaosów) S =
∑
ai1,...,idX

(1)
i1
· · ·X(d)

id
genero-

wanych przez niezależne zmienne losowe X
(r)
i .

Pierwszy rozdzia l zawiera wprowadzenie.
W rozdziale drugim rozważono przypadek chaosów o nieujemnych wspó l-

czynnikach, generowanych przez nieujemne zmienne losowe z logarytmicznie
wkl ↪es lymi ogonami. Uzyskane szacowania s ↪a optymalne z dok ladności ↪a do
sta lych zależnych od rz ↪edu chaosu d.

W trzecim rozdziale rozważano przypadek chaosów o nieujemnych wspó l-
czynnikach, generowanych przez zmienne dwupunktowe. Otrzymane wyniki
zastosowano w badaniu w lasności modelu dwumianowego grafu losowego.

W ostatnim rozdziale uogólniono wyniki Borella [3] oraz Arconesa i Giné
[2], dotycz ↪ace chaosów gaussowskich, na przypadek chaosów generowanych
przez dowolne symetryczne zmienne losowe z logarytmicznie wkl ↪es lymi ogo-
nami. Udowodniono też pewne szacowanie polegaj ↪ace na porównaniu mo-
mentów takich chaosów z momentami chaosów rademacherowych.

S lowa kluczowe: estymacja momentów, chaos losowy, graf losowy
Klasyfikacja tematyczna pracy wed lug AMS Mathematical Subject Clas-

sification 2000: 60E15.

Abstract
In the thesis there are proved simple formulae for estimating tails and

moments of multilinear random forms (chaoses) S =
∑
ai1,...,idX

(1)
i1
· · ·X(d)

id

generated by independent random variables X
(r)
i .

The first chapter contains an introduction.
In the second chapter there are considered chaoses with nonnegative coef-

ficients, generated by nonnegative random variables with logaritmically con-
cave tails. The presented estimates are exact up to universal constants,
depending only on the order d.

In the third chapter there are considered chaoses with nonnegative coeffi-
cients, generated by two-point random variables. The obtained results were
applied in investigating the properties of the binomial model of the random
graph.

In the last chapter there are presented generalizations of the results of
Borell [3] and Arcones and Giné [2] for Gaussian chaoses. We extend these
results to the case of any chaoses generated by symmetric random variables
with logarithmically concave tails. There are proven also another estimates
based on comparison with moments of some related Rademacher chaoses.

Key words and phrases: Moments, Random chaos, Random Graph.
AMS Mathematical Subject Classification 2000: 60E15.
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Wst ↪ep

Niech X1, X2, ..., Xn b ↪edzie ci ↪agiem (niezależnych, rzeczywistych) zmien-
nych losowych. Jednym z g lównych zagadnień jakimi zajmuje si ↪e rachunek
prawdopodobieństwa jest opisanie w lasności rozk ladu sumy S = X1 + X2 +
· · · + Xn w zależności od rozk ladów X1, X2, ..., Xn. W ten sposób można
postrzegać wi ↪ekszość klasycznych twierdzeń rachunku prawdopodobieństwa,
zarówno mocne prawo wielkich liczb jak i centralne twierdzenie graniczne.

Jednymi z podstawowych wielkości charakteryzuj ↪acych rozk lad zmien-
nej losowej s ↪a jego momenty. Bardzo ogólne twierdzenie podaj ↪ace proste
formu ly szacuj ↪ace momenty S w zależności od jednowymiarowych rozk ladów
niezależnych zmiennych X1, X2, ..., Xn w przypadku gdy s ↪a one dodatnie lub
symetryczne (niekoniecznie o takim samym rozk ladzie) poda l Lata la w [20].

Naturalnym uogólnieniem tej problematyki jest próba przeniesienia otrzy-
manych wyników dotycz ↪acych sum (lub kombinacji liniowych) zmiennych
losowych na szersz ↪a klas ↪e funkcji tych zmiennych. Najprostszymi funkcja-
mi wielu zmiennych, bardziej ogólnymi niż kombinacje liniowe argumentów
s ↪a formy wieloliniowe. Dla niezależnych, rzeczywistych zmiennych losowych
X

(r)
i , 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ r ≤ d, oraz dla d - wymiarowej tablicy rzeczywistych

wspó lczynników (ai1,...,id)1≤i1,...,id≤n zdefiniujmy zmienn ↪a losow ↪a

S =
∑

ai1,...,idX
(1)
i1
· · ·X(d)

id
.

Tego rodzaju zmienn ↪a S b ↪edziemy nazywali losowym chaosem rz ↪edu d
generowanym przez zmienne losowe X

(r)
i . W niniejszej pracy podejmujemy

prób ↪e szacowania momentów zmiennej S za pomoc ↪a formu l w prosty sposób
zależ ↪acych od jednowymiarowych rozk ladów zmiennych X

(r)
i . Postawiony

problem jest bardzo ogólny, trudny i nie do końca dobrze zdefiniowany (co
to jest ”prosta” formu la?); dlatego w pracy nad rozpraw ↪a zaj ↪eto si ↪e przy-
padkami, w których spodziewano si ↪e, że poszukiwane formu ly ”naprawd ↪e”
istniej ↪a lub przypadkami, w których choćby cz ↪eściowa odpowiedź na to jak
zachowuj ↪a si ↪e momenty S by la istotna ze wzgl ↪edu na zastosowania. (Ca lkiem
niedawno - w styczniu 2005 - Lata la udowodni l szacowania w trudnym przy-
padku chaosów generowanych przez zmienne gaussowskie.)

Omówmy pokrótce co z powyższego programu uda lo si ↪e zrealizować i jaka
jest zawartość kolejnych rozdzia lów niniejszej rozprawy.

Pierwszy rozdzia l zawiera podstawowe definicje i kilka pomocniczych twier-
dzeń.

Drugi rozdzia l zawiera wyniki opublikowane w pracy [23]. Udowodniono
tam dwustronne oszacowania na momenty i ogony S w przypadku, gdy
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wszystkie wspó lczynniki ai1,...,id s ↪a nieujemne i X
(r)
i s ↪a dodatnimi zmien-

nymi losowymi z logarytmicznie wkl ↪es lymi ogonami (precyzyjne definicje po-
dane s ↪a dalej). Znanych jest wiele ważnych nierówności na momenty i ogony
S, nawet w bardziej ogólnym przypadku U -statystyk, otrzymane jednak w
[23] oszacowania s ↪a precyzyjniejsze i s ↪a optymalne z dok ladności ↪a do sta lych
zależnych jedynie od rz ↪edu chaosu d.

W rozdziale trzecim zaj ↪eto si ↪e chaosami generowanymi przez zmienne
X

(r)
i o jednakowym rozk ladzie dwupunktowym P (X

(r)
i = 1) = 1− P (X

(r)
i =

0) = α ∈ (0; 1). Chaosy tej postaci pojawiaj ↪a si ↪e w problemie szacowania
odchyleń liczby ma lych podgrafów w modelu dwumianowym grafu losowego.
Problem ten zosta l cz ↪eściowo rozwi ↪azany w pracy [14], niestety, optymalne
oszacowania nie s ↪a dotychczas znane. Udowodnienie semihiperkontraktyw-
nych w lasności zmiennych dwupunktowych pozwoli lo na uzyskanie w kilku
przypadkach nieco lepszych oszacowań niż te, które s ↪a zawarte w [14].

Ostatni, czwarty rozdzia l poświ ↪econy jest szacowaniom momentów cha-
osów generowanych przez zmienne symetryczne z logarytmicznie wkl ↪es lymi
ogonami. Wydaje si ↪e, że to zagadnienie jest trudniejsze niż zagadnienia,
którym poświ ↪econo dwa poprzednie rozdzia ly. W czwartym rozdziale uogól-
nione zosta ly wyniki Borella [3] oraz Arconesa i Giné [2] dotycz ↪ace chaosów
generowanych przez zmienne gaussowskie na chaosy generowane przez zmienne
symetryczne z logarytmicznie wkl ↪es lymi ogonami. Podano również pewne o-
szacowanie oparte na porównaniu z momentami chaosów generowanych przez
zmienne rademacherowskie.

Podzi ↪ekowania. Praca ta nie powsta laby bez pomocy i zach ↪ety mojego
Promotora, dr. hab. Rafa la Lata ly, prof. UW. To On wskaza l mi drogi poszu-
kiwań formu l szacuj ↪acych momenty chaosów gdy jeszcze nie mia lem żadnego
pomys lu na to, czym zaj ↪ać si ↪e w pracy doktorskiej. Praca ta nie powsta laby
też bez udzia lu prof. dr. hab. Stanis lawa Kwapienia, na prośb ↪e którego prof.
Lata la zosta l moim Promotorem. Wymienionym osobom pragn ↪e serdecznie
podzi ↪ekować.
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1 Wprowadzenie

Obecny rozdzia l zawiera podstawowe oznaczenia i definicje oraz kilka po-
mocniczych spostrzeżeń. Przytaczamy również wybrane, znane dotychczas
rezultaty dotycz ↪ace dok ladnego szacowania momentów i ogonów wielolinio-
wych form losowych.

1.1 Oznaczenia i podstawowe definicje

Zacznijmy od nast ↪epuj ↪acej konwencji.
Liter c oraz C b ↪edziemy używać do oznaczania uniwersalnych, dodatnich

sta lych, przy czym c oraz C mog ↪a oznaczać różne sta le, w zależności od
miejsca, w którym si ↪e pojawiaj ↪a. Bez szkody dla ogólności naszych rozważań
b ↪edziemy dodatkowo zak ladać, że c ≤ 1 oraz C ≥ 1.

Przez c(d), C(d) b ↪edziemy oznaczać dodatnie sta le zależne jedynie od d
(c(d), C(d) mog ↪a również oznaczać różne sta le w różnych miejscach, i również
bez szkody dla ogólności b ↪edziemy zak ladać, że c(d) ≤ 1 oraz C(d) ≥ 1).

Relacja A ∼ B pomi ↪edzy dwiema wielkościami A i B oznaczać b ↪edzie, że
cA ≤ B ≤ CA.

Relacja A ∼d B pomi ↪edzy dwiema wielkościami A i B oznaczać b ↪edzie,
że c (d)A ≤ B ≤ C (d)A.

Dla rzeczywistej zmiennej losowej Y i p > 0 przez ‖Y ‖p oznaczać b ↪edziemy
p-ty moment zmiennej Y, tzn.

‖Y ‖p := (E |Y |p)1/p .

Przejdźmy do definicji.

Definicja 1 Niech d i n b ↪ed ↪a dodatnimi liczbami ca lkowitymi i niech X
(r)
i , 1 ≤

i ≤ n, 1 ≤ r ≤ d, b ↪ed ↪a niezależnymi zmiennymi losowymi określonymi
na tej samej przestrzeni probabilistycznej i przyjmuj ↪acymi wartości rzeczy-
wiste. Niech dana b ↪edzie także nd - wymiarowa tablica liczb rzeczywistych
(ai1,i2,...,id)1≤i1,i2,...,id≤n . Chaosem losowym rz ↪edu d generowanym przez zmienne

losowe X
(r)
i , o wspó lczynnikach ai1,i2,...,id , b ↪edziemy nazywali nast ↪epuj ↪ac ↪a wie-

loliniow ↪a form ↪e losow ↪a

S =
n∑

i1=1

n∑
i2=1

...
n∑

id=1

ai1,i2,...,idX
(1)
i1
X

(2)
i2
· · ·X(d)

id
. (1.1)

W skrócie b ↪edziemy pisać

S =
∑

ai1,...,idX
(1)
i1
· · ·X(d)

id
.
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Znacznie cz ↪eściej spotyka si ↪e wieloliniowe formy losowe, które s ↪a genero-
wane po prostu przez ci ↪ag niezależnych zmiennych losowych X1, X2, ..., Xn.
Tego typu formy, przy naturalnych za lożeniach eliminuj ↪acych te formy, w
których niektóre zmienne wyst ↪epuj ↪a wyższych pot ↪egach, b ↪edziemy nazywali
chaosem uzależnionym (ang. undecoupled). Szczegó ly zawarte s ↪a w poniższej
definicji.

Definicja 2 Niech d i n b ↪ed ↪a takimi dodatnimi liczbami ca lkowitymi, że
d ≤ n i niech X1, ..., Xn b ↪ed ↪a niezależnymi zmiennymi losowymi określonymi
na tej samej przestrzeni probabilistycznej i przyjmuj ↪acymi wartości rzeczy-
wiste. Niech dana b ↪edzie także

(
n
d

)
- wymiarowa tablica liczb rzeczywistych

(ai1,i2,...,id)1≤i1<i2<...<id≤n . Uzależnionym chaosem losowym rz ↪edu d generowa-
nym przez zmienne losowe Xi, o wspó lczynnikach ai1,i2,...,id , b ↪edziemy nazywali
nast ↪epuj ↪ac ↪a wieloliniow ↪a form ↪e losow ↪a

S̃ =
n−d+1∑
i1=1

n−d+2∑
i2=i1+1

...
n∑

id=id−1+1

ai1,i2,...,idXi1Xi2 · · ·Xid . (1.2)

W skrócie b ↪edziemy pisać

S̃ =
∑

1≤i1<...<id≤n

ai1,...,idXi1 · · ·Xid .

Badanie wielu w lasności zmiennej S̃ można uprościć wprowadzaj ↪ac poj ↪ecie
uniezależnienia chaosu S̃. Uniezależnienie chaosu S̃ jest już chaosem loso-
wym rz ↪edu d postaci (1.1).

Definicja 3 Dla i = 1, 2, ..., n niech
(
X

(r)
i

)
, 1 ≤ r ≤ d, 1 ≤ i ≤ n b ↪ed ↪a

d niezależnymi kopiami ci ↪agu (Xi) . Uniezależnienieniem (ang. decoupling)
chaosu (1.2) nazywamy nast ↪epuj ↪ac ↪a wieloliniow ↪a form ↪e losow ↪a

S̃dec =
∑
π

∑
1≤i1<i2<...<id≤n

ai1,i2,...,idX
(1)
iπ(1)

X
(2)
iπ(2)
· · ·X(d)

iπ(d)
,

gdzie pierwsze sumowanie przebiega po wszystkich permutacjach π zbioru
{1, 2, ..., d} .

Z rezultatów de la Peñy i Montgomery-Smitha (zob. [5]) wynika, że mo-
menty i ogony chaosu S̃ s ↪a porównywalne z momentami i ogonami S̃dec,
dok ladniej, zachodzi
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Twierdzenie 1 (de la Peña, Montgomery-Smith) Dla t > 0, p ≥ 0 za-
chodz ↪a relacje ∥∥∥S̃∥∥∥

p
∼ d

∥∥∥S̃dec∥∥∥
p
,

P
(∣∣∣S̃∣∣∣ ≥ t

)
≤ C (d)P

(
C (d)

∣∣∣S̃dec∣∣∣ ≥ t
)
,

P
(∣∣∣S̃∣∣∣ ≥ t

)
≥ c (d)P

(
c (d)

∣∣∣S̃dec∣∣∣ ≥ t
)
.

1.2 Przej́scie od oszacowań momentów do oszacowań
ogonów

Oszacowania na ogony nieujemnej zmiennej losowej Y cz ↪esto można otrzymać
z oszacowań jej momentów. Górne oszacowania na ogony zmiennej Y wyni-
kaj ↪a z nierówności Czebyszewa. Jeżeli 0 < ‖Y ‖p < ∞ dla pewnego p > 0
to

P
(
Y ≥ e ‖Y ‖p

)
= P (Y p ≥ epEY p) ≤ EY p

epEY p
= e−p.

Dolne oszacowania na ogony można cz ↪esto wywnioskować z nast ↪epuj ↪acej
nierówności Paleya - Zygmunda.

Lemat 1 (Nierówność Paleya - Zygmunda) Jeżeli Y jest nieujemn ↪a zmien-
n ↪a losow ↪a i 0 < EY 2 <∞, to dla każdego t ∈ (0, 1) zachodzi

P (Y ≥ tEY ) ≥ (1− t)2 (EY )2

EY 2
.

Dowód. Z nierówności Schwarza mamy(
EY I{Y≥tEY }

)2 ≤ EY 2P (Y ≥ tEY ) .

Przekszta lcaj ↪ac powyższ ↪a nierówność, otrzymujemy

P (Y ≥ tEY ) ≥
(
EY I{Y≥tEY }

)2
EY 2

≥ (EY − tEY )2

EY 2
= (1− t)2 (EY )2

EY 2
.

Zdefiniujmy teraz w lasność semihiperkontaktywności, przydatn ↪a przy dol-
nych oszacowaniach ogonów.

Definicja 4 Rzeczywista zmienna losowa Y ma w lasność semihiperkontrak-
tywności rz ↪edu δ ze sta l ↪a C pocz ↪awszy od momentu p0 > 0 jeżeli E |Y |p0 <∞
oraz dla dowolnych λ ≥ 1, p ≥ p0 zachodzi nierówność

‖Y ‖λp ≤ (Cλ)δ ‖Y ‖p .
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Zachodzi nast ↪epuj ↪ace

Twierdzenie 2 Jeżeli rzeczywista zmienna losowa Y ma w lasność semihi-
perkontraktywności rz ↪edu δ ze sta l ↪a C od momentu p0 ≥ 1, to istnieje taka
sta la dodatnia c (δ, C, p0) , zależna tylko od δ, C i p0, że dla p > 0 zachodz ↪a
nast ↪epuj ↪ace oszacowania

P
(
|Y | ≥ e ‖Y ‖p

)
≤ e−p,

P
(
|Y | ≥ c (δ, C, p0) ‖Y ‖p

)
≥ min

(
c (δ, C, p0) , e

−p) .
Dowód. Górne oszacowanie ogonów otrzymujemy natychmiast z nie-

równości Czebyszewa. Przejdźmy teraz do oszacowania z do lu. Dla q ≥ p0 z
semihiperkontraktywności i z nierówności Paleya-Zygmunda otrzymujemy

P

(
Y ≥ 1

2
‖Y ‖q

)
= P

(
Y q ≥

(
1

2

)q
E |Y |q

)
≥
(

1−
(

1

2

)q)2
(EY q)2

EY 2q

≥ 1

4

(EY q)2

(2C)2qδ (EY q)2
=

1

4
(2C)−2qδ ≥ e−C1(δ,C)q.

St ↪ad dla p ≥ p0 max (1, C1 (δ, C)) , bior ↪ac q = p/C1 (δ, C) , c1 (δ, C) = 1
2

(CC1 (δ, C))−δ ,
dostajemy c1 (δ, C) ‖S‖p ≤

1
2
‖S‖q oraz

P
(
|S| ≥ c1 (δ, C) ‖S‖p

)
≥ P

(
|S| ≥ 1

2
‖S‖q

)
≥ e−C1(δ,C)q = e−p.

Dla dowolnego p > 0, bior ↪ac c (δ, C, p0) = min
(
c1 (δ, C) , e−p0 max(1,C1(δ,C))

)
,

otrzymujemy

P
(
|S| ≥ c (δ, C, p0) ‖S‖p

)
≥ min

(
c (δ, C, p0) , e

−p) .

1.3 Znane oszacowania

Znanych jest wiele ważnych nierówności na momenty i ogony chaosu S.
Rzadko jednak s ↪a to oszacowania optymalne z dok ladności ↪a do sta lych za-
leżnych jedynie od rz ↪edu d wyrażone przez wielkości deterministyczne.

Montgomery-Smith poda l (por.[20]) nast ↪epuj ↪ace szacowanie w przypadku
gdy d = 1 oraz niezależne zmienne rzeczywiste X1, ..., Xn maj ↪a identyczny
rozk lad i s ↪a nieujemne lub symetryczne:

‖X1 + · · ·+Xn‖p ∼ sup

{
p

s

(
n

p

)1/s

‖X1‖s : max
(

1;
p

n

)
≤ s ≤ p

}
.

9



Lata la w [20] znacznie uogólni l wzór Montgomery-Smitha, udowadniaj ↪ac
nast ↪epuj ↪ace twierdzenie.

Twierdzenie 3 (Lata la) Niech X1, ..., Xn b ↪ed ↪a niezależnymi, rzeczywisty-
mi zmiennymi losowymi. Zdefiniujmy norm ↪e Orlicza ci ↪agu (Xi) nast ↪epuj ↪aco:

|||(Xi)|||p = inf

{
t > 0 :

∑
ln

(
E

(
1 +

Xi

t

)p)
≤ p

}
.

Jeżeli zmienne Xi s ↪a nieujemne i p ≥ 1 lub zmienne Xi s ↪a symetryczne i
p ≥ 2 wówczas zachodz ↪a szacowania

e− 1

e2
|||(Xi)|||p ≤ ‖X1 + ...+Xn‖p ≤ e |||(Yi)|||p .

Z powyższego twierdzenia wynikaj ↪a np. oszacowania na momenty i ogony
kombinacji liniowych niezależnych zmiennych rademacherowskich ri. Jeżeli
p ≥ 2, |a1| ≥ |a2| ≥ ... ≥ |an| , to

‖a1r1 + · · ·+ anrn‖p ∼
∑
i≤p

|ai|+
√
p

√∑
i>p

a2i . (1.3)

Formu la powyższa zosta la po raz pierwszy otrzymana przez Hitczenk ↪e i
Montgomery-Smitha [6]. Z (1.3) dostajemy natychmiast nierówność Chin-
czyna dla q > p ≥ 2 ∥∥∥∑ airi

∥∥∥
q
≤ C

√
q

p

∥∥∥∑ airi

∥∥∥
p
. (1.4)

We wprowadzonym przez nas j ↪ezyku nierówność (1.4) orzeka, że kombina-
cje liniowe zmiennych rademacherowskich maj ↪a w lasność semihiperkontrak-
tywności rz ↪edu 1/2 pocz ↪awszy od momentu 2.

W przypadku d = 2 znane precyzyjne szacowania momentów i ogonów S
by ly uzyskane przy dodatkowych za lożeniach na temat rozk ladów zmiennych
X

(r)
i (por. [11], [21], [24]).

W przypadku d ≥ 3 nie znano precyzyjnych oszacowań nawet w przy-
padku zmiennych gaussowskich, dopiero ca lkiem niedawno (styczeń 2005)
Lata la udowodni l precyzyjne szacowania dla chaosów gaussowskich rz ↪edu 3
(oraz z dok ladności ↪a do sta lych (max (1, ln p))d−3 dla chaosów rz ↪edu d > 3)
- por. rozdzia l 4.

Udowodnijmy teraz nast ↪epuj ↪acy
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Lemat 2 Dane s ↪a liczby C > 0, q > p > 0 i niezależne zmienne losowe
X1, X2, ..., Xn przyjmuj ↪ace wartości rzeczywiste (odpowiednio: nieujemne).
Jeżeli dla każdej kombinacji liniowej

∑
aiXi o rzeczywistych (nieujemnych)

wspó lczynnikach ai zachodzi nierówność∥∥∥∑ aiXi

∥∥∥
q
≤ C

∥∥∥∑ aiXi

∥∥∥
p
,

to dla każdej ca lkowitej dodatnej liczby d i chaosu S =
∑
ai1,...,idX

(1)
i1
· · ·X(d)

id

o rzeczywistych (nieujemnych) wspó lczynnikach ai1,...,id zachodzi nierówność∥∥∥∑ ai1,...,idX
(1)
i1
· · ·X(d)

id

∥∥∥
q
≤ Cd

∥∥∥∑ ai1,...,idX
(1)
i1
· · ·X(d)

id

∥∥∥
p
,

gdzie dla i = 1, 2, ..., n zmienne X
(r)
i , 1 ≤ r ≤ d, s ↪a niezależnymi kopiami

zmiennej Xi.

Dowód. Zastosujemy nast ↪epuj ↪ac ↪a (por. [18] str. 71) nierówność Min-
kowskiego: Jeżeli (S,S, µ) , (T, T , ν) s ↪a przestrzeniami mierzalnymi, to dla
każdej funkcji mierzalnej f (s, t) : S × T → R i q > p > 0∫
S

(∫
T

|f (s, t)|p ν (dt)

)q/p
µ (ds) ≤

(∫
T

(∫
S

|f (s, t)|q µ (ds)

)p/q
ν (dt)

)q/p

.

Przeprowadzimy rozumowanie indukcyjne wzgl ↪edem rz ↪edu d. Dla d = 1 teza
jest jednocześnie za lożeniem lematu. Za lóżmy, że lemat jest prawdziwy dla
liczb 1, 2, ..., d − 1. Niech E1,...,d−1 oznacza wartość oczekiwan ↪a wzgl ↪edem

zmiennych X
(r)
i , 1 ≤ r ≤ d − 1 zaś Ed wartość oczekiwan ↪a wzgl ↪edem X

(d)
i .

Na mocy za lożenia indukcyjnego i nierówności Minkowskiego, otrzymujemy

E
∣∣∣∑ ai1,...,idX

(1)
i1
· · ·X(d)

id

∣∣∣q
= EdE1,...,d−1

∣∣∣∑ ai1,...,idX
(1)
i1
· · ·X(d)

id

∣∣∣q
≤ EdC

(d−1)q
(
E1,...,d−1

∣∣∣∑ ai1,...,idX
(1)
i1
· · ·X(d)

id

∣∣∣p)q/p
≤ C(d−1)q

(
E1,...,d−1

(
Ed

∣∣∣∑ ai1,...,idX
(1)
i1
· · ·X(d)

id

∣∣∣q)p/q)q/p
≤ C(d−1)q

(
E1,...,d−1CEd

∣∣∣∑ ai1,...,idX
(1)
i1
· · ·X(d)

id

∣∣∣p)q/p
= Cdq

∥∥∥∑ ai1,...,idX
(1)
i1
· · ·X(d)

id

∥∥∥q
p
.

Z Lematu 2 wynika natychmiast nast ↪epuj ↪acy
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Wniosek 1 Jeżeli wszystkie kombinacje liniowe o rzeczywistych (odpowied-
nio: nieujemnych) wspó lczynnikach zmiennych rzeczywistych (nieujemnych)

X
(r)
i , 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ r ≤ d, maj ↪a w lasność semihiperkontraktywności rz ↪edu δ

pocz ↪awszy od pewnego momentu p0 > 0, to chaos S =
∑
ai1,...,idX

(1)
i1
· · ·X(d)

id

o rzeczywistych (nieujemnych) wspó lczynnikach ai1,...,id ma w lasność semihi-
perkontraktywności rz ↪edu dδ pocz ↪awszy również od momentu p0.

Z Wniosku 1 i z nierówności Chinczyna (1.4) wynika natychmiast nast ↪e-
puj ↪ace oszacowanie dla q > p ≥ 2 i chaosu generowanego przez niezależne
zmienne rademacherowskie r

(1)
i , ..., r

(d)
i , i = 1, ..., n,

∥∥∥∑ ai1,...,idr
(1)
i1
· · · r(d)id

∥∥∥
q
≤
(
Cq

p

)d/2 ∥∥∥∑ ai1,...,idr
(1)
i1
· · · r(d)id

∥∥∥
p
.

Korzystaj ↪ac z Twierdzenia 1 i nierówności powyżej otrzymujemy wariant
nierówności Borella (por. [2]) dla chaosu uzależnionego, generowanego przez
zmienne rademacherowskie.
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2 Oszacowania momentów i ogonów wielowy-

miarowych chaosów generowanych przez do-

datnie zmienne losowe z logarytmicznie wkl ↪e-

s lymi ogonami

Niech S =
∑
ai1,...,idX

(1)
i1
· · ·X(d)

id
b ↪edzie losowym chaosem rz ↪edu d generowa-

nym przez zmienne losowe X
(r)
i . W tym rozdziale przez ca ly czas b ↪edziemy

zak ladać, że wszystkie wspó lczynniki ai1,...,id s ↪a nieujemne i X
(r)
i s ↪a niezależ-

nymi, dodatnimi zmiennymi losowymi z logarytmicznie wkl ↪es lymi ogonami
(precyzyjne definicje podane s ↪a w pierwszym podrozdziale). Znanych jest
wiele ważnych nierówności na momenty i ogony S, nawet w bardziej ogólnym
przypadku U -statystyk (zob. [7], [9], [12] i [15]). Otrzymane przez nas osza-
cowania s ↪a jednak precyzyjniejsze i s ↪a optymalne z dok ladności ↪a do multipli-
katywnych sta lych zależnych jedynie od rz ↪edu d.

Optymalne szacowania momentów liniowych kombinacji (przypadek d =
1) niezależnych, symetrycznych, logarytmicznie wkl ↪es lych (tzn. z loga-
rytmicznie wkl ↪es lymi ogonami) zmiennych losowych by ly uzyskane przez
G luskina i Kwapienia (cf. [10]). W pracy [21] podobne nierówności zosta ly
podane dla chaosu rz ↪edu 2 generowanego przez tego typu zmienne (gaus-
sowskie chaosy rz ↪edu 2 by ly rozważane znacznie wcześniej w [11]). Metody
użyte w obydwu pracach mog ↪a być adaptowane do przypadku zmiennych
dodatnich (zob. [24]).

Wydaje si ↪e jednak, że istnieje zasadnicza różnica pomi ↪edzy chaosami
rz ↪edu d ≥ 3 oraz d = 2. Wydaje si ↪e, że praca [23] by la pierwszym krokiem w
stron ↪e bardziej ogólnych rezultatów obejmuj ↪acych przypadek d ≥ 3. Dopiero
ca lkiem niedawno - w styczniu 2005 - Lata la udowodni l dok ladne szacowania
w trudnym przypadku chaosów rz ↪edu 3 generowanych przez zmienne gaus-
sowskie. Niniejszy rozdzia l zawiera wyniki opublikowane w [23]. Okaza lo
si ↪e jednak, że narz ↪edzia tam użyte mog ↪a być znacznie uproszczone. W
[23] używa si ↪e twierdzenia Talagranda (cf. [26], [25]) dotycz ↪acego koncen-
tracyjnych w lasności miary 1

2
e−|x|dx, w niniejszej pracy uda lo si ↪e unikn ↪ać

konieczności stosowania tego twierdzenia, w rezultacie czego rozumowania
sta ly si ↪e bardziej elementarne.

Omówmy jak zorganizowany jest niniejszy rozdzia l . W pierwszym pod-
rozdziale ustalamy notacj ↪e, podajemy potrzebne definicje i formu lujemy g lów-
ne rezultaty. Nast ↪epnie, w drugim podrozdziale, dowodzimy oszacowań na
momenty w przypadku jednowymiarowym. W trzecim podrozdziale induk-
cyjnie dowodzimy oszacowań w przypadku wielowymiarowym.
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2.1 Notacja i sformu lowanie wyników

Ca ly czas b ↪edziemy w tym rozdziale stosować t ↪e sam ↪a konwencj ↪e dotycz ↪ac ↪a
liter c, C, c(d), C(d), któr ↪a sformu lowalísmy w rozdziale poprzednim.

Niech d i n b ↪ed ↪a dodatnimi liczbami ca lkowitymi. Przez i b ↪edziemy ozna-
czać d-wymiarowy multiindeks (i1, . . . , id) , gdzie 1 ≤ i1, . . . , id ≤ n, zaś przez
I - rodzin ↪e takich multiindeksów.

Dla I ⊂ {1, 2, . . . , d} oraz i ∈ J ⊂ I niech iI oznacza ci ↪ag (ik)k∈I i JI niech
b ↪edzie zbiorem wszystkich takich iI . Dla I ⊂ {1, 2, . . . , d} przez I ′ b ↪edziemy
oznaczać zbiór {1, 2, . . . , n} \I. W naszej notacji na przyk lad mamy i{1}′ =
(i2, . . . , id). Symbolem #I b ↪edziemy oznaczali moc zbioru I, symbolem R+

- przedzia l [0; +∞) .

Przez ca ly czas b ↪edziemy w tym rozdziale zak ladać, że X
(1)
i1
, . . . , X

(d)
id
,

1 ≤ i1, . . . , id ≤ n, s ↪a niezależnymi, dodatnimi zmiennymi losowymi z loga-
rytmicznie wkl ↪es lymi ogonami, tzn.

P
(
X

(r)
i ≥ t

)
= e−N

(r)
i (t)

dla 1 ≤ r ≤ d, 1 ≤ i ≤ n, t ≥ 0, gdzie N
(r)
i : R+ → R+ jest wypuk l ↪a, ścísle

rosn ↪ac ↪a funkcj ↪a, znormalizowan ↪a w ten sposób, że

N
(r)
i (1) = 1. (2.1)

Zdefiniujmy rodzin ↪e podzbiorów Rn
+,
{
Br
N ,p
}
1≤r≤d , jak poniżej

Br
N ,p =

{
x ∈ Rn

+ :
n∑
i=1

N
(r)
i (xi) ≤ p & (xi = 0 lub xi ≥ 1) dla i = 1, 2, . . . , n

}
.

Dla wielowymiarowej tablicy liczb rzeczywistych, (ai)i∈I , zdefiniujmy

∥∥(ai)i∈I
∥∥
N ,u = sup

{∑
i∈I

ai

d∏
r=1

(
1 + x

(r)
ir

)
: x(1) ∈ B1

N ,u, . . . , x
(d) ∈ Bd

N ,u

}
.

Przez S oznaczmy zmienn ↪a S =
∑
aiX

(1)
i1
· · ·X(d)

id
.

Teraz jesteśmy gotowi by sformu lować dwa g lówne twierdzenia tego roz-
dzia lu.

Twierdzenie 4 Istniej ↪a takie sta le 0 < c1(d) ≤ C1(d) < ∞, zależne tylko
od d, że dla dowolnego p ≥ 1 zachodz ↪a oszacowania

c1(d)
∥∥(ai)i∈I

∥∥
N ,p ≤ ‖S‖p ≤ C1(d)

∥∥(ai)i∈I
∥∥
N ,p .
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Twierdzenie 4 udowodnimy w ostatnim podrozdziale tego rozdzia lu a te-
raz zaprezentujemy kilka jego zastosowań i poczynimy kilka uwag. Zachodzi

Twierdzenie 5 Istniej ↪a sta le 0 < c2(d) ≤ C2(d) < ∞, zależne tylko od d i
takie, że dla dowolnego t ≥ 1 zachodz ↪a oszacowania

P
(
S ≥ C2 (d)

∥∥(ai)i∈I
∥∥
N ,t

)
≤ e−t

oraz
P
(
S ≥ c2 (d)

∥∥(ai)i∈I
∥∥
N ,t

)
≥ min

(
c2 (d) , e−t

)
.

Dowód. Z Twierdzenia 4 dla λ, p ≥ 1 otrzymujemy

‖S‖λp ≤ C1(d)
∥∥(ai)i∈I

∥∥
N ,λp ,

∥∥(ai)i∈I
∥∥
N ,p ≤

1

c1 (d)
‖S‖p.

Teraz wystarczy zauważyć, że
∥∥(ai)i∈I

∥∥
N ,λp ≤ (2λ)d

∥∥(ai)i∈I
∥∥
N ,p i zastosować

Twierdzenie 2 z poprzedniego rozdzia lu.
Uwaga. Norma

∥∥(ai)i∈I
∥∥
N ,u jest równoważna innej, nieco bardziej natu-

ralnej normie sup
{∑

i∈I ai
∏d

r=1

(
1 + x

(r)
ir

)
:
∑

iN
(r)
i (x

(r)
i ) ≤ u, r = 1, 2, . . . , d

}
,

zachodz ↪a bowiem oszacowania

∥∥(ai)i∈I
∥∥
N ,u ≤ sup

{∑
i∈I

ai

d∏
r=1

(
1 + x

(r)
ir

)
:
∑
i

N
(r)
i (x

(r)
i ) ≤ u, r = 1, 2, . . . , d

}
≤ 2d

∥∥(ai)i∈I
∥∥
N ,u .

Uwaga. Wszystkie oszacowania uzyskane w Twierdzeniach 4 i 5 mog ↪a zo-
stać uogólnione na przypadek, gdy funkcje N

(r)
i s ↪a wypuk le, ale niekoniecznie

ci ↪ag le lub ścísle rosn ↪ace na R+, np. mog ↪a przyjmować wartość 0 na pewnym
podprzedziale R+ jak również wartość +∞, pocz ↪awszy od pewnego argu-

mentu t0 (oznacza to, że zmienna X
(r)
i nie przyjmuje wartości wi ↪ekszych od

t0). W tej ogólniejszej sytuacji warunek normalizacyjny (2.1) należy zast ↪apić
przez nast ↪epuj ↪acy warunek

inf
{
t ≥ 0 : N

(r)
i (t) ≥ 1

}
= 1.

Uwaga. Z Twierdzenia 1 wynika natychmiast, że oszacowania zawarte
w Twierdzeniach 4 oraz 5 s ↪a również prawdziwe (z gorszymi sta lymi) dla
uzależnionych chaosów rz ↪edu d,

S̃ =
∑

1≤i1<...<id≤n

ai1,...,idXi1 · · ·Xid ,
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gdzie wspólczynniki ai1,...,id s ↪a nieujemne zaś dodatnie zmienne Xi s ↪a nie-
zależne i maj ↪a logarytmicznie wkl ↪es le ogony.

Przyk lad. Rozważmy szczególny przypadek, gdy wszystkie zmienne X
(r)
i

maj ↪a rozk lad wyk ladniczy, tzn.

P
(
X

(r)
i ≥ t

)
= e−t dla 1 ≤ r ≤ d, 1 ≤ i ≤ n, t ≥ 0.

W tym przypadku można oszacować norm ↪e
∥∥(ai)i∈I

∥∥
N ,u w nast ↪epuj ↪acy sposób

∥∥(ai)i∈I
∥∥
N ,u ≤ sup

{∑
ai

d∏
r=1

(
1 + b

(r)
ir

)
:
∑

b
(1)
i1
≤ u, . . . ,

∑
b
(d)
id
≤ u

}

= sup

 ∑
I⊂{1,2,...,d}

∑
ai
∏
r∈I

b
(r)
ir

:
∑

b
(1)
i1
≤ u, . . . ,

∑
b
(d)
id
≤ u

 .

Zatem

∥∥(ai)i∈I
∥∥
N ,u ≤

∑
I⊂{1,2,...,d}

sup

{∑
ai
∏
r∈I

b
(r)
ir

:
∑

b
(r)
ir
≤ u for r ∈ I

}
=

∑
I⊂{1,2,...,d}

u#I max
j∈II

∑
i:iI=j

ai. (2.2)

Z drugiej strony

∥∥(ai)i∈I
∥∥
N ,u ≥ max

I⊂{1,2,...,d}
sup

{∑
ai
∏
r∈I

b
(r)
ir

:
∑

b
(r)
ir
≤ u for r ∈ I

}
≥ 2−d

∑
I⊂{1,2,...,d}

u#I max
j∈II

∑
i:iI=j

ai. (2.3)

Z (2.2) i (2.3) oraz z Twierdzenia 4 dla wszystkich p ≥ 1 otrzymujemy∥∥∥∑ aiX
(1)
i1
· · ·X(d)

id

∥∥∥
p
∼d

∑
I⊂{1,2,...,d}

p#I max
j∈II

∑
i:iI=j

ai

=
∑
i1,...,id

ai1,...,id + pmax
i1

∑
i2,...,id

ai1,...,id + pmax
i2

∑
i1,i3,...,id

ai1,...,id

+ . . .+ pd max
i1,...,id

ai1,...,id .

Uwaga. Podamy zastosowanie uzyskanych oszacowań w pewnym mo-
delu grafu losowego, nieco innym od klasycznego modelu dwumianowego
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grafu losowego (por. [13]). Nowy model jest nast ↪epuj ↪acy. Dane s ↪a wierz-
cho lki grafu ponumerowane liczbami 1, 2, ..., n i niezależne, nieujemne, unor-
mowane zmienne losowe X̃{u,v}, u 6= v, u, v ∈ {1, 2, ..., n}, z logarytmicznie

wkl ↪es lymi ogonami. Nowy model grafu losowego G̃ (n) polega na tym, że
pomi ↪edzy dwoma różnymi wierzcho lkami u, v grafu G̃ (n) istnieje k różnych
nieskierowanych kraw ↪edzi z prawdopodobieństwem p{u,v} (k) = P (X{u,v} ∈
(k − 1, k]), k = 1, 2, ....

Niech teraz G0 b ↪edzie ustalonym grafem o niewielkiej liczbie kraw ↪edzi
d, przy czym każde dwa jego wierzcho lki po l ↪aczone s ↪a co najwyżej jedn ↪a
kraw ↪edzi ↪a. B ↪edzie interesować nas liczba kopii grafu G0 w grafie G̃(n), tzn.
liczba podgrafów G̃(n) izomorficznych z G0. Zauważmy, że interesuj ↪aca nas
liczba kopii grafu G0 w G̃(n), oznaczmy j ↪a przez S̃, ma taki sam rozk lad
jak chaos losowy generowany przez zmienne

(⌈
X{u,v}

⌉)
1≤u<v≤n . Mianowicie,

niech P b ↪edzie rodzin ↪a wszystkich kopii grafu G0 w grafie pe lnym o n wierz-
cho lkach G(n), wówczas S̃ można utożsamić ze zmienn ↪a

S̃ =
∑
H∈P

∏
{u,v}∈E(H)

⌈
X{u,v}

⌉
,

gdzie E (H) oznacza zbiór (nieskierowanych) kraw ↪edzi grafu H. Ze wzgl ↪edu
na szacowania

X{u,v} ≤
⌈
X{u,v}

⌉
< 1 +X{u,v},

P
(
X{u,v} ≥ 1

)
≥ e−1,

dla p > 0 zachodzi

EXp
{u,v} ≤ E

⌈
X{u,v}

⌉p ≤ 2pE
(

1 +Xp
{u,v}

)
≤ 2p(1 + e)EXp

{u,v},

a st ↪ad dla ca lkowitych dodatnich p

‖S‖p ≤
∥∥∥S̃∥∥∥

p
≤ 2#E(H) (1 + e)#E(H) ‖S‖p ,

gdzie S =
∑

H∈P
∏
{u,v}∈E(H)X{u,v} i badanie w lasności zmiennej S̃ można

sprowadzić do badania w lasności zmiennej, czym zajmujemy si ↪e w tym roz-
dziale.

Uwaga. W naszych rozważaniach nie zaj ↪elísmy si ↪e szybkości ↪a wzrostu
sta lych c−1i (d) i Ci(d), pojawiaj ↪acych si ↪e w Twierdzeniach 4 i 5. Z podanych
w nast ↪epnych podrozdzia lach dowodów można otrzymać szacowania c−11 (d) ≤
Cd oraz c−12 (d), Ci(d) ≤ (Cd)d. Nie ma jednak podstaw by s ↪adzić, że s ↪a to
optymalne szacowania tych sta lych.
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2.2 Przypadek jednowymiarowy

W tym podrozdziale udowodnimy Twierdzenie 4 w przypadku d = 1. B ↪edzie
to punkt wyj́scia do dowodu indukcyjnego w ogólnym przypadku d ≥ 1.
W celu uproszczenia notacji, do końca tego podrozdzia lu zamiast pisać X

(1)
i

b ↪edziemy pisać Xi i zamiast pisać N
(1)
i b ↪edziemy pisać Ni. Zatem w tym

przypadku, dla ci ↪agu nieujemnych liczb rzeczywistych (ai) i u > 0 mamy
S =

∑
aiXi oraz

‖(ai)‖N ,u = sup
{∑

ai (1 + bi) : (bi) ∈ B1
N ,u

}
.

Zacznijmy od nast ↪epuj ↪acego prostego lematu.

Lemat 3 Zachodz ↪a nierówności

e−1 ≤ EXi ≤ 1 + e−1

Dowód. Zauważmy, że z (2.1) EXi ≥ P (Xi ≥ 1) ≥ e−1, z drugiej strony,
wobec wypuk lości Ni, otrzymujemy

EXi ≤ 1 +

∫ ∞
1

exp(−Ni(t))dt ≤ 1 +

∫ ∞
1

e−tdt = 1 + e−1.

Udowodnimy, że dla p ≥ 1

c‖(ai)‖N ,p ≤ ‖S‖p ≤ C‖(ai)‖N ,p. (2.4)

Dowód (2.4) b ↪edzie inny niż w [23] i nie b ↪edzie wykorzystywa l twierdzenia
Talagranda dotycz ↪acego koncentracyjnych w lasności miary 1

2
e−|x|dx. Zamiast

twierdzenia Talagranda użyjemy dwóch nast ↪epuj ↪acych prostych lematów.

Lemat 4 Dla dowolnego ci ↪agu nieujemnych liczb rzeczywistych (bi) i nieza-
leżnych zmiennych Y1, ..., Yn o unormowanym rozk ladzie wyk ladniczym (EYi =
1) oraz u ≥ 0, p ≥ 1 zachodzi

P
(∑

biYi ≥ C
∑

bi + u
)
≤ exp

(
−1

2

u

maxi bi

)
; (2.5)∥∥∥∑ biYi

∥∥∥
p
≤ C

(∑
bi + pmax bi

)
.

Dowód. Istnieje taka sta la dodatnia C ≥ 1, że dla x ∈
[
0; 1

2

]
zachodzi

nierówność (1− x)−1 ≤ exp (Cx) . Korzystaj ↪ac z tej nierówności otrzymu-
jemy szacowanie transformaty Laplace’a zmiennej T =

∑
biYi

EeλT =
∏ 1

1− λbi
≤ exp

(
Cλ
∑

bi

)
,
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przy warunku, że dla 1 ≤ i ≤ n zachodzi λbi ≤ 1
2
. St ↪ad dla λ = 1

2
(maxi bi)

−1

i s > 0, z nierówności Czebyszewa, otrzymujemy

P
(
T ≥ C

(∑
bi + smax

i
bi

))
≤ exp

(
−Cλ

∑
bi − sCλmax

i
bi

)
EeλT

≤ exp

(
−1

2
Cs

)
.

Bior ↪ac t0 = C
∑
bi dla t = t0 + u ≥ t0 otrzymujemy (2.5)

P (T ≥ t) = P (T ≥ t0 + u) = P
(
T ≥ C

∑
bi + u

)
= P

(
T ≥ C

(∑
bi +

(
u

C maxi bi

)
max
i
bi

))
≤ exp

(
−1

2
C

u

C maxi bi

)
= exp

(
−1

2

u

maxi bi

)
.

Wobec powyższej nierówności, ca lkuj ↪ac przez cz ↪eści dostajemy

ET p =

∫ ∞
0

ptp−1P (T ≥ t) dt ≤ ptp0 + p

∫ ∞
t0

tp−1P (T ≥ t) dt

≤ ptp0 + p

∫ ∞
t0

2p−1
{
tp−10 + (t− t0)p−1

}
P (T ≥ t) dt

≤ ptp0 + p2p−1tp−10

∫ ∞
t0

P (T ≥ t) dt+ p2p
∫ ∞
0

up−1e−u/(2maxi bi)du

≤ ptp0 + p2p−1tp−10 ET + p2p
(

2 max
i
bi

)p ∫ ∞
0

vp−1e−vdv

≤ p (2t0)
p + p2p

(
2 max

i
bi

)p
Γ (p)

≤ p (2t0)
p + 2ppp+1

(
2 max

i
bi

)p
.

Z ostatniej nierówności otrzymujemy wreszcie∥∥∥∑ biYi

∥∥∥
p
≤ C

(∑
bi + pmax

i
bi

)
.

(Pojawiaj ↪aca si ↪e tu sta la C, zgodnie z przyj ↪et ↪a konwencj ↪a niekoniecznie jest
równa wcześniej użytym sta lym, oznaczonym przez C.)

Przejdźmy do nast ↪epnego lematu.

Lemat 5 Dla dowolnego ci ↪agu liczb rzeczywistych a1 ≥ a2 ≥ ... ≥ an > 0
i niezależnych zmiennych X1, ..., Xn (o unormowanym rozk ladzie z logaryt-
micznie wkl ↪es lymi ogonami) zachodzi∥∥∥∑ aiXi

∥∥∥
p
≤

∥∥∥∥∥∑
i≤p

aiXi

∥∥∥∥∥
p

+ C
∑

ai. (2.6)
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Dowód. Z nierówności trójk ↪ata

∥∥∥∑ aiXi

∥∥∥
p
≤

∥∥∥∥∥∑
i≤p

aiXi

∥∥∥∥∥
p

+

∥∥∥∥∥∑
i>p

aiXi

∥∥∥∥∥
p

.

Z unormowania zmiennych Xi i wypuk lości funkcji Ni wynika nierówność
P (Yi ≥ t) ≥ P (Xi ≥ t) gdy t ≥ 1 i Yi oznaczaj ↪a unormowane zmienne losowe
o rozk ladzie wyk ladniczym. Na mocy poprzedniego lematu mamy∥∥∥∥∥∑

i>p

aiXi

∥∥∥∥∥
p

≤

∥∥∥∥∥∑
i>p

aiXiI{Xi≤1}

∥∥∥∥∥
p

+

∥∥∥∥∥∑
i>p

aiXiI{Xi>1}

∥∥∥∥∥
p

≤
∑
i>p

ai +

∥∥∥∥∥∑
i>p

aiYi

∥∥∥∥∥
p

≤ C

(∑
i>p

ai + pmax
i>p

ai

)
.

Wobec przyj ↪etego za lożenia a1 ≥ a2 ≥ ... ≥ an, wi ↪ec maxi>p ai ≤ 1
p

∑
i≤p ai,

a zatem ∥∥∥∑ aiXi

∥∥∥
p
≤

∥∥∥∥∥∑
i≤p

aiXi

∥∥∥∥∥
p

+ C

(∑
i>p

ai + p
1

p

∑
i≤p

ai

)

≤

∥∥∥∥∥∑
i≤p

aiXi

∥∥∥∥∥
p

+ C
∑

ai.

Przejdźmy wreszcie do dowodu (2.4).
Dowód. Wpierw udowodnimy w taki sam sposób jak w [10] oszacowanie

z do lu. Ponieważ ‖S‖1 ≤ ‖S‖p, wi ↪ec wobec definicji ‖(ai)‖N ,u i Lematu 3 za-
uważamy, że wystarczy udowodnić, że dla dowolnego ci ↪agu (bi) nieujemnych
liczb rzeczywistych, dla którego

∑
Ni(bi) ≤ p, zachodzi∑

aibi ≤ e‖S‖p. (2.7)

Mamy

‖S‖p ≥
∥∥∥∑ aiXi

∥∥∥
p
≥
(∑

aibi

)
(P (Xi ≥ bi dla i = 1, 2, ..., n))1/p

≥
(∑

aibi

)
exp

(
−1

p

∑
Ni(bi)

)
≥ 1

e

∑
aibi.

Zatem zachodzi (2.7).
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W celu wykazania oszacowania z góry zauważmy, że wobec (2.6) wystar-
czy udowodnić, że ∥∥∥∥∥∑

i≤p

aiXi

∥∥∥∥∥
p

≤ ‖(ai)‖N ,p.

Zauważmy dalej, że każda ze zmiennych Ni (Xi) ma rozk lad wyk ladniczy
(P (Ni (Xi) ≥ t) = P

(
Xi ≥ N−1i (t)

)
= e−t), zmienna

∑
i≤pNi (Xi) ma za-

tem rozk lad Γ (q, 1) , q ≤ p, a st ↪ad, na podstawie (2.5), dla k ≥ 1

P

(∑
i≤p

Ni (Xi) ≥ Ckp

)
≤ e−kp.

St ↪ad i z wypuk lości Ni otrzymujemy

E

(∑
i≤p

aiXi

)p

≤ sup

{(∑
aibi

)p
:
∑
i≤p

Ni (bi) ≤ Cp

}

+
∞∑
k=1

sup

{(∑
aibi

)p
: Ckp <

∑
i≤p

Ni (bi) ≤ C (k + 1) p

}
×

× P

(∑
i≤p

Ni (Xi) > Ckp

)

≤ Cp sup

{(∑
aibi

)p
:
∑
i≤p

Ni (bi) ≤ p

}

+
∞∑
k=1

Cp (k + 1)p sup

{(∑
aibi

)p
:
∑
i≤p

Ni (bi) ≤ p

}
· e−kp

≤ Cp sup

{(∑
aibi

)p
:
∑
i≤p

Ni (bi) ≤ p

}
≤ Cp‖(ai)‖pN ,p.

Z (2.4), w dok ladnie taki sam sposób jak w dowodzie Twierdzenia 5,
otrzymujemy teraz oszacowanie na ogony S

P (S ≥ C‖(ai)‖N ,p) ≤ e−p. (2.8)

Korzystaj ↪ac z (2.8), udowodnimy teraz nast ↪epuj ↪acy, wykorzystany w nast ↪epnym
podrozdziale
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Lemat 6 Niech A b ↪edzie skończonym podzbiorem Rn
+. Dla a = (a1, . . . , an) ∈

A zdefiniujmy Sa =
∑
aiXi, wówczas dla każdego p ≥ 1 prawdziwe jest

nast ↪epuj ↪ace oszacowanie∥∥∥∥max
a∈A

(
Sa − C

∑
ai

)
+

∥∥∥∥
p

≤ C (p+ ln #A) max
a∈A

max
i
ai. (2.9)

Dowód. Z wypuk lości Ni i z warunku (2.1) mamy Ni (x) ≥ x dla x ≥ 1,
zatem dla s ≥ 0

‖(ai)‖N ,s ≤
∑

ai + sup
{∑

aibi :
∑

bi ≤ s
}

=
∑

ai + smax
i
ai.

St ↪ad i z (2.8) otrzymujemy

P
(
Sa > C

(∑
ai + smax

i
ai

))
≤ 2e−s,

P

((
Sa − C

∑
ai

)
+
> Csmax

a∈A
max
i
ai

)
≤ 2e−s.

Dalej

P

(
max
a∈A

(
Sa − C

∑
ai

)
+
≥ Csmax

a∈A
max
i
ai

)
≤
∑
a∈A

P

((
Sa − C

∑
ai

)
+
≥ Csmax

a∈A
max
i
ai

)
≤ 2#Ae−s

oraz

P

(
max
a∈A

(
Sa − C

∑
ai

)
+
≥ C (1 + s) (p+ ln #A) max

a∈A
max
i
ai

)
≤ 2#Ae−(1+s)(p+ln#A) ≤ 2e−sp.

Ca lkuj ↪ac przez cz ↪eści, dostajemy∥∥∥∥max
a∈A

(
Sa − C

∑
ai

)
+

∥∥∥∥
p

≤ C (p+ ln #A) max
a∈A

max
i
ai

+ C (p+ ln #A) max
a∈A

max
i
ai

(∫ ∞
0

2ptp−1e−ptdt

)1/p

≤ C (p+ ln #A) max
a∈A

max
i
ai.
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2.3 Przypadek wielowymiarowy

W tym podrozdziale udowodnimy Twierdzenie 4 przeprowadzaj ↪ac dowód in-
dukcyjny ze wzgl ↪edu na rz ↪ad d. Pierwszy krok indukcyjny zosta l już wy-
konany w poprzednim podrozdziale. Za lóżmy zatem, że Twierdzenie 4 jest
prawdziwe dla wszystkich r gdy 1 ≤ r ≤ d− 1. Korzystaj ↪ac z tego za lożenia
udowodnimy prawdziwość Twierdzenia 4 dla chaosów rz ↪edu d. Wpierw udo-
wodnimy oszacowanie z do lu, czyli

‖S‖p ≥ c1 (d)
∥∥(ai)i∈I

∥∥
N ,p . (2.10)

Dowód. Iteruj ↪ac oszacowanie z do lu w (2.4) (podstawiaj ↪ac za Xi kolejno

X
(d)
i , ..., X

(1)
i ) dostajemy

‖S‖p =
∥∥∥∑ aiX

(1)
i1
· · ·X(d)

id

∥∥∥
p

=

(
E1,...,d−1

((
Ed

(∑
aiX

(1)
i1
· · ·X(d)

id

)p)1/p)p)1/p

≥

(
E1,...,d−1

(
c sup
x(d)∈BdN ,p

∑
aiX

(1)
i1
· · ·X(d−1)

id−1

(
1 + x

(d)
id

))p)1/p

≥ c sup
x(d)∈BdN ,p

∥∥∥∑ aiX
(1)
i1
· · ·X(d−1)

id−1

(
1 + x

(d)
id

)∥∥∥
p

≥ ... ≥ cd sup
x(r)∈BrN ,p,r=1,2,...,d

∑
ai

d∏
r=1

(
1 + x

(r)
ir

)
= cd

∥∥(ai)i∈I
∥∥
N ,p

Z powyższej nierowności orzymujemy (2.10) z c1(d) = cd.

Aby udowodnić oszacowanie z góry

‖S‖p ≤ C1 (d)
∥∥(ai)i∈I

∥∥
N ,p (2.11)

użyjemy dwóch nast ↪epuj ↪acych spostrzeżeń.

1. Indeksy i1, . . . , id można przenumerować w ten sposób, by dla 1 ≤ r ≤ d
zachodzi la implikacja

jeżeli i < j to
∑
i:ir=i

ai ≥
∑
i:ir=j

ai. (2.12)
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2. Zbiór I można rozbić na sum ↪e nast ↪epuj ↪acych roz l ↪acznych podzbiorów
Ir, 1 ≤ r ≤ d,

Ir = {i ∈ I :ir > max (i1, . . . , ir−1) oraz ir ≥ max (ir+1, . . . , id)} .

Zak ladaj ↪ac, że zachodzi (2.11) dla d− 1, możemy napisać

‖S‖p =

∥∥∥∥∥
d∑
r=1

∑
i∈Ir

aiX
(1)
i1
· · ·X(d)

id

∥∥∥∥∥
p

≤
d∑
r=1

∥∥∥∥∥∑
i∈Ir

aiX
(1)
i1
· · ·X(d)

id

∥∥∥∥∥
p

≤ C1(d− 1)
d∑
r=1

∥∥∥∥∥∥∥∥
∥∥∥∥∥∥∥
 ∑

i∈Ir:i{r}′=j

aiX
(r)
ir


j∈(Ir){r}′

∥∥∥∥∥∥∥
N ,p

∥∥∥∥∥∥∥∥
p

.

Aby udowodnić (2.11) wystarczy zatem pokazać dla r = 1, . . . , d nierówność∥∥∥∥∥∥∥∥
∥∥∥∥∥∥∥
 ∑

i∈Ir:i{r}′=j

aiX
(r)
ir


j∈(Ir){r}′

∥∥∥∥∥∥∥
N ,p

∥∥∥∥∥∥∥∥
p

≤ C(d)
∥∥(ai)i∈I

∥∥
N ,p . (2.13)

Dowód. Rozważymy tylko przypadek odpowiadaj ↪acy r = 1, dowód dla
innych wartości r jest dok ladnie taki sam. Zgodnie z przyj ↪et ↪a konwencj ↪a
C(d) może oznaczać różne sta le zależne tylko od d, (w szczególności może
oznaczać sta le zależne od wartości c1(d− 1) i C1(d− 1)).

W celu uproszczenia notacji oznaczmy J1 = (I1){1}′ i dodatkowo dla I ⊂
{1, . . . , d} zdefiniujmy∥∥∥(aj)j∈II

∥∥∥
N ,u

= sup

∑
j∈II

aj
∏
r∈I

(
1 + x

(r)
jr

)
: x(r) ∈ Br

N ,u dla r ∈ I

 .

Mamy∥∥∥∥∥∥∥
 ∑

i∈I1:i{1}′=j

aiX
(1)
i1


j∈J1

∥∥∥∥∥∥∥
N ,p

= sup
x(r)∈BrN ,p,2≤r≤d

∑
j∈J1

 ∑
i∈I1:i{1}′=j

aiX
(1)
i1

(1 + x
(2)
j2

)
· · ·
(

1 + x
(d)
jd

)
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oraz dla x(r) ∈ Rn
+, 2 ≤ r ≤ d,(

1 + x
(2)
j2

)
· · ·
(

1 + x
(d)
jd

)
≤ x

(2)
j2
· · ·x(d)jd +

∑
2≤q≤d

d∏
r=2
r 6=q

(
1 + x

(r)
jr

)
.

Zatem∥∥∥∥∥∥∥
 ∑

i∈I1:i{1}′=j

aiX
(1)
i1


j∈J1

∥∥∥∥∥∥∥
N ,p

≤ sup
x(r)∈BrN ,p,2≤r≤d

∑
j∈J1

 ∑
i∈I1:i{1}′=j

aiX
(1)
i1

x
(2)
j2
· · ·x(d)jd

+
∑

2≤q≤d

sup
x(r)∈BrN ,p,2≤r≤d

∑
j∈J1

 ∑
i∈I1:i{1}′=j

aiX
(1)
i1

 n∏
r=2,
r 6=q

(
1 + x

(r)
jr

)
.

Z za lożenia indukcyjnego, dla dowolnego ca lkowitego 2 ≤ q ≤ r∥∥∥∥∥∥∥ sup
x(r)∈BrN ,p,2≤r≤d

∑
j∈J1

 ∑
i∈I1:i{1}′=j

aiX
(1)
i1

 n∏
r=2
r 6=q

(
1 + x

(r)
jr

)∥∥∥∥∥∥∥
p

=

∥∥∥∥∥∥∥ sup
x(r)∈BrN ,p,2≤r≤d

∑
j∈(I1){q}′

 ∑
i∈I1:i{q}′=j

ai

X
(1)
j1

n∏
r=2
r 6=q

(
1 + x

(r)
jr

)∥∥∥∥∥∥∥
p

≤ c−11 (d− 1)

∥∥∥∥∥∥∥
∑

j∈(I1){q}′

 ∑
i∈I1:i{q}′=j

ai

 n∏
r=1
r 6=q

X
(r)
jr

∥∥∥∥∥∥∥
p

≤ C(d)

∥∥∥∥∥∥∥
 ∑

i∈I1:i{q}′=j

ai


j∈(I1){q}′

∥∥∥∥∥∥∥
N ,p

≤ C(d)
∥∥(ai)i∈I

∥∥
N ,p .

Zatem wystarczy udowodnić, że∥∥∥∥∥∥ sup
x(r)∈BrN ,p,2≤r≤d

∑
j∈J1

 ∑
i∈I1:i{1}′=j

aiX
(1)
i1

x
(2)
j2
· · · x(d)jd

∥∥∥∥∥∥
p

≤ C(d)
∥∥(ai)i∈I

∥∥
N ,p .

(2.14)
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Dla 2 ≤ r ≤ d zdefiniujmy zbiory

U (r) =
{
x(r) ∈ Br

N ,p : N
(r)
i

(
x
(r)
i

)
≤ 1 dla i < p

}
∩

∩
∞⋂
k=1

{
x(r) ∈ B(r)

N ,p : N
(r)
i

(
x
(r)
i

)
≤ k3 dla i ∈

[
2k−1p; 2kp

)}
,

V (r) =
{
x(r) ∈ Br

N ,p : x
(r)
i = 0 lub N

(r)
i

(
x
(r)
i

)
> 1 dla i < p

}
∩

∩
∞⋂
k=1

{
x(r) ∈ Br

N ,p : x
(r)
i = 0 lub N

(r)
i

(
x
(r)
i

)
> k3 dla i ∈

[
2k−1p; 2kp

)}
.

Dla każdego x(r) ∈ Br
N ,p istniej ↪a takie y(r) ∈ U (r), z(r) ∈ V (r) że x(r) =

y(r) + z(r). Niech J oznacza rodzin ↪e podzbiorów indeksów zdefiniowan ↪a w
sposób nast ↪epuj ↪acy:

J =
{
I ⊆ {1, 2, . . .} : #I ≤ p,#I ∩

[
2k−1p; 2kp

)
≤ p

k3
dla k = 1, 2, . . .

}
.

Zauważmy, że

jeżeli x(r) ∈ V (r) to
{
i : x

(r)
i 6= 0

}
∈ J . (2.15)

Stosuj ↪ac nierówność
∑

k≤m
(
n
k

)
≤
(
Cn
m

)m
, otrzymujemy oszacowanie mocy J

#J ≤ 2p
∞∏
k=1

(
C2k−1p

p/k3

)p/k3
≤ Cp

∞∏
k=1

(
2k−1k3

)p/k3 ≤ Cp. (2.16)

Zauważmy, że dla każedgo takiego I, że #I ≤ p i każdego takiego q, że
2 ≤ q ≤ d, z za lożenia indukcyjnego dostajemy∥∥∥∥∥∥ sup
x(r)∈BrN ,p,2≤r≤d

∑
i∈I1:iq∈I

aiX
(1)
i1
x
(2)
i2
· · · x(d)id

∥∥∥∥∥∥
p

≤ c−11 (d− 1)

∥∥∥∥∥∥
∑

i∈I1:iq∈I

aiX
(1)
i1
X

(2)
i2
· · ·X(d)

id

∥∥∥∥∥∥
p

≤ c−11 (d− 1)C1 (d− 1)

∥∥∥∥∥∥ sup
x(r)∈BrN ,u,r∈{q}

′

∑
i∈I1:iq∈I

ai

(
1 + x

(1)
i1

)
· · ·X(q)

iq
· · ·
(

1 + x
(d)
id

)∥∥∥∥∥∥
p

≤ C (d)
∥∥(ai)i∈I1

∥∥
N ,p . (2.17)

Ostatnie szacowanie otrzymuje si ↪e korzystaj ↪ac z dwóch nast ↪epuj ↪acych spo-
strzeżeń:
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• funkcja

f
(
x(q)
)

=

∥∥∥∥∥∥ sup
x(r)∈BrN ,p,r∈{q}

′

∑
i∈I1:iq∈I

ai(1 + x
(1)
i1

) · · ·x(q)iq · · · (1 + x
(d)
id

)

∥∥∥∥∥∥
p

jest dodatnio jednorodna na Rn
+ (tzn. f

(
tx(q)

)
= tf

(
x(q)
)

gdy t ≥ 0),

• z wypuk lości N
(q)
i i st ↪ad, że zmienna losowa

∑
iq∈I N

(q)
iq

(
X

(q)
iq

)
ma

rozk lad Γ (#I, 1) (przypomnijmy, że #I ≤ p)

P

∑
iq∈I

N
(q)
iq

(
1

C (1 + t)
X

(q)
iq

)
> p


≤ P

∑
iq∈I

N
(q)
iq

(
X

(q)
iq

)
> C (1 + t) p

 ≤ e−ctp.

(Ostatnia nierówność wynika z (2.5).)

Z powyższych spostrzeżeń wynika, iż

P
(
f
(
X(q)

)
≥ C (1 + t)

∥∥(ai)i∈I1
∥∥
N ,p

)
≤ e−ctp

sk ↪ad, ca lkuj ↪ac przez cz ↪eści, dostajemy

E
{
f
(
X(q)

)}p ≤ Cp
∥∥(ai)i∈I1

∥∥p
N ,p .

Z (2.17), (2.16) oraz (2.15) wynika, że∥∥∥∥∥ sup
x(r)∈BrN ,p,2≤r≤d,x(q)∈V (q)

∑
i∈I1

aiX
(1)
i1
x
(2)
i2
· · ·x(d)id

∥∥∥∥∥
p

≤

∥∥∥∥∥∥sup
I∈J

sup
x(r)∈BrN ,p,2≤r≤d

∑
i∈I1:iq∈I

aiX
(1)
i1
x
(2)
i2
· · ·x(d)id

∥∥∥∥∥∥
p

≤

∑
I∈J

∥∥∥∥∥∥ sup
x(r)∈BrN ,p,2≤r≤d

∑
i∈I1:iq∈I

aiX
(1)
i1
x
(2)
i2
· · ·x(d)id

∥∥∥∥∥∥
p

p

1/p

≤ C (d)
(

(#J )
∥∥(ai)i∈I1

∥∥p
N ,p

)1/p
≤ C (d)

∥∥(ai)i∈I1
∥∥
N ,p . (2.18)
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Niech C0 b ↪edzie sta l ↪a wyst ↪epuj ↪ac ↪a w (2.9). Ponieważ

sup
x(r)∈U(r),2≤r≤d

∑
i∈I1

aiC0x
(2)
i2
· · ·x(d)id ≤ C0

∥∥(ai)i∈I
∥∥
N ,p ,

wi ↪ec wobec (2.18) aby dowieść (2.14) wystarczy udowodnić, że∥∥∥∥∥ sup
x(r)∈U(r),2≤r≤d

∑
i∈I1

ai(X
(1)
i1
− C0)x

(2)
i2
· · ·x(d)id

∥∥∥∥∥
p

≤ C(d)
∥∥(ai)i∈I

∥∥
N ,p . (2.19)

Zauważmy teraz, że ponieważ N
(r)
i (x) ≥ x dla x ≥ 1, 1 ≤ r ≤ d, 1 ≤ i ≤

n, wi ↪ec dla a ≥ 1 i dowolnych (niekoniecznie dodatnich) liczb rzeczywistych
t1, t2, . . . , tn

sup

{∑
i∈I1

aiti1x
(2)
i2
· · ·x(d)id : x(r) ∈ Br

N ,u,
∥∥∥(N (r)

ir

(
x
(r)
ir

))∥∥∥
∞
≤ a, 2 ≤ r ≤ d

}

≤ sup

{∑
i∈I1

aiti1x
(2)
i2
· · ·x(d)id :

∑
x
(r)
ir
≤ p,

∥∥x(r)∥∥∞ ≤ a, 2 ≤ r ≤ d

}
≤ ad−1 max

#Ir≤dp/ae,2≤r≤d

∑
i∈I1:ir∈Ir,2≤r≤d

aiti1

(powyżej i dalej stosujemy konwencj ↪e
∑

i∈∅ bi = 0). Zatem, z definicji I1 i
U (r) otrzymujemy∥∥∥∥∥ sup
x(r)∈U(r),2≤r≤d

∑
i∈I1

ai(X
(1)
i1
− C0)x

(2)
i2
· · ·x(d)id

∥∥∥∥∥
p

≤
∑
l≥1

∥∥∥∥∥∥ sup
x(r)∈U(r),2≤r≤d

∑
i∈I1:2l−1p≤i1<2lp

ai(X
(1)
i1
− C0)x

(2)
i2
· · · x(d)id

∥∥∥∥∥∥
p

≤
∑

1≤l≤p1/3
l3(d−1)

∥∥∥∥∥∥∥∥ max
Ir⊂{1,...,2lp−1}

#Ir≤dp/l3e,2≤r≤d

 ∑
i∈I1:2l−1p≤i1<2lp,

ir∈Ir,2≤r≤d

ai

(
X

(1)
i1
− C0

)
+

∥∥∥∥∥∥∥∥
p

+ pd−1
∑
l>p1/3

∥∥∥∥∥∥∥∥∥ max
j∈I1:2l−1p≤j1<2lp

 ∑
i∈I1:i{1}′=j{1}′

2l−1p≤i1<2lp

ai

(
X

(1)
i1
− C0

)
+

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
p

. (2.20)

28



Stosuj ↪ac Lemat 6 oszacujemy praw ↪a stron ↪e powyższej nierówności. Dla l ≤
p1/3 mamy

#
{

(Ir)1≤r≤d : Ir ⊂
{

1, . . . , 2lp− 1
}
,#Ir ≤

⌈
p/l3

⌉
for 1 ≤ r ≤ d

}
≤

((
C2lp

p/l3

)2p/l3
)d

≤ Cdp/l2 ≤ Cdp. (2.21)

Korzystaj ↪ac z (2.12) otrzymujemy

max
Ir⊂{1,...,2lp−1}

#Ir≤dp/l3e,2≤r≤d

max
2l−1p≤i<2lp

∑
i∈I1:i1=i,

i(r)∈Ir,2≤r≤d

ai

≤ max
i≥2l−1p

∑
i∈I:i1=i

ai ≤
1

2l−1p

∑
i∈I

ai. (2.22)

Z (2.9), (2.21) i (2.22) dostajemy∥∥∥∥∥∥∥∥ max
Ir⊂{1,...,2lp−1}

#Ir≤dp/l3e,2≤r≤d

 ∑
i∈I1:2l−1p≤i1<2lp,

ir∈Ir,2≤r≤d

ai

(
X

(1)
i1
− C0

)
+

∥∥∥∥∥∥∥∥
p

≤ C
(
p+ lnCdp

)
max

Ir⊂{1,...,2lp−1}
#Ir≤dp/l3e,2≤r≤d

max
2l−1p≤i<2lp

∑
i∈I1:i1=i,

i(r)∈Ir,2≤r≤d

ai

≤ Cpd
1

2l−1p

∑
i∈I

ai ≤
Cd

2l−1

∑
i∈I

ai.

Zatem

∑
1≤l≤p1/3

l3(d−1)

∥∥∥∥∥∥∥∥ max
Ir⊂{1,...,2lp−1},

#Ir≤dp/l3e,2≤r≤d

∑
i∈I1:i1=i,

i(r)∈Ir,2≤r≤d

ai(X
(1)
i1
− C0)

∥∥∥∥∥∥∥∥
p

≤
∑

1≤l≤p1/3
l3(d−1)

Cd

2l−1

∑
i∈I

ai ≤ C (d)
∑
i∈I

ai. (2.23)

Dla l > p1/3 podobnie dostajemy

max
i∈I1:2l−1p≤i1<2lp

ai ≤
1

2l−1p

∑
i∈I

ai
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oraz (ponieważ #
{
j ∈ I1 : 2l−1p ≤ j1 < 2lp

}
≤ (2lp)d)

∥∥∥∥∥∥∥∥∥ max
j∈I1:2l−1p≤j1<2lp

 ∑
i∈I1:i{1}′=j{1}′

2l−1p≤i1<2lp

ai(X
(1)
i1
− C0)


+

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
p

≤ Cld

2l−1

∑
i∈I

ai.

Zatem

pd−1
∑
l>p1/3

∥∥∥∥∥∥∥∥∥ max
j∈I1:2l−1p≤j1<2lp

 ∑
i∈I1:i{1}′=j{1}′

2l−1p≤i1<2lp

ai(X
(1)
i1
− C0)


+

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
p

≤ pd−1
∑
l>p1/3

Cld

2l−1

∑
i∈I

ai ≤ C (d)
∑
i∈I

ai. (2.24)

Wreszcie, z (2.20), (2.23) i (2.24) dostajemy (2.19), co kończy dowód Twier-
dzenia 4.
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3 Oszacowania momentów i ogonów chaosów

generowanych przez nieujemne zmienne dwu-

punktowe i ich zastosowanie w modelu dwu-

mianowym grafu losowego

W tym rozdziale zajmujemy si ↪e szacowaniem momentów i ogonów chaosów
∆d =

∑
ai1,...,idX

(1)
i1
...X

(d)
id

o nieujemnych wspó lczynnikach ai1,...,id , generowa-
nych przez niezależne zmienne dwupunktowe o rozk ladzie

P
(
X

(r)
i = 1

)
= 1− P

(
X

(r)
i = 0

)
= α ∈ (0; 1) .

Niniejszy rozdzia l zorganizowany jest w nast ↪epuj ↪acy sposób.
W pierwszym podrozdziale, korzystaj ↪ac z Twierdzenia 3 (Lata ly) poda-

jemy, z dok ladności ↪a do uniwersalnych sta lych, oszacowania momentów kom-
binacji liniowych o dodatnich wspó lczynnikach zmiennych X

(1)
i .

W drugim podrozdziale zajmujemy si ↪e oszacowaniami momentów form
wieloliniowych od zmiennych X

(r)
i .

W trzecim podrozdziale stosujemy otrzymane w poprzednich podrozdzia-
 lach rezultaty do udowodnienia semihiperkontraktywnych w lasności chaosu
generowanego przez niezależne zmienne dwupunktowe i stosujemy je w mo-
delu dwumianowym grafu losowego.

Z semihiperkontrakcji wynikaj ↪a, w standardowy sposób, przez użycie
nierówności Czebyszewa i nierówności Paleya-Zygmunda, dwustronne osza-
cowania na ogony wyrażone w terminach momentów. My zastosujemy t ↪e
technik ↪e do identyfikacji wielkości pojawiaj ↪acych si ↪e w badaniu prawdopodo-
bieństw odchyleń liczby ma lych podgrafów ponad wielokrotności jej wartości
oczekiwanej w klasycznym, dwumianowym modelu grafu losowego (o pew-
nym innym modelu by la mowa w jednej z uwag poprzedniego rozdzia lu).
Nieco inne techniki do badania tych prawdopodobieństw rozwin ↪eli Janson,
Oleszkiewicz i Ruciński w [14].

Technika oparta na semihiperkontrakcji pozwoli la ulepszyć nieco wyniki
autorów [14] w przypadku ma lych podgrafów b ↪ed ↪acych np. gwiazdami lub
trójk ↪atami, o czym mowa jest w czwartym podrozdziale.

3.1 Oszacowania momentów kombinacji liniowych nie-
ujemnych zmiennych dwupunktowych

Ca ly czas b ↪edziemy w tym rozdziale stosować t ↪e sam ↪a konwencj ↪e dotycz ↪ac ↪a
liter c i C któr ↪a stosowalísmy w rozdziale poprzednim.
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RelacjaA ∼ B, podobnie jak poprzednio oznacza, że zachodz ↪a nierówności
cA ≤ B ≤ CA, α b ↪edzie oznaczać pewn ↪a liczb ↪e z przedzia lu (0; e−16] .

Przez X1, X2, ..., Xn b ↪edziemy teraz oznaczać niezależne zmienne losowe
o rozk ladzie dwupunktowym

P (Xi = 1) = 1− P (Xi = 0) = α.

Niech a1, a2, ..., an b ↪ed ↪a liczbami dodatnimi. Udowodnimy nast ↪epuj ↪ace
twierdzenie dotycz ↪ace szacowania momentów zmiennej ∆ =

∑
i aiXi.

Twierdzenie 6 Dla p ≥ 1 zachodzi

‖∆‖p ∼ sup
{∑

aibi :
∑

m∗ (bi) ≤ 1
}
,

gdzie

m∗ (λ) =


0 gdy 0 ≤ λ ≤ eα,

λ
p

ln λ
eα

gdy αe < λ ≤ 1,

+∞ gdy 1 < λ,

jeżeli p ≥ ln 1
α

oraz

m∗ (λ) =


0 gdy 0 ≤ λ ≤ αe,

λ
p

ln λ
eα

gdy αe < λ ≤ αep,
p−1
p

(αep)−
1
p−1 λ

p
p−1 gdy αep < λ,

jeżeli p < ln 1
α
.

Dowód. Zastosujemy Twierdzenie 3 (Lata ly) z rozdzia lu 1. Z tego
ogólnego twierdzenia wynika w szczególności dla p ≥ 1 nast ↪epuj ↪ace osza-
cowanie

‖∆‖p ∼ t,

gdzie t jest liczb ↪a, dla której zachodzi równość∑
i

ln
(

1− α + α
(

1 +
ai
t

)p)
= p.

Oszacujemy liczb ↪e t zast ↪epuj ↪ac skomplikowan ↪a funkcj ↪e ln
(
1− α + α

(
1 + a

t

)p)
prostsz ↪a funkcj ↪a φ o tej w lasności, że dla x > 0

φ (cx) ≤ ln (1− α + α (1 + x)p) ≤ φ (Cx) . (3.1)

Rozpatrzmy dwa przypadki. ci, Ci, i = 1, ..., 9, b ↪ed ↪a oznaczać sta le do-
datnie, przy czym ci ≤ 1, Ci ≥ 1.
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Przypadek 1. 0 ≤ x ≤ 1. W tym przypadku

pc1xe
pc1x ≤ (1 + x)p − 1 ≤ pC1xe

pC1x. (3.2)

Uzasadnienie. Dla 0 ≤ x ≤ 1 zachodzi nierówność c2x ≤ ln (1 + x) ≤ C2x
(np. (ln 2)x ≤ ln (1 + x) ≤ x), zatem

pc2x ≤ ln (1 + x)p ≤ pC2x,

epc2x ≤ (1 + x)p ≤ epC2x.

Dalej, istniej ↪a takie sta le c3, C3, że dla dowolnego y ≥ 0,

c3ye
c3y ≤ ey − 1 ≤ C3ye

C3y

(np. ey/2y/2 ≤ ey/2
(
ey/2 − 1

)
≤ ey − 1 =

∫ y
o
exdx ≤ yey). Zatem dla

c1 = c2c3, C1 = C2C3

pc1xe
pc1x = pc2c3xe

pc2c3x ≤ epc2x − 1

≤ (1 + x)p − 1

≤ epC2x − 1 ≤ pC2C3xe
pC2C3x = pC1xe

pC1x.

Uwaga. Można przyj ↪ać, że c1 = 1
2

ln 2 oraz C1 = 1.
Rozpatrzmy teraz wyrażenie

ln (1− α + α (1 + x)p) = ln (1 + α [(1 + x)p − 1]) .

Ca ly czas b ↪edziemy zak ladać, że e
c1
≤ 1

2
ln 1

α
oraz 0 ≤ x ≤ 1. (Za lożenie to jest

prawdziwe dla α ≤ e−16 oraz c1 = 1
2

ln 2.) Mamy nast ↪epuj ↪ace podprzypadki

1.1. Jeżeli 0 ≤ x ≤ e
c1p

, wówczas, korzystaj ↪ac z (3.2), dostajemy nieró-
wności

ln (1 + α [(1 + x)p − 1]) ≤ ln
(
1 + αpC1xe

pC1x
)
≤ αpC4x,

ln (1 + α [(1 + x)p − 1]) ≥ ln (1 + αpc1xe
pc1x) ≥ αpc4x

(skorzystalísmy z nierówności c1αpx ≤ eα ≤ 1).

1.2. Jeżeli e
c1p
≤ x ≤ 1

2p
ln 1

α
wówczas, korzystaj ↪ac z (3.2) otrzymujemy

ln (1 + α [(1 + x)p − 1]) ≤ ln
(
1 + αpC1xe

pC1x
)
≤ αpC1xe

pC1x ≤ αepC5x

(skorzystalísmy z nierówności pC1x ≤ epC1x), oraz

ln (1 + α [(1 + x)p − 1]) ≥ ln (1 + αpc1xe
pc1x) ≥ (ln 2)αpc1xe

pc1x ≥ αepc5x
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(skorzystalísmy z nierówności αpc1xe
pc1x ≤ αe2pc1x ≤ 1, pc1x ≥ e ≥ 1/ ln 2).

1.3. Jeżeli 1
2p

ln 1
α
≤ x ≤ 1 wówczas, korzystaj ↪ac ponownie z (3.2) mamy

ln (1 + α [(1 + x)p − 1]) ≤ ln
(
1 + αpC1xe

pC1x
)
≤ ln

(
αee2pC1x

)
≤ ln (eα) + pC6x

(skorzystalísmy z nierówności αe2px ≥ 1), oraz

ln (1 + α [(1 + x)p − 1]) ≥ ln (1 + αpc1xe
pc1x) ≥ ln (αeepc1x)

≥ ln (eα) + pc6x

(skorzystalísmy z nierówności pc1x ≥ e wynikaj ↪acej z nierówności x ≥ 1
2p

ln 1
α

).

Przypadek 2. x ≥ 1. W tym przypadku

(c7x)p ≤ (1 + x)p − 1 ≤ (C7x)p .

Uzasadnienie. Dla x ≥ 1, (1 + x)p − 1 ≥ xp, (1 + x)p − 1 ≤ (2x)p .
Rozpatrzmy podprzypadki

2.1. Jeżeli 1 ≤ x ≤ e
1
p
ln 1
α , wówczas

ln (1 + α [(1 + x)p − 1]) ≤ ln (1 + α (C7x)p) ≤ α (C7x)p ≤ αep ln(eC8x),

ln (1 + α [(1 + x)p − 1]) ≥ ln (1 + α (c7x)p) ≥ (ln 2)α (c7x)p ≥ αep ln(ec8x)

(skorzystalísmy z nierówności α (c7x)p ≤ 1).

2.2 Jeżeli e
1
p
ln 1
α ≤ x wówczas

ln (1 + α [(1 + x)p − 1]) ≤ ln (1 + α (C7x)p) ≤ ln (eα (C7x)p)

≤ ln (eα) + p ln (eC9x) ,

ln (1 + α [(1 + x)p − 1]) ≥ ln (1 + α (c7x)p) ≥ ln (eα (c7x/e)
p)

≥ ln (eα) + p ln (ec9x) .

Zdefiniujmy dwie funkcje

g (x) =

{
x jeżeli 0 ≤ x ≤ 1,
ln ex jeżeli 1 < x;

fα (y) =


αey jeżeli 0 ≤ y ≤ 1,
αey jeżeli 1 < y ≤ ln 1

α
,

ln eα + y jeżeli ln 1
α
< y.

Zauważmy, że g oraz fa s ↪a różniczkowalne na R+.
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Z rozważenia przypadków 1 i 2 wynika, że dla funkcji φ zdefiniowanej
formu l ↪a

φ (x) = fα (pg (x))

zachodzi (3.1). Zatem, zgodnie z Twierdzeniem 3, ‖∆‖p ∼ t, gdzie t jest
rozwi ↪azaniem równania ∑

i

p−1φ
(ai
t

)
= 1. (3.3)

Dla p ≥ ln 1
α

mamy

p−1φ (x) =


p−1αepg (x) jeżeli pg (x) ≤ 1,

p−1α exp (pg (x)) jeżeli 1 < pg (x) ≤ lnα−1,
p−1 ln eα + g (x) jeżeli lnα−1 < pg (x) ,

=


αex jeżeli x ≤ 1

p
,

p−1α exp (px) jeżeli 1
p
< x ≤ 1

p
lnα−1,

p−1 ln eα + x jeżeli lnα−1/p < x ≤ 1,
p−1 ln eα + ln (ex) jeżeli 1 < x.

Niech x0 b ↪edzie liczb ↪a, dla której

p−1φ (x0) = 1.

Korzystaj ↪ac z nierówności e−1 > e−16 ≥ α > e−p, obliczamy

p−1 ln eα + ln ex0 = ln e,

(eα)1/p ex0 = e,

1 ≤ x0 = (eα)−1/p ≤ e−1/pe ≤ e.

Z ostatniej nierówności wynika, że e−1t0 ≤ t ≤ t0, gdzie t0 spe lnia równanie∑
i

m

(
ai
t0

)
= 1,

zaś funkcja m zdefiniowana jest nast ↪epuj ↪aco

m (x) =


αex jeżeli 0 ≤ x ≤ 1

p
,

p−1α exp (px) jeżeli 1
p
< x ≤ 1

p
lnα−1,

p−1 ln eα + x jeżeli 1
p

lnα−1 < x;

czyli w przedziale [0; 1] zachodzi równość m (x) = p−1φ (x). Funkcja m jest
wypuk la, mamy bowiem

m′ (x) =


αe jeżeli 0 ≤ x ≤ 1

p
,

α exp (px) jeżeli 1
p
< x ≤ 1

p
lnα−1,

1 jeżeli 1
p

lnα−1 < x.
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Z tego wynika (por. [17], str. 80), że

t0 ∼ sup

{∑
i

aibi :
∑
i

m∗ (bi) ≤ 1

}
,

gdzie m∗ oznacza funkcj ↪e sprz ↪eżon ↪a do funkcji wypuk lej m, zdefiniowan ↪a wzo-
rem m∗ (λ) = supx≥0 {λx−m (x)}. Funkcj ↪e m

∗ można wyrazić za pomoc ↪a
jawnych wzorów, mianowicie

m∗ (λ) =


0 dla 0 ≤ λ ≤ αe,

λ
p

ln λ
eα

dla αe < λ ≤ 1,

+∞ dla 1 < λ.

Choć nie b ↪edziemy dalej korzystali z oszacowań ‖∆‖p w przypadku, gdy

p < ln 1
α
, to dla pe lności udowodnimy formu l ↪e szacuj ↪ac ↪a momenty ∆ i w tym

przypadku.
W tym przypadku również zachodzi (3.1), dla funkcji φ zdefniowanej

poprzednio, inaczej jednak oblicza si ↪e jej wartości, mianowicie

p−1φ (x) =


p−1αepg (x) jeżeli pg (x) ≤ 1,

p−1α exp (pg (x)) jeżeli 1 < pg (x) ≤ lnα−1,
p−1 ln eα + g (x) jeżeli lnα−1 < pg (x) ,

=


αex jeżeli x ≤ 1

p
,

p−1α exp (px) jeżeli 1
p
< x ≤ 1,

p−1α (ex)p jeżeli 1 < x ≤ e−1α−1/p,
p−1 ln eα + ln (ex) jeżeli e−1α−1/p < x.

Niech x0 b ↪edzie liczb ↪a, dla której

p−1φ (x0) = 1.

Obliczamy

p−1 ln eα + ln ex0 = ln e,

(eα)1/p ex0 = e,

e−1α−1/p ≤ x0 = (eα)−1/p ≤ ee−1α−1/p.

Z ostatniej nierówności wynika, że e−1t0 ≤ t ≤ t0, gdzie t0 spe lnia równanie∑
i

m

(
ai
t0

)
= 1
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zaś funkcja m zdefiniowana jest nast ↪epuj ↪aco

m (x) =


αex jeżeli 0 ≤ x ≤ 1

p
,

p−1α exp (px) jeżeli 1
p
< x ≤ 1,

p−1α (ex)p jeżeli 1 < x,

czyli w przedziale
[
0; e−1α−1/p

]
zachodzi równość m (x) = p−1φ (x). Funkcja

m jest wypuk la, mamy bowiem

m′ (x) =


αe jeżeli 0 ≤ x ≤ 1

p
,

α exp (px) jeżeli 1
p
< x ≤ 1,

αe (ex)p−1 jeżeli 1 < x,

z tego wynika, że

t0 ∼ sup

{∑
i

aibi :
∑
i

m∗ (bi) ≤ 1

}
,

gdzie m∗ (λ) = supx≥0 {λx−m (x)}. Funkcj ↪e m
∗ można wyrazić za pomoc ↪a

jawnych wzorów, mianowicie

m∗ (λ) =


0 dla 0 ≤ λ ≤ αe,

1
p

(
ln λ

α
− 1
)
λ dla αe < λ ≤ αep,

p−1
p

(αep)−
1
p−1 λ

p
p−1 dla αep < λ.

3.2 Oszacowania momentów wielowymiarowych chao-
sów generowanych przez nieujemne zmienne dwu-
punktowe

3.2.1 Pewien przyk lad

Udowodnione w poprzednim podrozdziale dla p ≥ ln 1
α

szacowanie

‖∆‖p ∼ sup
{∑

aibi :
∑

m∗ (bi) ≤ 1
}
,

gdzie

m∗ (λ) =


0 gdy 0 ≤ λ ≤ eα,

λ
p

ln λ
eα

gdy αe < λ ≤ 1,

+∞ gdy 1 < λ,
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jest równoważne z dok ladności ↪a do uniwersalnych sta lych z nast ↪epuj ↪acym
szacowaniem

‖∆‖p ∼ sup
{∑

ai (α + bi) :
∑

Mα (bi) ≤ p
}
, (3.4)

gdzie funkcja wypuk la Mα zdefiniowana jest nast ↪epuj ↪aco

Mα (x) =

{
(α + x) ln

(
1 + x

α

)
gdy 0 < x ≤ 1,

+∞ gdy 1 < x.

Istnieje duże podobieństwo pomi ↪edzy powyższ ↪a formu l ↪a na momenty linio-
wych kombinacji o nieujemnych wspó lczynnikach ai zmiennych dwupunk-
towych a formu l ↪a na momenty liniowych kombinacji dodatnich zmiennych
losowych z logarytmicznie wkl ↪es lymi ogonami:

‖S‖p ∼ sup
{∑

ai (1 + bi) :
∑

Ni (bi) ≤ p
}
. (3.5)

Definicja Ni - zob. podrozdzia l 2.1. Jak widzielísmy w rozdziale pierwszym,
formu la (3.5) w naturalny sposób przenosi si ↪e na wyższe wymiary, niestety
nie jest tak w przypadku formu ly (3.4). Udowodnimy, że nie dla każdego
chaosu ∆2 =

∑
aijXiYj generowanego przez Xi, Yj, 1 ≤ i, j ≤ n, - nie-

zależne zmienne dwupunktowe o rozk ladzie P (Xi = 1) = P (Yj = 1) = α,
P (Xi = 0) = P (Yj = 0) = 1− α zachodzi formu la

‖∆2‖p ∼ sup
{∑

aij (α + bi) (α + cj) :
∑

Mα (bi) ≤ p,
∑

Mα (cj) ≤ p
}
.

(3.6)
Przyk lad jest nast ↪epuj ↪acy. Niech ∆2 =

∑n
i=1XiYi. Za lóżmy, że p ≥ 2 ln 1

α
,

wówczas, ponieważ zmienna ∆2 jest sum ↪a n niezależnych zmiennych XiYi
o rozk ladzie dwupunktowym P (XiYi = 1) = 1 − P (XiYi = 0) = α2, wi ↪ec
zgodnie z (3.4)

‖∆2‖p ∼ sup

{
n∑
i=1

(
α2 + di

)
:

n∑
i=1

Mα2 (di) ≤ p

}
.

Niech M−1
α2 oznacza funkcj ↪e odwrotn ↪a do funkcji Mα2 ograniczonej do prze-

dzia lu [0; 1] . Za lóżmy, że p ≤ n, wówczas, z wypuk lości Mα2 , otrzymujemy

‖∆2‖p ∼ sup

{
n∑
i=1

(
α2 + di

)
:

n∑
i=1

Mα2 (di) ≤ p

}
= nα2 + nM−1

α2

(p
n

)
.

Z drugiej strony rozważmy wyrażenie

sup

{
n∑
i=1

(α + bi) (α + ci) :
n∑
i=1

Mα (bi) ≤ p,
n∑
i=1

Mα (ci) ≤ p

}
.
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Z nierówności Schwarza

sup

{
n∑
i=1

bici :
n∑
i=1

Mα (bi) ≤ p,

n∑
i=1

Mα (ci) ≤ p

}

≤ sup


√√√√ n∑

i=1

b2i

√√√√ n∑
i=1

c2i :
n∑
i=1

Mα (bi) ≤ p,

n∑
i=1

Mα (ci) ≤ p


= sup


√√√√ n∑

i=1

b2i :
n∑
i=1

Mα (bi) ≤ p


2

= sup

{
n∑
i=1

b2i :
n∑
i=1

Mα (bi) ≤ p

}

= sup

{
n∑
i=1

Bi :
n∑
i=1

Mα

(√
Bi

)
≤ p

}
∼ p

ln (1/α)
.

Ostatnia relacja wynika z wkl ↪es lości funkcji x 7→Mα (
√
x) na przedziale [0; 1]

i z tego, że Mα (1) ∼ ln 1
α
. St ↪ad mamy

sup

{
n∑
i=1

(α + bi) (α + ci) :
n∑
i=1

Mα (bi) ≤ p,
n∑
i=1

Mα (ci) ≤ p

}
∼ nα2 + nαM−1

α

(p
n

)
+

p

ln (1/α)
.

Gdyby zatem zachodzi lo oszacowanie z góry

‖∆2‖p ≤ C sup

{
n∑
i=1

(α + bi) (α + ci) :
n∑
i=1

Mα (bi) ≤ p,
n∑
i=1

Mα (ci) ≤ p

}
,

to istnia laby taka liczba C, że dla 2 ln 1
α
≤ p ≤ n mielibyśmy

nα2 + nM−1
α2

(p
n

)
≤ C

(
nα2 + nαM−1

α

(p
n

)
+

p

ln (1/α)

)
.

St ↪ad

M−1
α2

(p
n

)
≤ C

(
α2 + αM−1

α

(p
n

)
+

p

n ln (1/α)

)
.

Zauważmy, że sk ladnik p
n ln(1/α)

po prawej stronie powyższej nierówności do-

minuje sk ladnik αM−1
α

(
p
n

)
≤ α p

n
, zatem powyższa nierówność implikuje

M−1
α2

(p
n

)
≤ C

(
α2 +

p

n ln (1/α)

)
,

p

n
≤ C

(
α2 +

p

n ln (1/α)

)
ln

(
C + C

p

α2n ln (1/α)

)
.
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Niech n = p/ (α2 ln (1/α)) . Wówczas, oznaczaj ↪ac κ = p/n = α2 ln (1/α)
mielibyśmy

α2 ln (1/α) = κ ≤ C

(
α2 +

κ

ln (1/α)

)
ln

(
C + C

κ

α2 ln (1/α)

)
≤ Cα2 lnC,

jednak dla dostatecznie ma lych α powyższa nierówność nie może być praw-
dziwa, zatem oszacowanie

‖∆2‖p ∼ sup
{∑

(α + bi) (α + ci) :
∑

Mα (bi) ≤ p,
∑

Mα (ci) ≤ p
}

nie zachodzi.

3.2.2 Oszacowanie momentów chaosów wielowymiarowych

Zacznijmy od notacji. Ca ly czas b ↪edziemy stosować t ↪e sam ↪a konwencj ↪e do-
tycz ↪ac ↪a liter c (d) , C (d) oraz analogiczne oznaczenia jak w rozdziale 2. Dla
p > 0 ponadto zdefiniujmy

Bp =
{

(xi) : 0 ≤ xi ≤ 1,
∑

xi ≤ p
}
.

Jak wykazalísmy w poprzednim ust ↪epie oszacowanie (3.6) nie zachodzi.
Poniżej udowodnimy jednak pewne dwustronne oszacowania na momenty
chaosu wielowymiarowego ∆d =

∑
aiX

(1)
i1
· · ·X(d)

id
o nieujemnych wspó lczyn-

nikach ai. Zachodzi nast ↪epuj ↪ace twierdzenie.

Twierdzenie 7 Niech α ∈ (0; e−16] , p ≥ (d+ 1) ln 1
α

i niech X
(r)
i , 1 ≤ i ≤

n, 1 ≤ r ≤ d, b ↪ed ↪a zmiennymi o rozk ladzie P
(
X

(r)
i = 1

)
= 1−P

(
X

(r)
i = 0

)
=

α. Dla chaosu ∆d =
∑
aiX

(1)
i1
· · ·X(d)

id
o nieujemnych wspó lczynnikach ai, ge-

nerowanego przez X
(r)
i , zachodz ↪a oszacowania

‖∆d‖p ≤ C (d)
∑

I⊂{1,2,...,d}

αd−#I
(

ln
1

α

)#I

sup
x(r)∈B

p/ ln 1
α
,r∈I

∑
ai
∏
r∈I

x
(r)
ir
,

‖∆d‖p ≥ c (d)
∑

I⊂{1,2,...,d}

αd−#I sup
x(r)∈B

p/ ln 1
α
,r∈I

∑
ai
∏
r∈I

x
(r)
ir
.

(W sumach powyżej sk ladnik odpowiadaj ↪acy I = ∅ jest równy αd
∑
ai.)
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Uwaga. Ponieważ odwzorowanie α 7→ ‖∆d‖p jest funkcj ↪a rosn ↪ac ↪a pa-
rametru α, wi ↪ec powyższe oszacowania można jeszcze wzmocnić w sposób
nast ↪epuj ↪acy

‖∆d‖p ≤ C (d) inf
e−16≥β≥α

∑
I⊂{1,2,...,d}

βd−#I
(

ln
1

β

)#I

sup
x(r)∈B

p/ ln 1
β
,r∈I

∑
ai
∏
r∈I

x
(r)
ir
,

‖∆d‖p ≥ c (d) sup
0<β≤α

∑
I⊂{1,2,...,d}

βd−#I sup
x(r)∈B

p/ ln 1
β
,r∈I

∑
ai
∏
r∈I

x
(r)
ir
.

Przejdźmy wpierw do dowodu oszacowania z do lu. W podrozdziale 3.1
dla liniowych kombinacji zmiennych Xi o nieujemnych wspó lczynnikach udo-
wodnilísmy nast ↪epuj ↪ace szacowania:

‖∆‖p ≥ c sup
{∑

ai (α + xi) : 0 ≤ xi ≤ 1,
∑

(xi + α) ln
(

1 +
xi
α

)
≤ p
}
,

(3.7)

‖∆‖p ≤ C sup
{∑

ai (α + xi) : 0 ≤ xi ≤ 1,
∑

(xi + α) ln
(

1 +
xi
α

)
≤ p
}
.

(3.8)

Zauważmy, że dla x ∈ [0; 1] zachodzi nierówność

x ≤ (x+ α) ln
(

1 +
x

α

)
≤ 2

(
ln

1

α

)
x (3.9)

(mamy bowiem d
dx

{
(x+ α) ln

(
1 + x

α

)}
= 1 + ln

(
1 + x

α

)
∈
[
1, 2 ln 1

α

]
dla

x ∈ [0; 1] , α ≤ e−16). Z (3.9) i z (3.7) otrzymujemy

1

c

∥∥∥∑ aiXi

∥∥∥
p

≥ sup
{∑

ai (α + xi) : 0 ≤ xi ≤ 1,
∑

(xi + α) ln
(

1 +
xi
α

)
≤ p
}

≥ sup

{∑
ai (α + xi) : 0 ≤ xi ≤ 1,

∑
2

(
ln

1

α

)
xi ≤ p

}
≥ 1

2
sup

{∑
ai (α + xi) : (xi) ∈ Bp/ ln 1

α

}
.

Iteruj ↪ac powyższ ↪a nierówność (podstawiaj ↪ac w miejsceXi kolejnoX
(d)
i , ..., X

(1)
i )

dostajemy
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‖∆d‖p =
∥∥∥∑ aiX

(1)
i1
· · ·X(d)

id

∥∥∥
p

=

(
E1,...,d−1

((
Ed

(∑
aiX

(1)
i1
· · ·X(d)

id

)p)1/p)p)1/p

≥

E1,...,d−1

c sup
x(d)∈B

p/ ln 1
α

∑
aiX

(1)
i1
· · ·X(d−1)

id−1

(
α + x

(d)
id

)p1/p

≥ c sup
x(d)∈B

p/ ln 1
α

∥∥∥∑ aiX
(1)
i1
· · ·X(d−1)

id−1

(
α + x

(d)
id

)∥∥∥
p

≥ ... ≥ cd sup
x(r)∈B

p/ ln 1
α
,r=1,2,...,d

∑
ai

d∏
r=1

(
α + x

(j)
ij

)
≥ cd

∑
I⊂{1,2,...,d}

αd−#I sup
x(r)∈B

p/ ln 1
α
,r∈I

∑
ai
∏
r∈I

x
(r)
ir
.

co daje dowodzone oszacowanie z do lu.

W celu udowodnienia oszacowania z góry przeprowadzimy rozumowanie
indukcyjne wzgl ↪edem rz ↪edu d. Zauważmy wpierw, że można za lożyć, że dla
wspó lczynników ai i dla 1 ≤ r ≤ d zachodzi implikacja

jeżeli i < j to
∑
i:ir=i

ai ≥
∑
i:ir=j

ai. (3.10)

Zauważmy teraz, że

‖∆d‖p ≤
∑

r∈{1,...,d}

∥∥∥∥∥∥
∑

i:ir>p/αd

aiX
(1)
i1
· · ·X(d)

id

∥∥∥∥∥∥
p

+

∥∥∥∥∥∥
∑

i:ir≤p/αd,r=1,...,d

aiX
(1)
i1
· · ·X(d)

id

∥∥∥∥∥∥
p

.

(3.11)
Dalej zauważmy, że z (3.9) oraz (3.8) wynika nast ↪epuj ↪ace oszacowanie

1

C

∥∥∥∑ aiXi

∥∥∥
p
≤ α

∑
ai + pmax

i
ai. (3.12)

Pierwszy ze sk ladników po prawej stronie w (3.11) szacujemy wobec (3.12)
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nast ↪epuj ↪aco:∥∥∥∥∥∥
∑

i:ir>p/αd

aiX
(1)
i1
· · ·X(d)

id

∥∥∥∥∥∥
p

=

Ei,i∈{r}′

Er

 ∑
i:ir>p/αd

aiX
(1)
i1
· · ·X(d)

id

p1/p

p

1/p

≤ C

Ei,i∈{r}′
α ∑

i:ir>p/αd

ai
∏
j 6=r

X
(j)
ij

+ p max
ir>p/αd

∑
i{r}′

ai
∏
j 6=r

X
(j)
ij

p1/p

≤ Cα

∥∥∥∥∥∥
∑

i:ir>p/αd

ai
∏
j 6=r

X
(j)
ij

∥∥∥∥∥∥
p

+ Cp max
ir>p/αd

∑
i{r}′

ai.

Z za lożenia indukcyjnego dla d− 1 mamy∥∥∥∥∥∥
∑

i:ir>p/αd

ai
∏
j 6=r

X
(j)
ij

∥∥∥∥∥∥
p

≤

∥∥∥∥∥∑
i

ai
∏
j 6=r

X
(j)
ij

∥∥∥∥∥
p

≤ C (d− 1)
∑

I⊂{1,2,...,d}\{r}

αd−1−#I
(

ln
1

α

)#I

sup(
x
(r)
i

)
∈B

p/ ln 1
α
,r∈I

∑
ai
∏
r∈I

x
(r)
ir
.

Z nierówności (3.10) otrzymujemy oszacowanie

p max
ir>p/αd

∑
i{r}′

ai ≤ p
( p
αd

)−1 ∑
ir≤p/αd

∑
i{r}′

ai ≤ αd
∑
i

ai.

Bior ↪ac pod uwag ↪e (3.11) i trzy ostatnie szacowania wnioskujemy, że aby
zakończyć dowód Twierdzenia 7 wystarczy oszacować sk ladnik∥∥∥∥∥∥

∑
i:ir≤p/αd,r=1,...,d

aiX
(1)
i1
· · ·X(d)

id

∥∥∥∥∥∥
p

w (3.11). Wykorzystamy do tego dwa lematy.

Lemat 7 Dane s ↪a liczby dodatnie a1, a2, ..., aN oraz niezależne zmienne lo-
sowe X1, X2, ..., XN o rozk ladzie dwupunktowym P (Xi = 1) = 1−P (Xi = 0) =
α ∈ (0; e−1) . Dla p ≥ max (1, Nα) zdefiniujmy

k = max
(

1, sup
{
m ∈ {1, 2, ..., N} : m ln

m

Nα
≤ 2e2p

})
.
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Wówczas

‖a1X1 + ...+ aNXN‖p ∼ [E ((a1X1 + ...+ aNXN)p |X1 + ...+XN = k)]
1/p

.

Dowód. Zdefiniujmy liczby Sl, 1 ≤ l ≤ N, nast ↪epuj ↪aco

Sl :=
1

l
[E ((a1X1 + ...+ aNXN)p |X1 + ...+XN = l)]

1/p
. (3.13)

Zauważmy, że

Sl =

(Nl
)−1 ∑

I⊂{1,2,...,N}
#I=l

(
1

l

∑
i∈I

ai

)p


1/p

.

Zachodz ↪a nierówności

S1 ≤ 2S2 ≤ ... ≤ NSN , (3.14)

S1 ≥ S2 ≥ ... ≥ SN . (3.15)

Pierwsza z powyższych nierówności wynika z (3.13). Udowodnimy teraz
drug ↪a nierówność. Uzasadnienie jest nast ↪epuj ↪ace. Niech 1 ≤ l ≤ N − 1.
Z wypuk lości funkcji x 7→ xp mamy

Spl+1 =

(
N

l + 1

)−1 ∑
I⊂{1,2,...,N}

#I=l+1

(
1

l + 1

∑
i∈I

ai

)p

=

(
N

l + 1

)−1 ∑
I⊂{1,2,...,N}

#I=l+1

 1

l + 1

∑
i∈I

1

l

∑
j∈I\{i}

aj

p

≤
(

N

l + 1

)−1 ∑
I⊂{1,2,...,N}

#I=l+1

1

l + 1

∑
i∈I

1

l

 ∑
j∈I\{i}

aj

p

=

(
N

l + 1

)−1
N − l
l + 1

∑
J⊂{1,2,...,N}

#J=l

(
1

l

(∑
j∈J

aj

))p

= Spl .

Rozważmy teraz
∆ = a1X1 + ...+ aNXN .
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Mamy

‖∆‖p =

[
N∑
l=1

(lSl)
p · P (X1 +X2 + ...+XN = l)

]1/p
.

Zauważmy, że gdy N ≥ l ≥ eNα wówczas mamy

P (X1 +X2 + ...+XN = l) ≥ exp

(
−Cl ln l

Nα

)
. (3.16)

Powyższa nierówność wynika np. ze wzoru Stirlinga:

P (X1 +X2 + ...+XN = l) =

(
N

l

)
αl (1− α)N−l

∼ NN

ll (N − l)N−l

√
N

l (N − l)
αl (1− α)N−l

=

(
1− α

1− l/N

)N−l(
Nα

l

)l√
N

l (N − l)

≥
(
Nα

l

)l
1√
l
≥ exp

(
−Cl ln l

Nα

)
.

Zauważmy też, że gdy N ≥ l ≥ e2Nα wówczas mamy

P (X1 +X2 + ...+XN = l) ≤ exp

(
−1

2
l ln

l

Nα

)
. (3.17)

Wynika to z nierówności Czebyszewa zastosowanej do zmiennej exp (λ
∑
Xi)

dla λ = ln l
Nα

:

P (X1 +X2 + ...+XN = l) ≤ P (X1 +X2 + ...+XN ≥ l)

≤ E exp
(
λ
∑

Xi

)
/eλl

=
(
1 + α

(
eλ − 1

))N
e−λl

≤ exp
(
N ln

(
1 + αeλ

)
− λl

)
= exp

(
N ln

(
1 + αeln

l
Nα

)
− l ln l

Nα

)
= exp

(
N ln

(
1 +

l

N

)
− l ln l

Nα

)
≤ exp

(
l − l ln l

Nα

)
≤ exp

(
−1

2
l ln

l

Nα

)
.
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Niech

k = max
(

1, sup
{
m ∈ {1, 2, ..., N} : m ln

m

Nα
≤ 2e2p

})
.

Zauważmy, że jeżeli k < N, to mamy (k + 1) ln k+1
Nα

> 2e2p ≥ 2e2Nα a st ↪ad

wynika, że k + 1 > e2Nα i dalej k ≥ k+1
2

> e2Nα
2

> eNα. Zatem z (3.16)
mamy

P (X1 +X2 + ...+XN = k) ≥ exp

(
−C min

(
2e2p,N ln

1

α

))
≥ e−2e

2Cp,

‖∆‖p ≥ [kSpk · PX1 +X2 + ...+XN = k]1/p ≥ e−2e
2CkSk.

Przejdźmy do dowodu oszacowania ‖∆‖p z góry. Jeżeli k = N, to nie ma
czego dowodzić. Za lóżmy zatem, że k < N i zauważmy, że dla k < l ≤ N
mamy l ln l

Nα
> 2e2p ≥ 2e2Nα a st ↪ad l ≥ e2Nα i z (3.17), (3.15) dostajemy

(lSl)
p P (X1 +X2 + ...+XN = l) ≤ (l/k)p (kSk)

p exp

(
−1

2
l ln

l

Nα

)
≤ (kSk)

p exp

(
p ln

l

k
− 1

2
l ln

l

Nα

)
≤ (kSk)

p exp

(
p ln

l

k
− 1

2

l

k
k ln

k + 1

Nα

)
≤ (kSk)

p exp

(
p ln

l

k
− 2

l

k
p

)
≤ (kSk)

p exp

(
−p l

k

)
.

(Wykorzystalísmy także nierówność k ln k+1
Nα
≥ 4p wynikaj ↪ac ↪a z nierówności

2k ln k+1
Nα
≥ (k + 1) ln k+1

Nα
≥ 2e2p.) St ↪ad i z (3.14) dostajemy

‖∆‖p =

[
N∑
l=1

(lSl)
p · P (X1 +X2 + ...+XN = l)

]1/p

≤

[
(kSk)

p
∑
l≤k

P (X1 +X2 + ...+XN = l) +
∑
l>k

(kSk)
p exp

(
−p l

k

)]1/p
≤ [(kSk)

p + C (kSk)
p]

1/p ∼ kSk.

Ostatnia nierówność wynika np. z oszacowania k ≤ e2p. Z dwóch ostatnich
szacowań otrzymujemy tez ↪e lematu.

Lemat 8 Dane s ↪a liczby dodatnie a1, a2, ..., aN oraz niezależne zmienne lo-
sowe X1, X2, ..., XN o rozk ladzie dwupunktowym P (Xi = 1) = 1−P (Xi = 0) =
α ∈ (0; e−16] . Dla danej liczby K ≥ 1 rozważmy zmienne X̃1, X̃2, ..., X̃N o
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rozk ladzie P
(
X̃1 = 1

)
= 1 − P

(
X̃1 = 0

)
= αK . Wówczas dla p ≥ K ln 1

α

zachodzi nierówność∥∥∥∑ aiXi

∥∥∥
p
≤ C

∥∥∥∥∑ ai

(
α +K

(
ln

1

α

)
X̃i

)∥∥∥∥
p

.

Dowód. Dowód wynika bezpośrednio z oszacowań (3.8) i (3.7). Z (3.7)
mamy

C

∥∥∥∥∑ ai

(
α +K

(
ln

1

α

)
X̃i

)∥∥∥∥
p

≥ α
∑

ai +K

(
ln

1

α

)∥∥∥∑ aiX̃i

∥∥∥
p

≥ α
∑

ai +K

(
ln

1

α

)
sup

{∑
ai
(
αK + xi

)
:
∑

MαK (xi) ≤ p
}

≥ α
∑

ai +K

(
ln

1

α

)
sup

{∑
aixi :

∑
MαK (xi) ≤ p

}
.

Zauważmy teraz, że z (3.9) wynika nierówność

sup
{∑

aixi :
∑

MαK (xi) ≤ p
}

≥ sup

{∑
aixi : 0 ≤ xi ≤ 1, 2

(
ln

1

αK

)∑
xi ≤ p

}
≥ c

K ln (1/α)
sup

{∑
aixi :

∑
Mα (xi) ≤ p

}
.

Z dwóch powyższych oszacowań i z (3.8) otrzymujemy tez ↪e lematu.
Powróćmy teraz do dowodu Twierdzenia 7 i rozważmy ostatni sk ladnik

w (3.11): ∥∥∥∥∥∥
∑

i:ir≤p/αd,r=1,...,d

aiX
(1)
i1
· · ·X(d)

id

∥∥∥∥∥∥
p

Zgodnie z Lematem 8 zachodzi nierówność∥∥∥∥∥∥
∑

i:ir≤p/αd,r=1,...,d

aiX
(1)
i1
· · ·X(d)

id

∥∥∥∥∥∥
p

≤ C (d)

∥∥∥∥∥∥
∑

i:ir≤p/αd,r=1,...,d

ai

d∏
r=1

(
α + ln

1

α
X̃

(r)
ir

)∥∥∥∥∥∥
p

≤ C (d)
∑

I⊂{1,...,d}

αd−#I
(

ln
1

α

)#I

∥∥∥∥∥∥
∑

i:ir≤p/αd,r=1,...,d

ai
∏
r∈I

X̃
(r)
ir

∥∥∥∥∥∥
p

,
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gdzie niezależne zmienne X̃
(r)
i z prawdopodobieństwem αd+1 przyjmuj ↪a wartość

1 i z prawdopodobieństwem 1 − αd+1 przyjmuj ↪a wartość 0. Ponieważ p ≥
αd+1p/αd, wi ↪ec zgodnie z Lematem 7 otrzymujemy, że∥∥∥∥∥∥

∑
i:ir≤p/αd,r=1,...,d

ai
∏
r∈I

X̃
(r)
ir

∥∥∥∥∥∥
p

∼d

E
 ∑

i:ir≤p/αd,r=1,...,d

ai
∏
r∈I

X̃
(r)
ir

p

|
∑
i≤p/αd

X̃
(r)
i = k dla r ∈ I

1/p

,

gdzie k = max
(

1, sup
{
m ∈

{
1, 2, ..., ,

⌊
p/αd

⌋}
: m ln m

αd+1p/αd
≤ 2e2p

})
. Za-

uważmy, że k ≤ Cp/ ln 1
α
, zatem∥∥∥∥∥∥

∑
i:ir≤p/αd,r=1,...,d

ai
∏
r∈I

X̃
(r)
ir

∥∥∥∥∥∥
p

≤ C (d) sup

{∑
i

ai
∏
r∈I

x
(r)
ir

: x(r) ∈ Bp/ ln 1
α

dla r ∈ I

}
.

To, razem z poprzednimi nierównościami daje dowodzone oszacowanie z
góry na ‖∆d‖p , co kończy dowód Twierdzenia 7.

3.2.3 Pewne wzmocnienie oszacowania z do lu

Podany na pocz ↪atku niniejszego podrozdzia lu przyk lad nie dzia la, gdy za-
uważymy, że dolne oszacowanie w Twierdzeniu 7 można wzmocnić w sposób
nast ↪epuj ↪acy. Dla wi ↪ekszej przejrzystości przedstawimy je dla d = 2 i d = 3.
Niech Xij, 1 ≤ i, j ≤ n, oznaczaj ↪a niezależne zmienne losowe o rozk ladzie
P (Xij = 1) = 1 − P (Xij = 0) = α2. Wówczas dla aij ≥ 0 zachodzi oszaco-
wanie ∥∥∥∑ aijX

(1)
i X

(2)
j

∥∥∥
p
≥
∥∥∥∑ aijXij

∥∥∥
bpc
.

Oto uzasadnienie∥∥∥∑ aijX
(1)
i X

(2)
j

∥∥∥bpc
p
≥ E

[∑
aijX

(1)
i X

(2)
j

]bpc
=

∑
i1,j1

∑
i2,j2

...
∑

ibpc,jbpc

E

bpc∏
k=1

(
aikjkX

(1)
ik
X

(2)
jk

)

≥
∑
i1,j1

∑
i2,j2

...
∑

ibpc,jbpc

E

bpc∏
k=1

(aikjkXikjk)

= E
[∑

aijXij

]bpc
.
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Powyżej wykorzystalísmy nierówność

E

bpc∏
k=1

(
X

(1)
ik
X

(2)
jk

)
≥ E

bpc∏
k=1

Xikjk .

Uzasadnienie tej nierówności jest nast ↪epuj ↪ace. Oznaczmy

I = {ik : k = 1, ..., bpc} ,
J = {jk : k = 1, ..., bpc} ,

K = {(ik, jk) : k = 1, ..., bpc} ;

m (i) = # {k ∈ {1, 2, ..., bpc} : ik = i} ,
n (j) = # {k ∈ {1, 2, ..., bpc} : jk = j} .

Wówczas

E

bpc∏
k=1

(
X

(1)
ik
X

(2)
jk

)
= E

∏
i∈I

[
X

(1)
i

]m(i)

E
∏
j∈J

[
X

(2)
j

]n(j)
= α#Iα#J ≤ α#Kα#K

= E

bpc∏
k=1

Xikjk .

St ↪ad dostajemy nast ↪epuj ↪ace wzmocnienie oszacowania z do lu w przypadku
d = 2, p ≥ 2 ln 1

α

1

C

∥∥∥∑ aijX
(1)
i X

(2)
j

∥∥∥
p

≥ sup
{∑

(α + bi) (α + cj) :
∑

Mα (bi) ≤ p,
∑

Mα (cj) ≤ p
}

+
∥∥∥∑ aijXij

∥∥∥
bpc

≥ sup
{∑

(α + bi) (α + cj) :
∑

Mα (bi) ≤ p,
∑

Mα (cj) ≤ p
}

+ sup
{∑

aij
(
α2 + di

)
:
∑

Mα2 (di) ≤ bpc
}

≥ c sup
{∑

(α + bi) (α + cj) :
∑

Mα (bi) ≤ p,
∑

Mα (cj) ≤ p
}

+ c sup
{∑

aij
(
α2 + di

)
:
∑

Mα2 (di) ≤ p
}
.
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Gdyby zachodzi lo by lo analogiczne oszacowanie z góry, wówczas prawdziwa
by laby nast ↪epuj ↪aca hipoteza∥∥∥∑ aijX

(1)
i X

(2)
j

∥∥∥
p

∼ sup
{∑

(α + bi) (α + cj) :
∑

Mα (bi) ≤ p,
∑

Mα (cj) ≤ p
}

+ sup
{∑

aij
(
α2 + di

)
:
∑

Mα2 (di) ≤ p
}
.

Niestety odpowiedź na to pytanie nie jest znana.
Dla d = 3 analogiczna hipoteza ma postać: jeżeli p ≥ 3 ln 1

α
, to∥∥∥∑ aijkX

(1)
i X

(2)
j X

(3)
k

∥∥∥
p

∼ sup
{∑

aijk

(
α + x

(1)
i

)(
α + x

(2)
j

)(
α + x

(3)
k

)
:
∑

Mα

(
x
(r)
i

)
≤ p, r = 1, 2, 3

}
+ sup

{∑
aijk

(
α + x

(1)
i

)(
α2 + x

(2,3)
jk

)
:
∑

Mα

(
x
(1)
i

)
≤ p,

∑
Mα2

(
x
(2,3)
jk

)
≤ p
}

+ sup
{∑

aijk

(
α + x

(2)
j

)(
α2 + x

(2,3)
ik

)
:
∑

Mα

(
x
(1)
j

)
≤ p,

∑
Mα2

(
x
(2,3)
ik

)
≤ p
}

+ sup
{∑

aijk

(
α + x

(1)
k

)(
α2 + x

(2,3)
ij

)
:
∑

Mα

(
x
(1)
k

)
≤ p,

∑
Mα2

(
x
(2,3)
ij

)
≤ p
}

+ c sup
{∑

aijk

(
α3 + x

(1,2,3)
ijk

)
:
∑

Mα3

(
x
(1,2,3)
ijk

)
≤ p
}
, (3.18)

przy czym wiemy, że w powyższej relacji oszacowanie z do lu zachodzi.

3.3 Semihiperkontraktywne w lasności chaosów gene-
rowanych przez nieujemne zmienne dwupunktowe
i ich zastosowanie w modelu dwumianowym grafu
losowego

Niech ∆d b ↪edzie chaosem losowym rz ↪edu d o nieujemnych wspó lczynnikach
ai1,...,id , generowanym przez niezależne zmienne dwupunktowe o rozk ladzie

P
(
X

(r)
i = 1

)
= 1− P

(
X

(r)
i = 0

)
= α ∈ (0; e−16] ,

∆d =
∑

ai1,...,idX
(1)
i1
...X

(d)
id
.

Zauważmy, że w przypadku d = 1 (tzn. dla kombinacji liniowej zmiennych

X
(1)
i ), na podstawie wyników z poprzedniego podrozdzia lu, mamy

‖∆1‖p ∼ sup
{∑

ai (α + bi) :
∑

Mα (bi) ≤ p
}
,
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dla p ≥ ln 1
α
, gdzie

Mα (x) =

{
(α + x) ln

(
1 + x

α

)
gdy 0 ≤ x ≤ 1,

+∞ gdy 1 < x.

Ponieważ Mα jest funkcj ↪a wypuk l ↪a, wi ↪ec dla λ ≥ 1

‖∆1‖λp ∼ sup
{∑

a
(1)
i bi :

∑
M (bi) ≤ λp

}
≤ λ sup

{∑
a
(1)
i bi/λ :

∑
M (bi/λ) ≤ p

}
∼ λ ‖∆1‖p .

Wynika st ↪ad, że zmienna ∆1 ma w lasność semihiperkontraktywności rz ↪edu
1 pocz ↪awszy od momentu ln 1

α
. Zatem z Wniosku 1 z rozdzia lu 1 wynika,

że zmienna ∆d ma również w lasność semihiperkontraktywności pocz ↪awszy
od momentu ln 1

α
. Z Twierdzenia 2 wynika teraz, że zachodz ↪a nast ↪epuj ↪ace

dwustronne oszacowania na ogony ∆d

P (∆d ≥ e ‖∆d‖) ≤ e−p,

P (∆d ≥ c (d, α) ‖∆d‖) ≥ min
(
c (d, α) , e−p

)
.

Rozważmy teraz nast ↪epuj ↪acy model grafu losowego. Dane s ↪a wierzcho lki
ponumerowane liczbami 1, 2, ..., n i liczba α ∈ (0; 1) .Grafem losowymG (n, α)
b ↪edziemy nazywali zmienn ↪a losow ↪a przyjmuj ↪ac ↪a wartości w zbiorze grafów n
wierzcho lkowych o tej w lasności, że prawdopodobieństwo, iż mi ↪edzy dwoma
ustalonymi wierzcho lkami u, v, u 6= v, u, v ∈ {1, 2, ..., n} istnieje nieskiero-
wana kraw ↪edź, wynosi α, niezależnie od istnienia kraw ↪edzi pomi ↪edzy innymi
parami wierzcho lków.

Niech dany b ↪edzie pewien graf G0 o niewielkiej liczbie kraw ↪edzi d. Niech
∆′d b ↪edzie zmienn ↪a losow ↪a równ ↪a liczbie podgrafów grafu G (n, α) izomor-
ficznych z grafem G0. B ↪ed ↪a interesowa ly nas w lasności zmiennej ∆′d.

Zauważmy, że jeżeli P jest rodzin ↪a wszystkich kopii grafu G0 w grafie
pe lnym o n wierzcho lkach G (n), to zmienn ↪a ∆′d można przedstawić w postaci

∆′d =
∑
H∈P

∏
e∈E(H)

Xe,

gdzie E (H) oznacza zbiór kraw ↪edzi grafu H zaś zmienne Xe, e ∈ E (G (n)) ,
s ↪a niezależne i maj ↪a rozk lad dwupunktowy P (Xe = 1) = 1 − P (Xe = 0) =
α. Z Twierdzenia 1 wynika, że momenty zmiennej ∆′d s ↪a porównywalne z
momentami zmiennej

∆d =
1

#P (G0)

∑
H∈P

∑
r∈P (G0)

∏
e∈E(H)

Xr(fH(e))
e ,
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gdzie P (G0) oznacza zbiór wszystkich permutacji kraw ↪edzi grafu G0, fH
jest izometri ↪a przekszta lcaj ↪ac ↪a graf H w graf G0 zaś zmienne Xf

e dla e ∈
E (G (n)) , f ∈ E (G0) , s ↪a niezależnymi kopiami zmiennych Xe.

Zauważmy, że zmienna ∆d ma postać

∆d =
∑

e1∈G(n),...,ed∈G(n)

ae1,...,edX
f1
e1
· · ·Xfd

ed
, (3.19)

gdzie ae1,...,ed ≥ 0, d = #E (G0) , E (G0) = {f1, ..., fd} .
Jak już zauważylísmy, z semihiperkontraktywności ∆d wynikaj ↪a dwu-

stronne szacowania na ogony zmiennej ∆d. Dzi ↪eki temu spostrzeżeniu  latwo
możemy zidentyfikować wielkości, które pojawiaj ↪a si ↪e w pracy [14], szacuj ↪ace
odchylenia zmiennej ∆′d ponad jej wartość oczekiwan ↪a.

Niech np. ∆′3 b ↪edzie liczb ↪a trójk ↪atów, tzn. grafów pe lnych trójwierzcho l-
kowych (ścíslejsze definicje - zob. [13]), w grafie G (n, α) . W [14] udowod-
niono, że dla każdego t > 0, jeżeli E∆′3 > 1, to istniej ↪a sta le dodatnie c (t) i
C (t) , dla których zachodz ↪a szacowania

exp

(
−c (t)n2α2 ln

1

α

)
≤ P (∆′3 ≥ (1 + t)E∆′3) ≤ exp

(
−C (t)n2α2

)
.

(3.20)
Z w lasności semihiperkontraktywności zmiennej ∆′3 wynika, że dla p1, dla
którego c (d, α) ‖∆′3‖p1 ≥ (1 + t)E∆′3 mamy

P (∆′3 ≥ (1 + t)E∆′3) ≥ P
(

∆′3 ≥ c (d, α) ‖∆′3‖p1
)
≥ min

(
c (d, α) , e−p1

)
,

oraz dla p2, dla którego e ‖∆′3‖p2 ≤ (1 + t)E∆′3,

P (∆′3 ≥ (1 + t)E∆′3) ≤ P
(

∆′3 ≥ e ‖∆′3‖p2
)
≤ exp (−p2) .

Zatem dla odpowiednio dużych t znalezienie optymalnych szacowań w (3.20)
sprowadza si ↪e do optymalnych szacowań momentów zmiennej ∆′3.

3.4 Oszacowanie prawdopodobieństw odchyleń liczby
gwiazd k-ramiennych i liczby trójk ↪atów w grafie
losowym

W tym podrozdziale udowodnimy nieco lepsze niż w [14] (w pewnym zakresie
parametów) szacowania prawdopodobieństw odchyleń liczby gwiazd k - ra-
miennych i liczby tójk ↪atów ponad ich wartość oczekiwan ↪a. Zastosujemy dwie
techniki. W przypadku gwiazd pos lużymy si ↪e dodatni ↪a stowarzyszoności ↪a
pewnych zmiennych losowych i wzorem Montgomery-Smitha. W przypadku
trójk ↪atów - wynikami podrozdzia lu 3.2.
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3.4.1 Prawdopodobieństwa odchyleń liczby gwiazd k - ramiennych

Przyjmijmy oznaczenia jak w poprzednim podrozdziale. B ↪edziemy korzystać
z nast ↪epuj ↪acego poj ↪ecia stowarzyszoności zmiennych losowych.

Definicja 5 Zmienne rzeczywiste T1, ..., Tn s ↪a stowarzyszone (ang. associa-
ted), jeżeli dla dowolnych dwóch niemalej ↪acych po wspó lrz ↪ednych funkcji f1,
f2 : Rn → R i wektora T = (T1, ..., Tn) zachodzi

Cov (f1 (T) , f2 (T)) ≥ 0,

o ile kowariancja zmiennych f1 (T) i f2 (T) istnieje.

Bezpośrednio z definicji stowarzyszoności wynika, że jeżeli zmienne lo-
sowe T1, ..., Tn s ↪a stowarzyszone i funkcje f1, ..., fm : Rn → R s ↪a niemalej ↪ace
po wspó lrz ↪ednych, to zmienne S1 = f1 (T) , ..., Sm = fm (T) s ↪a także stowa-
rzyszone. Dowodzi si ↪e również (por. [8]), że zmienne niezależne s ↪a stowarzy-
szone.

Niech p b ↪edzie dodatni ↪a liczb ↪a ca lkowit ↪a. Jeżeli zmienne T1, T2 ≥ 0 s ↪a sto-
warzyszone oraz T̃1, T̃2 s ↪a niezależnymi kopiami T1 i T2 odpowiednio, wówczas
dla dowolnego q = 0, 1, 2, ..., p

ET q1T
p−q
2 ≥ ET q1ET

p−q
2 = ET̃ q1ET̃

p−q
2 = ET̃ q1 T̃

p−q
2 .

St ↪ad i ze wzoru dwumianowego otrzymujemy

E (T1 + T2)
p ≥ E

(
T̃1 + T̃2

)p
.

Iteruj ↪ac powyższ ↪a nierówność dostajemy, że dla nieujemnych zmiennych sto-
warzyszonych T1, .., Tn i ich niezależnych kopii T̃1, ..., T̃n zachodzi

E (T1 + · · ·+ Tn)p ≥ E
(
T̃1 + · · ·+ T̃n

)p
.

Niech teraz Γ b ↪edzie liczb ↪a kopii gwiazdy k ramiennej w grafie G (n, α) .
Liczba gwiazd k - ramiennych o środku w danym wierzcho lku u ∈ {1, 2, ..., n}
wynosi (∑

vX{u,v}
k

)
∼k

(∑
v

X{u,v} − k + 1

)k

+

 .
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Zmienna Γ jest zatem równa

Γ =
∑
u

(∑
vX{u,v}
k

)
∼k
∑
u

(∑
v

X{u,v} − k + 1

)k

+

=
∑
u

γ(u), (3.21)

gdzie zmienne γ(u) =
(∑

vX{u,v} − k + 1
)k
+
, u ∈ {1, 2, ..., n} , nie s ↪a niestety

niezależne. Zauważmy jednak, że jako niemalej ↪ace po wspó lrz ↪ednych funkcje
od zmiennych niezależnych X{u,v}, u, v = 1, ..., n, u 6= v, s ↪a dodatnio stowa-
rzyszone, a st ↪ad mamy, że dla ca lkowitego p ≥ 1 zachodzi nierówność∥∥∥∥∥

n∑
u=1

γ(u)

∥∥∥∥∥
p

≥

∥∥∥∥∥
n∑
u=1

γu

∥∥∥∥∥
p

, (3.22)

gdzie γu, u ∈ {1, 2, ..., n} , s ↪a niezależnymi kopiami zmiennej γ(1).
Zajmijmy si ↪e momentami zmiennej

∑
u γu. Ze wzoru Montgomery-Smitha

(por. podrozdzia l 1.3) wynika, że∥∥∥∥∥
n∑
u=1

γu

∥∥∥∥∥
p

∼ sup

{
p

s

(
n

p

)1/s

‖γ1‖s : max
(

1;
p

n

)
≤ s ≤ p

}
.

Postarajmy si ↪e oszacować ‖γ1‖s . Mamy

Eγs1 = E

(∑
v

X{u,v} − k + 1

)ks

+

≥ P

(∑
v

X{u,v} = k

)
=

(
n

k

)
αk (1− α)n−k .

Za lóżmy, że α ≤ 1
n
, n ≥ k2 wówczas, ze wzoru Stirlinga, dostajemy(

n

k

)
αk (1− α)n−k ≥ c

(nα
k

)k ( 1− α
1− k/n

)n−k√
n

k (n− k)
∼k (nα)k .

Zatem

‖γ1‖s ≥ c (k) (nα)k/s ,

oraz ∥∥∥∥∥
n∑
u=1

γu

∥∥∥∥∥
p

≥ c (k) sup

{
p

s

(
n

p

)1/s

(nα)k/s : max
(

1;
p

n

)
≤ s ≤ p

}
.
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Policzmy

d

ds

{
p

s

(
n

p

)1/s

(nα)k/s
}

= − p

s3

(
n

p

)1/s

(nα)k/s
(
s+ ln

(
1

p
nk+1αk

))
.

Za lóżmy, że
e < enk+1αk < p ≤ n, (3.23)

wówczas supremum wyrażenia p
s

(
n
p

)1/s
(nα)k/s jest przyjmowane w punkcie

s0 = ln p
nk+1αk

(zauważmy, że p/n ≤ 1 < s0 < p) i wynosi

p

s0

(
n

p

)1/s0

(nα)k/s0 =
p

e ln p
nk+1αk

=
q

e ln q
nk+1αk,

gdzie liczba q jest zdefiniowana za pomoc ↪a równości

p = qnk+1αk. (3.24)

Zatem w rozpatrywanym zakresie parametrów p, n i α mamy∥∥∥∥∥
n∑
u=1

γu

∥∥∥∥∥
p

≥ c (k)
q

e ln q
nk+1αk. (3.25)

Niech C1 (k) b ↪edz ↪a równe sta lej C1 (δ, C) , wyst ↪epuj ↪acej w dowodzie Twier-
dzenia 2 z rozdzia lu 1. Ponieważ EΓ ≤ C (k)nk+1αk, wi ↪ec dla q spe lniaj ↪acego
warunek

q

e ln q
≥ 2c−1 (k)C (k)K (3.26)

z (3.21), (3.22) i (3.25) mamy oszacowanie

1

2
‖Γ‖p ≥ KEΓ.

Jeżeli przy tym zachodzi p ≥ ln 1
α
, to z semihiperkontrakcji otrzymujemy

P (Γ ≥ KEΓ) ≥ P

(
Γ ≥ 1

2
‖Γ‖p

)
≥ exp (−C1 (k) p) .

W pracy [14] uzyskano nast ↪epuj ↪ace oszacowanie

P (Γ ≥ KEΓ) ≥ exp

(
−Cn1+1/kα ln

1

α

)
(3.27)
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Jeżeli zachodzi

ln
1

α
≤ p = qnk+1αk < CC−11 (k)n1+1/kα ln

1

α
, (3.28)

to otrzymane przez nas oszacowanie b ↪edzie lepsze niż to udowodnione w
[14]. Zastanówmy si ↪e kiedy jest to możliwe. Warunki (3.23), (3.24) i (3.26)
nak ladaj ↪a nast ↪epuj ↪ace ograniczenia

q ≥ C (k,K) ,

qnkαk ≤ 1,

zaś warunek (3.28) daje

qnk+1αk ≥ ln
1

α
,

q
(
nk+1αk

) k−1
k < c (k) ln

1

α
.

Zauważmy, że dla ustalonych k,K oraz q spe lniaj ↪acego q ≥ C (k,K) , pozo-
sta le warunki maj ↪a postać

n ≤ q−
1
k

1

α
,

n ≥ q−
1
k+1

1

α

(
α ln

1

α

) 1
k+1

,

n < (c (k) /q)
k

k2−1
1

α

(
α ln

1

α

(
ln

1

α

) 1
k−1

) 1
k+1

.

Zauważmy, że dla dostatecznie ma lych α, niezależnie od wartości q i c (k)
można znaleźć n spe lniaj ↪ace powyższe warunki. Dla tych wartości para-
metrów α, n, k,K szacowanie (3.27) jest gorsze niż to otrzymane przez nas.

3.4.2 Prawdopodobieństwa odchyleń liczby trójk ↪atów

Losowa forma trzyliniowa, reprezentuj ↪aca liczb ↪e trójk ↪atów w grafie losowym
G (n, α) ma postać

∆′ =
∑

u6=v 6=w
1≤u,v,w≤n

X{u,v}X{v,w}X{w,u}.

Janson, Oleszkiewicz i Ruciński otrzymali nast ↪epuj ↪ace oszacowanie na mo-
menty zmiennej ∆̃

‖∆′‖p ≤ n3α3

(
1 + C

p

n2α2
+ C

p3/2

n3α3

)
, (3.29)
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gdzie C oznacza (jak zwykle) pewn ↪a uniwersaln ↪a sta l ↪a dodatni ↪a. My posta-
ramy si ↪e uzyskać oszacowanie ‖∆′‖p z do lu. Korzystaj ↪ac z Twierdzenia 1 z

rozdzia lu 1 i z (3.18), dla p ≥ 3 ln 1
α

otrzymujemy

‖∆′‖p ∼ ‖∆‖p ≥ c (A+B +D) ,

gdzie

∆ =
∑
u,v,w

X
(1)
{u,v}X

(2)
{v,w}X

(3)
{w,u}

(X
(1)
{u,v}, X

(2)
{u,v} i X

(3)
{u,v} s ↪a niezależnymi kopiami X{u,v}) oraz

A = sup

{∑
u,v,w

(
α + x(1)u,v

) (
α + x(2)v,w

) (
α + x(3)w,u

)
:
∑
u,v,w

Mα

(
x(i)u,v
)
≤ p dla i = 1, 2, 3

}
,

B = sup

{∑
u,v,w

(α + xu,v)
(
α2 + yv,w,u

)
:
∑
u,v,w

Mα (xu,v) ≤ p,
∑
u,v,w

Mα2 (yv,w,u) ≤ p

}
,

D = sup

{∑
u,v,w

(
α3 + xu,v,w

)
:
∑
u,v,w

Mα3 (xu,v,w) ≤ p

}
.

Dalej obliczamy

A ≤ A1 + 3A2 + 3A3 + A4,

gdzie

A1 = n3α3,

A2 = nα2 sup

{∑
u,v

xu,v :
∑

Mα (xu,v) ≤ p

}
∼
{
n3α2M−1

α

(
p
n2

)
, jeżeli p

n2 ≤ ln 1
α
,

n3α2, jeżeli p
n2 > ln 1

α
,

A3 = α sup

{∑
u,v,w

xu,vyv,w :
∑

Mα (xu,v) ≤ p,
∑

Mα (yv,w) ≤ p

}
,

A4 = sup

{∑
u,v,w

xu,vyv,wzw,u :
∑

Mα (xu,v) ≤ p,
∑

Mα (yv,w) ≤ p,
∑

Mα (zw,u) ≤ p

}
.

Oszacowanie sk ladnika A2 wynika z wypuk lości funkcji Mα. Zajmijmy si ↪e
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oszacowaniami A3 i A4. Mamy

A3 = α sup

{∑
u,v,w

xu,vyv,w :
∑

Mα (xu,v) ≤ p,
∑

Mα (yv,w) ≤ p

}

= nα sup

{∑
v

yv
∑
u

xu,v :
∑
u,v

Mα (xu,v) ≤ p,
∑
v

Mα (yv) ≤ p/n

}

= n2α sup

{∑
v

xvyv :
∑
v

Mα (xv) ≤ p/n,
∑
v

Mα (yv) ≤ p/n

}

= n2α sup

{∑
v

x2v :
∑
v

Mα (xv) ≤ p/n

}

∼


n2α

(
M−1

α

(
p
n

))2
, jeżeli p

n
≤ ln 1

α
,

nα p

ln 1
α

, jeżeli ln 1
α
< p

n
≤ n ln 1

α
,

n3α, jeżeli p
n
> n ln 1

α
.

gdzie yv = 1
n

∑
w yv,w. Ostatnia relacja wynika z wkl ↪es lości funkcji x 7→

Mα (
√
x) na przedziale [0; 1] . Powyżej wykorzystalísmy też nast ↪epuj ↪ac ↪a, wy-

nikaj ↪ac ↪a z wypuk lości Mα, nierówność

sup

{∑
u,v,w

xu,vyv,w : Mα (yv,w) ≤ p

}

= sup

{∑
u,v

xu,vn

(
1

n

∑
w

yv,w

)
:
∑
v

n

(
1

n

∑
w

Mα (yv,w)

)
≤ p

}

= n sup

{∑
u,v

xu,vyv :
∑
v

Mα (yv) ≤ p/n

}
,

Wreszcie, szacowanie na A4 wynika z nast ↪epuj ↪acej (wynikaj ↪acej z nierówności
Schwarza) nierówności

∑
u,v,w

xu,vyv,wzw,u ≤

(∑
u,v

x2u,v

)1/2(∑
v,w

y2v,w

)1/2(∑
w,u

z2w,u

)1/2

.
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A4 = sup

{∑
u,v,w

x(1)u,vx
(2)
v,wx

(3)
w,u :

∑
u,v,w

Mα

(
x(i)u,v
)
≤ p dla i = 1, 2, 3

}

= sup


(∑

u,v

x2u,v

)3/2

:
∑

Mα (xu,v) ≤ p


∼

{ (
p

ln 1
α

)3/2
, jeżeli p

n2 ≤ ln 1
α
,

n3, jeżeli p
n2 > ln 1

α
.

Sk ladnik D można oszacować w nast ↪epuj ↪acy sposób

D ∼ n3α3 +

{
n3M−1

α3

(
p
n3

)
, jeżeli p

n3 ≤ ln 1
α
,

n3, jeżeli p
n3 > ln 1

α
.

Zajmijmy si ↪e teraz sk ladnikiem B.

B ≤ B1 +B2 +B3 +B4,

gdzie
B1 = n3α3,

B2 = α sup

{∑
u,v,w

yu,v,w :
∑
u,v,w

Mα2 (yu,v,w) ≤ p

}

∼
{
αn3M−1

α2

(
p
n3

)
, jeżeli p

n3 ≤ ln 1
α
,

αn3, jeżeli p
n3 > ln 1

α
,

B3 = α2 sup
{∑

xu,v :
∑

Mα (xu,v) ≤ p
}

∼
{
α2n2M−1

α

(
p
n2

)
, jeżeli p

n2 ≤ ln 1
α
,

α2n2, jeżeli p
n2 > ln 1

α
.

Pozosta l ostatni sk ladnik, B4. Na mocy wypuk lości Mα2 mamy

B4 = sup
{∑

xu,vyv,w,u :
∑

Mα (xu,v) ≤ p,
∑

Mα2 (yv,w,u) ≤ p
}

= n sup

{∑
u,v

xu,v

(
1

n

∑
w

yv,w,u

)
:
∑

Mα (xu,v) ≤ p,
∑

Mα2 (yv,w,u) ≤ p

}

= n sup

{∑
u,v

xu,vyu,v :
∑
u,v

Mα (xu,v) ≤ p,
∑
u,v

Mα2 (yu,v) ≤ p/n

}
, (3.30)

gdzie yu,v = 1
n

∑
w yv,w,u. Zajmijmy si ↪e wi ↪ec oszacowaniem (3.30).
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Zbiór

E =

{
(xu,v, yu,v) :

∑
u,v

Mα (xu,v) ≤ p,
∑
u,v

Mα2 (yu,v) ≤ p/n

}

jest wypuk ly i zwarty, szukane supremum jest osi ↪agane w pewnym puncie
(x0, y0) zbioru E.

Zamiast pisać podwójne ideksy (v, w) ponumerujmy wspó lrz ↪edne punktu
(x0, y0) pomoc ↪a liczb 1, 2, ..., n2. Za lóżmy, że

x01 ≥ x02 ≥ ... ≥ x0n2 ,

wówczas
y01 ≥ y02 ≥ ... ≥ y0n2 .

Jeżeli r < s jest par ↪a indeksów, dla których

1 > x0r > x0s > 0,

1 > y0r > y0s > 0,

to ze wzgl ↪edu na równość

x0ry
0
r + x0sy

0
s =

(
x0r + dx

)
y0r +

(
x0s −

y0r
y0s
dx

)
y0s

musi zachodzić nierówność

Mα

(
x0r + dx

)
+Mα

(
x0s −

y0r
y0s
dx

)
= Mα

(
x0r
)

+M ′
α

(
x0r
)
dx+Mα

(
x0s
)
− y0r
y0s
M ′

α

(
x0s
)
dx

≥Mα

(
x0r
)

+Mα

(
x0s
)
.

Powyższa nierówność daje

y0s

(
1 + ln

(
1 +

x0r
α

))
= y0r

(
1 + ln

(
1 +

x0s
α

))
.

Podobnie otrzymujemy nast ↪epuj ↪ac ↪a równość

x0s

(
1 + ln

(
1 +

y0r
α2

))
= x0r

(
1 + ln

(
1 +

y0s
α2

))
.
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Wprowadźmy oznaczenia

ξs =
x0s
α
, θs =

y0s
α2
, ξr =

x0r
α
, θr =

y0r
α2
.

Przy tych oznaczeniach dostajemy równości

θs
1 + ln (1 + ξs)

=
θr

1 + ln (1 + ξr)
= λ,

ξs
1 + ln (1 + θs)

=
ξr

1 + ln (1 + θr)
= µ.

St ↪ad dalej dostajemy

ξs
1 + ln (1 + λ+ λ ln (1 + ξs))

=
ξr

1 + ln (1 + λ+ λ ln (1 + ξr))
= µ (3.31)

Rozpatrzmy funkcj ↪e

µ (ξ) =
ξ

1 + ln (1 + λ+ λ ln (1 + ξ))
.

Mamy

dµ

dξ
=

1

1 + ln (1 + λ+ λ ln (1 + ξ))
−

+
ξλ

(1 + ξ) (1 + λ+ λ ln (1 + ξ)) (1 + ln (1 + λ+ λ ln (1 + ξ)))2
> 0

o ile ξ > 0. Z tego wynika, że funkcja µ jest różnowartościowa w (0; +∞) i
równość (3.31) nie może zachodzić, bowiem ξr = y0r/α > y0s/α = ξs. Z tych
spostrzeżeń wynika, że jeżeli dla 1 ≤ r < s ≤ n2

1 > x0r > x0s > 0,

to
y0r = 1 lub y0r = y0s .

Ale w ostatnim przypadku można również za x0r, x
0
s podstawić x0r+x

0
s

2
, wtedy

suma x0ry
0
r + x0sy

0
s si ↪e nie zmieni, zaś suma

Mα

(
x0r
)

+Mα

(
x0s
)

(na mocy wypuk lości Mα) nie wzrośnie. Podobnie rozumujemy, gdy

1 > y0r > y0s > 0.
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Z powyższych rozważań wynika, że wspó lrz ↪edne punktu (x0, y0) maj ↪a postać

x = x01 = ... = x0k > x̃ = x0k+1 = ... = x0k+l > x0k+l+1 = ... = x0n2 = 0,

y = y01 = ... = y0k > ỹ = y0k+1 = ... = y0k+l > y0k+l+1 = ... = y0n2 = 0,

przy czym x = 1 lub y = 1. Wówczas mamy

kMα (x) + lMα (x̃) ≤ p,

kMα2 (y) + lMα2 (ỹ) ≤ p/n,

B4 = n (kxy + lx̃ỹ) ≥ n max
1≤l≤n2

lM−1
α

(p
l

)
M−1

α2

( p
nl

)
.

Dalej mamy

B4 ≤ 2nmax (kxy, lx̃ỹ) ≤ 2n max
1≤l≤n2

lM−1
α

(p
l

)
M−1

α2

( p
nl

)
.

Zatem

B4 ∼ n max
1≤l≤n2

lM−1
α

(p
l

)
M−1

α2

( p
nl

)
.

Aby otrzymać jawn ↪a postać B4 zauważmy, że dla β ∈
(
0; 1

e

)
, x ∈ [0; 1] mamy

Mβ (x) ∼
{

x jeżeli 0 ≤ x ≤ eβ,
x ln x

β
jeżeli eβ < x ≤ 1;

a st ↪ad, dla y ∈
[
0, ln 1

β

]

M−1
β (y) ∼

{
y jeżeli 0 ≤ y ≤ eβ,

y
ln y
β

jeżeli eβ < y ≤ ln 1
β
. (3.32)

Rozważmy nast ↪epuj ↪ace dwa przypadki.

I. n2 ≥ p

ln 1
α

≥ 2. Mamy

M−1
α

(p
l

)
∼ f1 (l) :=

{ p
l
, jeżeli p

l
≤ eα,

p
l ln p

lα
, jeżeli p

l
> eα;

M−1
α2

( p
nl

)
∼ f2 (l) :=

{
p
nl
, jeżeli p

nl
≤ e2α2,

p
nl ln p

nlα2
, jeżeli p

nl
> e2α2.
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Rozważmy funkcj ↪e l 7→ nlf1 (l) f2 (l) przy naturalnym za lożeniu (cf. [14]), że
nα > 1. Mamy

d

dl
{nlf1 (l) f2 (l)}

=


−p2

l2
, jeżeli 0 ≤ p

l
≤ eα,

−p2

l2
ln p
αl
−1

(ln p
lα)

2 , jeżeli eα < p
l
≤ e2α2n,

−p2

l2
(ln p

lα
−1)(ln p

nlα2
−1)−1

ln p
lα

ln p

nlα2
, jeżeli e2α2n < p

l
≤ ln 1

α
;

< 0,

wi ↪ec maksimum
n max

1≤l≤n2
lf1 (l) f2 (l)

jest osi ↪agane dla l ∼ p

ln 1
α

, wówczas M−1
α

(
p
l

)
∼ 1 oraz

M−1
α2

( p
nl

)
∼

{
p
nl
, jeżeli p

nl
≤ eα2,

p
nl ln p

nlα2
, jeżeli ln 1

α
> p

nl
> eα2

i mamy

B4 ∼ p, jeżeli n ≥
ln 1

α

eα2
,

B4 ∼
p

ln
ln 1
α

nα2

, jeżeli n <
ln 1

α

eα2
.

II. p > n2 ln 1
α
. W tym przypadku maksimum jest osi ↪agane dla l ∼ n2 i

mamy

B4 ∼ p, jeżeli p ≤ eα2n3,

B4 ∼
p

ln p
n3α2

, jeżeli n3 ln
1

α
> p > eα2n3,

B4 ∼ n3, jeżeli p ≥ n3 ln
1

α
.

Korzystaj ↪ac ze wzoru (3.32), otrzymujemy również A1 = B1 = n3α3,

A2 ∼


npα2, jeżeli p

n2 ≤ eα,
npα2/ ln p

αn2 , jeżeli eα < p
n2 ≤ ln 1

α
,

n3α2, jeżeli p
n2 > ln 1

α
;
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A3 ∼


p2α, jeżeli p

n
≤ eα,

p2α/
(
ln p

αn

)2
, jeżeli eα < p

n
≤ ln 1

α
,

nα p

ln 1
α

, jeżeli ln 1
α
< p

n
≤ n ln 1

α
,

n3α, jeżeli p
n
> n ln 1

α
;

A4 ∼

{ (
p

ln 1
α

)3/2
, jeżeli p

n2 ≤ ln 1
α
,

n3, jeżeli p
n2 > ln 1

α
;

D ∼ n3α3 +


p, jeżeli p

n3 ≤ eα3,
p/ ln p

α3n3 , jeżeli eα3 < p
n3 ≤ ln 1

α
,

n3, jeżeli p
n3 > ln 1

α
;

B2 ∼


αp, jeżeli p

n3 ≤ eα2,
αp/ ln p

α2n3 , jeżeli eα2 < p
n2 ≤ ln 1

α
,

αn3, jeżeli p
n3 > ln 1

α
;

B3 ∼


α2p, jeżeli p

n2 ≤ eα,
α2p/ ln p

αn2 , jeżeli eα < p
n2 ≤ ln 1

α
,

α2n2, jeżeli p
n2 > ln 1

α
.

Podsumowuj ↪ac, możemy zauważyć, że najwi ↪ekszy wk lad w sum ↪eA+B+D
maj ↪a sk ladniki A4, i D.

‖∆‖p ≥ c (A4 +D) ∼ n3α3 +


(

p

ln 1
α

)3/2
+ p, jeżeli p

n2 ≤ ln 1
α
, p
n3 ≤ α3;(

p

ln 1
α

)3/2
+ p

ln ep

n3α3
jeżeli p

n2 ≤ ln 1
α
, p
n3 > α3;

n3, jeżeli p
n2 > ln 1

α
.

Za lóżmy, że

p

n2
≤ ln

1

α
, p = qn3α3 ≥ 3 ln

1

α
, q ≥ 1, (3.33)

wówczas otrzymujemy

‖∆‖p ≥ cn3α3 q

ln (eq)
.

Ponieważ E∆ ∼ n3α3, wi ↪ec dla K ≤ c
2

q
ln(eq)

z semihiperkontrakcji otrzymu-
jemy

P (∆ ≥ KE∆) ≥ P

(
∆ ≥ 1

2
‖∆‖p

)
≥ exp (−C1p) .
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W pracy [14] podane jest nast ↪epuj ↪ace, pochodz ↪ace od Vu (zob. [16]), szaco-
wanie

P (∆ ≥ KE∆) ≥ exp

(
−Cn2α2 ln

1

α

)
. (3.34)

Jeżeli zachodzi

p = qn3α3 < C−11 Cn2α2 ln
1

α
, (3.35)

to otrzymane przez nas oszacowanie b ↪edzie lepsze niż to podane w [14]. Za-
stanówmy si ↪e czy jest to możliwe. Warunki (3.33) oraz (3.35) s ↪a równoważne
warunkom:

q ≥ C (K) ,

n ≤ 1

q

(
1

α

)3

ln
1

α
,

n ≥
(

3

q

)1/3
1

α

(
ln

1

α

)1/3

,

n <
c

q

1

α
ln

1

α
.

I podobnie jak w przypadku gwiazd stwierdzamy, że dla dostatecznie ma lych
α, niezależnie od wartości q i c można znaleźć n spe lniaj ↪ace powyższe wa-
runki. Dla tych wartości parametrów α, n,K szacowanie (3.34) jest gorsze
niż otrzymane przez nas.

Dodajmy, że z oszacowań górnych na ‖∆‖p, które można otrzymać z
Twierdzenia 7, wynikaj ↪a także oszacowania z góry na P (∆ ≥ KE∆) . S ↪a
one jednak gorsze niż te otrzymane przez autorów [14], mianowicie w [14]
otrzymane szacowania maj ↪a postać: dla t > 0

P (∆ ≥ (1 + t)E∆) ≤ e−c(t)n
2α2

,

zaś oszacowania, które można otrzymać z Twierdzenia 7 maj ↪a postać: dla
dostatecznie dużego K

P (∆ ≥ KE∆) ≤ e−cn
2α2/ ln 1

α .
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4 Oszacowania momentów i ogonów wielowy-

miarowego chaosu generowanego przez sy-

metryczne zmienne losowe z logarytmicz-

nie wkl ↪es lymi ogonami

W tym rozdziale zajmujemy si ↪e oszacowaniami momentów i ogonów S =∑
ai1,...,idX

(1)
i1
· · ·X(d)

id
w przypadku, gdy X

(r)
i s ↪a symetrycznymi zmiennymi

losowymi z logarytmicznie wkl ↪es lymi ogonami. (Jest to również przypadek
chaosów gaussowskich i chaosów rademacherowych.) Dok ladne oszacowania
(z dok ladności ↪a do uniwersalnych sta lych) na ogony i momenty S nie s ↪a znane
gdy d ≥ 3. Dla d = 1, 2 (por. [19], [21]) mamy nast ↪epuj ↪ace szacowania.∥∥∥∑ aiX

(1)
i

∥∥∥
p
∼ sup

x(1)∈B̃(1)
p

∑
aix

(1)
i , (4.1)

∥∥∥∑ aijX
(1)
i X

(2)
j

∥∥∥
p
∼ sup

x(1)∈B̃(1)
p

∑
i

x
(1)
i

√∑
j

a2ij

+ sup
x(2)∈B̃(2)

p

∑
j

x
(2)
j

√∑
i

a2ij

+ sup
x(1)∈B̃(1)

p ,x(2)∈B̃(2)
p

∑
aijx

(1)
i x

(2)
j . (4.2)

Definicje B̃
(1)
p , B̃

(2)
p - zob. podrozdzia l 4.1.

Ostatnio Lata la udowodni l takie oszacowania dla chaosów gaussowskich
rz ↪edu 3 - zob. podrozdzia l 4.2.

Wczesniej Borell [3] oraz niezależnie Arcones i Giné [2] otrzymali dok ladne
oszacowania dla chaosów gaussowskich, w których wyst ↪epowa ly jednak wartości
oczekiwane supremów pewnych procesów empirycznych. W tym rozdziale
uogólnione s ↪a ich wyniki na chaosy generowane przez symetryczne zmienne
losowe z logarytmicznie wkl ↪es lymi ogonami. Używamy w tym celu podob-
nych metod jak autorzy [2], tzn. zjawiska koncentracji miary udowodnionego
przez Talagranda w [26]. Adaptujemy tez kilka metod z [21].

W ostatnim podrozdziale podajemy oszacowania innego typu. Wyst ↪epuj ↪a
w nich momenty chaosów generowanych tylko przez zmienne rademache-
rowskie i daj ↪a oszacowania p - tego momentu z dok ladności ↪a do czynnika

(max (1, ln p))d
2

. Wydaje si ↪e jednak, że szacowanie chaosów rademachero-
wych jest zdecydowanie bardziej zawi l ↪a rzecz ↪a niż szacowanie chaosów gaus-
sowskich. W dowodach używamy technik z [23].
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4.1 Uogólnienie wyników Borella oraz Arconesa i Giné

4.1.1 Notacja i sformu lowanie wyników

Stosujemy podobne konwencje i oznaczenia co poprzednio. Ponadto, dla
h = (h1, ..., hn) ∈ Rn niech |h| oznacza

√
h21 + ...+ h2n.

W [2] (strona 120) udowodniono nast ↪epuj ↪ace oszacowanie na ogony chaosu

gaussowskiego S =
∑
aig

(1)
i1
· · · g(d)id

, generowanego przez zmienne g
(r)
i , 1 ≤ i ≤

n, 1 ≤ r ≤ d o standardowym rozk ladzie normalnym N (0, 1) . Jeżeli liczby
σ (S) i Mr, 1 ≤ r ≤ d, spe lniaj ↪a warunki

σ (S) = sup
|h(k)|≤1,1≤k≤d

∑
aih

(1)
i1
· · ·h(d)id ,

P

 sup
|h(k)|≤1,r+1≤k≤d

∑
ai

r∏
j=1

g
(j)
ij

d∏
k=r+1

h
(k)
ik
≥Mr

 ≤ 1

2d
,

wówczas dla wszystkich t > 0

P

(
|S| ≥ σ (S) td +

d∑
r=1

(
d

r

)
td−rMr

)
≤ 1

2
e−t

2/2.

Udowodnimy analogiczny rezultat w ogólniejszym przypadku. Odt ↪ad
X

(r)
i , 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ r ≤ d, b ↪ed ↪a oznacza ly niezależne, symetryczne zmienne

losowe o tej w lasności, że

P
(∣∣∣X(r)

i

∣∣∣ ≥ t
)

= e−N
(r)
i (t), dla 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ r ≤ d, t ≥ 0,

gdzie N
(r)
i : [0; +∞) → [0; +∞) jest wypuk l ↪a, ścísle rosn ↪ac ↪a funkcj ↪a, znor-

malizowan ↪a w taki sposób, że

N
(r)
i (1) = 1.

Dla 1 ≤ i ≤ n i 1 ≤ r ≤ d zdefiniujmy

Ñ
(r)
i (t) =

{
t2 jeżeli |t| ≤ 1,

N
(r)
i (|t|) jeżeli |t| > 1.

Dalej, zdefiniujmy zbiór B̃
(r)
p nast ↪epuj ↪aco

B̃(r)
p =

{
b(r) ∈ Rn :

∑
Ñ

(r)
i

(
b
(r)
i

)
≤ p
}
.
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Dla p ≥ 1 i D ⊂ {1, 2, ..., d} określmy

MD,p = E sup
b(k)∈B̃(k)

p ,k∈D

∑
ai
∏
j∈D′

X
(j)
ij

∏
k∈D

b
(k)
ik
. (4.3)

Uwaga. Dla D = ∅ stosujemy nast ↪epuj ↪ac ↪a konwencj ↪e

sup
b(k)∈B̃(k)

p ,k∈D

∑
ai
∏
j∈D′

X
(j)
ij

∏
k∈D

b
(k)
ik

=
∣∣∣∑ aiX

(1)
i1
· · ·X(d)

id

∣∣∣ .
Teraz jesteśmy gotowi do sformu lowania g lównego rezultatu niniejszego pod-
rozdzia lu.

Twierdzenie 8 Rozważmy chaos S rz ↪edu d, generowany przez zmienne X
(r)
i ,

S =
∑

aiX
(1)
i1
· · ·X(d)

id
.

Dla p ≥ 1 zachodz ↪a nast ↪epuj ↪ace oszacowania

P

|S| ≥ C (d)
∑

D⊂{1,2,...,d}

MD,p

 ≤ e−p, (4.4)

P

|S| ≥ c (d)
∑

D⊂{1,2,...,d}

MD,p

 ≥ min(c(d), e−p), (4.5)

co wi ↪ecej

‖S‖p ∼d
∑

D⊂{1,2,...,d}

MD,p. (4.6)

Wniosek 2 (Semihiperkontraktywność S) Dla p ≥ 1 oraz λ ≥ 1 za-
chodzi

‖S‖λp ≤ λdC1 (d) ‖S‖p . (4.7)

Dowód. Dla λ ≥ 1, 1 ≤ k ≤ d z wypuk lości N
(k)
i mamy B̃

(k)
λp ⊂ λB̃

(k)
p . Z

tego wynika, że
MD,λp ≤ λ#DMD,p.

Z nierówności powyżej oraz z (4.6) dla C1(d) = C(d)/c(d) wynika, że

‖S‖λp ≤ C (d)
∑

D⊂{1,2,...,d}

MD,λp ≤ C (d)
∑

D⊂{1,2,...,d}

λ#DMD,p

≤ C (d)λd
∑

D⊂{1,2,...,d}

MD,p ≤ C (d)λd
1

c (d)
‖S‖p

≤ λdC1 (d) ‖S‖p .
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Mamy również nast ↪epuj ↪acy, znany rezultat, którego b ↪edziemy używać w
dalszej cz ↪eści.

Wniosek 3 Dla p ≥ 1 zachodzi

‖S‖p ≤ C2 (d) pd
√∑

a2i . (4.8)

Dowód. Zauważmy, że ‖S‖2 ∼d
√∑

a2i tak wi ↪ec dla p ∈ [1; 2) nierówność
(4.8) wynika z monotoniczności momentów, zaś dla p ≥ 2 z Wniosku 2 mamy

‖S‖p ≤ (p/2)dC1 (d) ‖S‖2 ≤ C2 (d) pd
√∑

a2i .

Uwaga. Z Twierdzenia 1 wynika, że Twierdzenie 8 jest również prawdziwe
(być może z gorszymi sta lymi) dla nieuzależnionego chaosu rz ↪edu d,

S̃ =
∑

1≤i1<...<id≤n

aiXi1 · · ·Xid ,

gdzie symetryczne zmienne losowe Xi s ↪a niezależne i maj ↪a logarytmicznie
wkl ↪es le ogony.

Uwaga. Odnotujmy, że prawdziwy jest również analog Twierdzenia 8 dla
bardziej ogólnych zmiennych niż S, mianowicie dla zmiennych postaci

ST = sup
a∈T

∑
aiX

(1)
i1
· · ·X(d)

id

(T jest niepust ↪a rodzin ↪a wielowymiarowych macierzy o wspó lczynnikach rze-
czywistych), przy czym liczby MD,p należy zast ↪apić przez liczby MT,D,p, zde-
finiowane nast ↪epuj ↪aco

MT,D,p = E sup
a∈T

sup
b(k)∈B̃(k)

p ,k∈D

∑
ai
∏
j∈D′

X
(j)
ij

∏
k∈D

b
(k)
ik
.

Metoda dowodu jest podobna do dowodu Twierdzenia 8. W [1], pos luguj ↪ac
si ↪e rezultatami z [19], udowodniono analogiczne szacowania dla zmiennych o
wartościach w przestrzeniach Banacha.

Innego rodzaju metody badania ST dla chaosów rademacherowych, oparte
na entropii i tensoryzacji, zosta ly rozwini ↪ete w [4].
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4.1.2 Dowód Twierdzenia 8

B ↪edziemy używać koncentracyjnych w laściwości miary µ o g ↪estości 1
2
e−|x|

wzgl ↪edem miary Lebesgue’a, udowodnionych przez Talagranda.
Dla dowolnej dodatniej liczby ca lkowitej N i miary produktowej µ⊗N na

RN zachodzi nast ↪epuj ↪aca nierówność koncentracyjna

µ⊗N (A+ Vs) ≥ 1−
{
µ⊗N (A)

}−1
e−s, (4.9)

gdzie Vs =
{
x ∈ RN :

∑
min (|xi| , x2i ) ≤ 36s

}
. Nierówność (4.9) udowod-

niono w [26], alternatywny, prostszy dowód zosta l podany w [25].
W celu udowodnienia oszacowań na ogony i momenty S z góry zauważmy

wpierw, że X
(r)
i = X̂

(r)
i +

ˆ̂
X

(r)
i dla niezależnych, symetrycznych wektorów

losowych
(
X̂

(r)
i ,

ˆ̂
X

(r)
i

)
, dla których

P
(∣∣∣X̂(r)

i

∣∣∣ ≥ t
)

= e−N̂
(r)
i (t), gdzie N̂

(r)
i (t) =

{
t jeżeli 0 ≤ t ≤ 1,

N
(r)
i (t) jeżeli t > 1

oraz
∣∣∣ ˆ̂
X

(r)
i

∣∣∣ ≤ 1 prawie wsz ↪edzie. Z zasady kontrakcji (por. [18] str. 19) i z

szacowania E
∣∣∣X̂(r)

i

∣∣∣ ≥ ∫ 1

0
e−tdt > 1

2
, mamy

‖S‖p =

∥∥∥∥∥∑ ai

d∏
j=1

(
X̂

(j)
ij

+
ˆ̂
X

(j)
ij

)∥∥∥∥∥
p

≤
∑

D⊂{1,2,...,d}

∥∥∥∥∥∑ ai
∏
j∈D′

X̂
(j)
ij

∏
k∈D

ˆ̂
X

(k)
ik

∥∥∥∥∥
p

≤
∑

D⊂{1,2,...,d}

2#D

∥∥∥∥∥∑ ai
∏
j∈D′

X̂
(j)
ij

∏
k∈D

X̂
(k)
ik

∥∥∥∥∥
p

= 3d
∥∥∥∑ aiX̂

(1)
i1
· · · X̂(d)

id

∥∥∥
p
.

Zatem, w celu udowodnienia oszacowania w (4.6) z góry, tzn.

‖S‖p ≤ C (d)
∑

D⊂{1,2,...,d}

MD,p,

wystarczy udowodnić, że∥∥∥Ŝ∥∥∥
p
≤ C (d)

∑
D⊂{1,2,...,d}

MD,p, (4.10)

70



gdzie Ŝ =
∑
aiX̂

(1)
i1
· · · X̂(d)

id
. Poniżej dowodzimy, że

M̂D,p ≤ 3#D′MD,p, (4.11)

gdzie

M̂D,p = E sup
b(k)∈B̃(k)

p ,k∈D

∑
ai
∏
j∈D′

X̂
(j)
ij

∏
k∈D

b
(k)
ik
.

Nast ↪epnie udowodnimy, że∥∥∥Ŝ∥∥∥
p
≤ C (d)

∑
D⊂{1,2,...,d}

M̂D,p. (4.12)

To razem z (4.11) da nierówność (4.10).
Maj ↪ac szacowanie ‖S‖p z góry natychmiast otrzymujemy, poprzez stan-

dardowe zastosowanie nierówności Czebyszewa, oszacowanie z góry (4.4) na
ogony S.

W celu udowodnienia (4.11) zastosujemy nast ↪epuj ↪acy

Lemat 9 Dla p ≥ 0, D = {k1, ..., kl} ⊂ {1, 2, ..., d} , j ∈ D′ oraz dla liczb
rzeczywistych aiI , gdzie I = {j} ∪D, zachodzi

E sup
b(k)∈B̃(k)

p ,k∈D

∑
aiI X̂

(j)
ij

∏
k∈D

b
(k)
ik
≤ 3E sup

b(k)∈B̃(k)
p ,k∈D

∑
aiIX

(j)
ij

∏
k∈D

b
(k)
ik
.

Dowód. Mamy

E sup
b(k)∈B̃(k)

p ,k∈D

∑
aiI X̂

(j)
ij

∏
k∈D

b
(k)
ik

≤ E sup
b(k)∈B̃(k)

p ,k∈D

∑
aiI X̂

(j)
ij
I{|X̂(r)

i |≤1
}∏
k∈D

b
(k)
ik

+ E sup
b(k)∈B̃(k)

p ,k∈D

∑
aiI X̂

(j)
ij
I{|X̂(r)

i |>1
}∏
k∈D

b
(k)
ik
.

Z zasady kontrakcji i z szacowania E
∣∣∣X(r)

i

∣∣∣ > 1
2

otrzymujemy

E sup
b(k)∈B̃(k)

p ,k∈D

∑
aiI X̂

(j)
ij
I{|X̂(r)

i |≤1
}∏
k∈D

b
(k)
ik

≤ 2E sup
b(k)∈B̃(k)

p ,k∈D

∑
aiIX

(j)
ij

∏
k∈D

b
(k)
ik
.
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Nast ↪epnie mamy

E sup
b(k)∈B̃(k)

p ,k∈D

∑
aiI X̂

(j)
ij
I{|X̂(r)

i |>1
}∏
k∈D

b
(k)
ik

= E sup
b(k)∈B̃(k)

p ,k∈D

∑
aiIX

(j)
ij
I{|X(r)

i |>1
}∏
k∈D

b
(k)
ik

≤ E sup
b(k)∈B̃(k)

p ,k∈D

∑
aiIX

(j)
ij

∏
k∈D

b
(k)
ik
.

Z powyższych nierówności otrzymujemy tez ↪e.
Stosuj ↪ac Lemat 9 do kolejnych j należ ↪acych do D′ dostajemy (4.11)

M̂D,p = E sup
b(k)∈B̃(k)

p ,k∈D

∑
ai
∏
j∈D′

X̂
(j)
ij

∏
k∈D

b
(k)
ik

≤ 3#D′E sup
b(k)∈B̃(k)

p ,k∈D

∑
ai
∏
j∈D′

X
(j)
ij

∏
k∈D

b
(k)
ik

= 3#D′MD,p.

Niech teraz M̂
(r)
i b ↪edzie funkcj ↪a odwrotn ↪a do N̂

(r)
i na [0; +∞) oraz dla x ∈

(−∞; 0) zdefiniujmy M̂
(r)
i (x) = −M̂ (r)

i (−x) , wówczas dla dowolnego zbioru
borelowskiego B ⊂ Rn zachodzi

P
(
Ŝ ∈ B

)
= µ⊗d·n

({(
x(1), ..., x(d)

)
∈ Rdn :

∑
aiM̂

(1)
i1

(
x
(1)
i1

)
· · · M̂ (d)

id

(
x
(d)
id

)
∈ B

})
.

Dla D ⊂ {1, 2, ..., d} , p ≥ 1, zdefiniujmy

AD,p =

{
x ∈ Rdn : sup

b(k)∈B̃(k)
p ,k∈D

∑
ai
∏
j∈D′

M̂
(j)
ij

(
x
(j)
ij

)∏
k∈D

b
(k)
ik
≤ 2d+1M̂D,p

}
oraz

Ap =
⋂

D⊂{1,2,...,d}

AD,p.

Z nierówności Czebyszewa otrzymujemy

µ⊗dn (AD,p) = P

(
sup

b(k)∈B̃(k)
p ,k∈D

∑
ai
∏
j∈D′

X̂
(j)
ij

∏
k∈D

b
(k)
ik
≤ 2d+1M̂D,p

)

≥ 1− 1

2d+1
.
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St ↪ad

µ⊗dn (Ap) ≥ 1−

 ∑
D⊂{1,2,...,d}

A′D,p

 ≥ 1− 2d
1

2d+1
=

1

2
. (4.13)

Niech teraz Rdn 3 x =
(
x(1), ..., x(d)

)
=
(
y(1), ..., y(d)

)
+
(
z(1), ..., z(d)

)
=

y + z, gdzie y ∈ Ap, z ∈ Vs =
{
z ∈ Rdn :

∑
min (|zi| , z2i ) ≤ 36s

}
. Mamy

nast ↪epuj ↪ace oszacowanie∣∣∣∑ aiM̂
(1)
i1

(
x
(1)
i1

)
· ... · M̂ (d)

id

(
x
(d)
id

)∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∑ ai

d∏
j=1

{
M̂

(j)
ij

(
y
(j)
ij

)
+ M̂

(j)
ij

(
x
(j)
ij

)
− M̂ (j)

ij

(
y
(j)
ij

)}∣∣∣∣∣
≤

∑
D⊂{1,2,...,d}

∣∣∣∣∣∑ ai
∏
j∈D′

M̂
(j)
ij

(
y
(j)
ij

)∏
k∈D

{
M̂

(k)
ik

(
x
(k)
ik

)
− M̂ (k)

ik

(
y
(k)
ik

)}∣∣∣∣∣ .
(4.14)

Z wkl ↪es lości M̂
(r)
i na [0; +∞)∣∣∣M̂ (r)

i

(
x
(r)
i

)
− M̂ (r)

i

(
y
(r)
i

)∣∣∣ ≤ 2M̂
(r)
i

(∣∣∣x(r)i − y(r)i ∣∣∣) = 2M̂
(r)
i

(∣∣∣z(r)i ∣∣∣) .
Ponieważ z ∈ Vs, wi ↪ec∑

i,r

Ñ
(r)
i

(∣∣∣M̂ (r)
i

(
z
(r)
i

)∣∣∣) =
∑
i,r

min

((
z
(r)
i

)2
,
∣∣∣z(r)i ∣∣∣) ≤ 36s.

Zatem
(
M̂

(k)
i

(
z
(k)
i

))
∈ B̃(k)

36s dla 1 ≤ k ≤ r i zachodzi nast ↪epuj ↪ace oszacowa-

nie

SD :=

∣∣∣∣∣∑ ai
∏
j∈D′

M̂
(j)
ij

(
y
(j)
ij

)∏
k∈D

{
M̂

(k)
ik

(
x
(k)
ik

)
− M̂ (k)

ik

(
y
(k)
ik

)}∣∣∣∣∣
≤ sup

z∈Vs

∑
ai
∏
j∈D′

M̂
(j)
ij

(
y
(j)
ij

)∏
k∈D

{
2M̂

(k)
ik

(
z
(k)
ik

)}
≤ 2#D sup

b(k)∈B̃(k)
36s,k∈D

∑
ai
∏
j∈D′

M̂
(j)
ij

(
y
(j)
ij

)∏
k∈D

b
(k)
ik
. (4.15)

Dla λ ≥ 1 mamy B̃
(k)
λp ⊂ λB̃

(k)
p . St ↪ad dla s ≥ p/36 otrzymujemy

SD ≤
(

36s

p

)#D

sup
y∈Ap,b(k)∈B̃(k)

p ,k∈D

∑
ai
∏
j∈D′

M̂
(j)
ij

(
y
(j)
ij

)∏
k∈D

b
(k)
ik

≤
(

36s

p

)#D

M̂D,p. (4.16)
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Ostatnia nierówność wynika z definicji Ap. Z (4.14), (4.15) oraz (4.16) dla
x ∈ Ap + Vs, s ≥ p/36 otrzymujemy szacowanie∣∣∣∑ aiM̂

(1)
i1

(
x
(1)
i1

)
· · · M̂ (d)

id

(
x
(d)
id

)∣∣∣ ≤ ∑
D⊂{1,2,...,d}

2#D

(
36s

p

)#D

M̂D,p. (4.17)

Z nierówności koncentracyjnej (4.9) oraz (4.13)

µ⊗dn (Ap + Vs) ≥ 1− 2e−s. (4.18)

Z (4.17) oraz (4.18), bior ↪ac s = mp, m = 1, 2, ..., otrzymujemy oszacowa-

nie na
∥∥∥Ŝ∥∥∥

p
z góry (4.12):

∥∥∥Ŝ∥∥∥p
p
≤

 ∑
D⊂{1,2,...,d}

(72)#D M̂D,p

p

µ⊗dn (Ap + Vp)

+
∞∑
m=2

 ∑
D⊂{1,2,...,d}

(72m)#D M̂D,p

p

×

× µ⊗dn
(
(Ap + Vmp) \

(
Ap + V(m−1)p

))
≤ 2

∞∑
m=1

(72m)dp

 ∑
D⊂{1,2,...,d}

M̂D,p

p

e−(m−1)p

≤

C (d)
∑

D⊂{1,2,...,d}

M̂D,p

p

.

Teraz udowodnimy oszacowania na ogony i momenty S z do lu:

‖S‖p ≥ c (d)
∑

D∈{1,2,...,d}

MD,p,

P

|S| ≥ c (d)
∑

D∈{1,2,...,d}

MD,p

 ≥ min
(
c (d) , e−p

)
.

Przeprowadzimy dowód indukcyjny ze wzgl ↪edu na rz ↪ad d. Dla d = 1 powyższa
nierówność jest udowodniona w [19]. Za lóżmy teraz, że jest ona prawdziwa
dla chaosów rz ↪edu 1, ..., d− 1 ≥ 1 i niech

S =
∑

aiX
(1)
i1
· · ·X(d−1)

id−1
·X(d)

id
.
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Dla D = ∅ mamy MD,p = E |S| i nierówność

‖S‖p ≥ c (d)MD,p (4.19)

jest spe lniona dla p ≥ 1 z c (d) = 1. Dla D = {1, 2, ..., d} mamy

MD,p = sup
b(k)∈B̃(k)

p ,k=1,...,d

∑
aib

(1)
i1
· · · b(d−1)id−1

· b(d)id .

Z hipotezy indukcyjnej

‖S‖p =

(
E1,...,d−1

((
Ed

∣∣∣∑ aiX
(1)
i1
· · ·X(d−1)

id−1
X

(d)
id

∣∣∣p)1/p)p)1/p

≥

(
E1,...,d−1

(
c (1) sup

b(d)∈B̃(d)
p

∑
aiX

(1)
i1
· · ·X(d−1)

id−1
b
(d)
id

)p)1/p

≥ c (1) sup
b(d)∈B̃(d)

p

(
E1,...,d−1

∣∣∣∑ aiX
(1)
i1
· · ·X(d−1)

id−1
b
(d)
id

∣∣∣p)1/p
≥ c (1) · c (d− 1) sup

b(d)∈B̃(d)
p

sup
b(k)∈B̃(k)

p ,k∈D\{d}

∑
aib

(1)
i1
· · · b(d−1)id−1

b
(d)
id

= c (d)MD,p. (4.20)

Dla D 6= ∅ i D 6= {1, 2, ..., d} mamy nawet prostsze oszacowania. Znów, z
za lożenia indukcyjnego

‖S‖p =

(
Ej,j∈D′

((
Ek,k∈D

∣∣∣∑ aiX
(1)
i1
· · ·X(d)

id

∣∣∣p)1/p)p)1/p

≥

(
Ej,j∈D′

(
c (#D) sup

b(k)∈B̃(k)
p k∈D

∑
ai
∏
j∈D′

X
(j)
ij

∏
k∈D

b
(k)
ik

)p)1/p

≥ c (#D)Ej,j∈D′ sup
b(k)∈B̃(k)

p ,k∈D

∑
ai
∏
j∈D′

X
(j)
ij

∏
k∈D

b
(k)
ik

= c (d)MD,p. (4.21)

Z (4.19), (4.20) i (4.21) otrzymujemy oszacowanie ‖S‖p z do lu:

‖S‖p ≥ c (d)
∑

D⊂{1,2,...,d}

MD,p,

które razem z oszacowaniem z góry daje (4.6).
Teraz (4.5) wynika bezpośrednio z semihiperkontraktywności S (zauważ-

my, że nierówność (4.7) jest już udowodniona) i z Twierdzenia 2 z rozdzia lu
1.
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4.2 Oszacowania za pomoc ↪a momentów chaosów rade-
macherowych

Niech r
(k)
i , 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ k ≤ d, oznaczaj ↪a niezależne zmienne rademache-

rowskie (niezależne także od zmiennych X
(k)
i , 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ k ≤ d). Dla

p ≥ 1, 1 ≤ k ≤ d zdefiniujmy zbiory

B(k)
p =

{
x(k) ∈ Rn :

∑
N

(k)
i

(∣∣∣x(k)i ∣∣∣) ≤ p &
(
x
(k)
i = 0 lub

∣∣∣x(k)i ∣∣∣ ≥ 1 dla i = 1, ..., n
)}

.

Udowodnimy nast ↪epuj ↪ace

Twierdzenie 9 Rozważmy chaos S rz ↪edu d, generowany przez zmienne X
(r)
i ,

S =
∑

aiX
(1)
i1
· · ·X(d)

id
.

Dla p ≥ 1 zachodz ↪a nast ↪epuj ↪ace oszacowania

‖S‖p ≤ C (d)
∑

I⊂{1,2,...,d}

max(1, ln p)d#I sup
x(j)∈B(j)

p ,j∈I

∥∥∥∥∥∑ ai
∏
j∈I

x
(j)
ij

∏
k∈I′

r
(k)
ik

∥∥∥∥∥
p

(4.22)
oraz

‖S‖p ≥ c (d)
∑

I⊂{1,2,...,d}

sup
x(j)∈B(j)

p ,j∈I

∥∥∥∥∥∑ ai
∏
j∈I

x
(j)
ij

∏
k∈I′

r
(k)
ik

∥∥∥∥∥
p

. (4.23)

Uwaga. Niedawno Lata la (cf. [22]) udowodni l nast ↪epuj ↪ace szacowania dla
chaosów gaussowskich rz ↪edu 3

c
(√

p ‖A‖HS + p
(
‖A‖{1}{2,3} + ‖A‖{2}{1,3} + ‖A‖{3}{1,2}

)
+ p3/2 |||A|||

)
≤
∥∥∥∑ aijkg

(1)
i g

(2)
j g

(3)
k

∥∥∥
p

≤ C
(√

p ‖A‖HS + p
(
‖A‖{1}{2,3} + ‖A‖{2}{1,3} + ‖A‖{3}{1,2}

)
+ p3/2 |||A|||

)
.

W powyższych nierównościach A oznacza macierz (aijk) oraz

‖A‖HS = ‖A‖{1,2,3} := sup

{∑
ijk

aijkxijk :
∑
ijk

x2ijk ≤ 1

}
=

√∑
ijk

a2ijk,

‖A‖{1}{2,3} := sup

{∑
ijk

aijkxiyjk :
∑
i

x2i ≤ 1,
∑
jk

y2jk ≤ 1

}
.

76



Podobnie definiujemy ‖A‖{2}{1,3} , A{3}{1,2}, oraz

|||A||| = ‖A‖{1},{2},{3} := sup

{∑
aijkxiyjzk :

∑
i

x2i ≤ 1,
∑
j

y2j ≤ 1,
∑
k

z2k ≤ 1

}
.

W [22] udowodnione s ↪a również analogiczne oszacowania dla chaosów rz ↪edu
d > 3 z dok ladności ↪a do czynnika max (1, ln p)d−3 .

Uwaga. Wydaje si ↪e jednak, że istnieje duża różnica mi ↪edzy zachowa-
niem si ↪e chaosów gaussowskich i chaosów rademacherowych. Jeżeli nie-
zależne zmienne losowe gij, 1 ≤ i, j ≤ n maj ↪a rozk lad taki jak iloczyn
g1g2 dwóch niezależnych zmiennych o standardowym rozk ladzie normalnym
N (0, 1) , wówczas istnieje taka sta la dodatnia C, że dla dowolnego p ≥ 1

, dla niezależnych zmiennych g
(1)
i , g

(2)
j o rozk ladzie N (0, 1) i liczb rzeczywi-

stych aij, 1 ≤ i, j ≤ n, zachodzi nierówność∥∥∥∑ aijg
(1)
i g

(2)
j

∥∥∥
p
≥ C

∥∥∥∑ aijgij

∥∥∥
p
,

wynika to bezpośrednio z ogólnych oszacowań (4.2), z których mamy∥∥∥∑ aijg
(1)
i g

(2)
j

∥∥∥
p
∼ √p

√∑
a2ij + p sup

|x|≤1,|y|≤1

∑
aijxiyj,∥∥∥∑ aijgij

∥∥∥
p
∼ √p

√∑
a2ij.

Analogiczna nierówność nie zachodzi dla chaosów generowanych przez zmien-
ne rademacherowskie. Przyk lad jest nast ↪epuj ↪acy.

Niech rij, 1 ≤ i, j ≤ n, oznaczaj ↪a niezależne zmienne rademacherowskie.
Dla n = 2k, k = 1, 2, ..., istnieje macierz ortogonalna n×n o wspó lczynnikach
±1. (Przyk ladem takich macierzy s ↪a macierze Walsha: W0 = 1, i indukcyjnie

Wk+1 =

[
Wk Wk

Wk −Wk

]
, k = 1, 2, ...) Niech (aij) b ↪edzie tak ↪a macierz ↪a, oraz

p = n2, wówczas z oszacowań (4.2)∥∥∥∑ aijε
(1)
i ε

(j)
j

∥∥∥
p
∼ n3/2 = 23k/2,∥∥∥∑ aijεij

∥∥∥
p
∼ p = n2 = 22k.

Uwaga. Ponieważ momenty chaosów rademacherowych s ↪a dominowane
przez momenty chaosów gaussowskich (o tych samych wspó lczynnikach), wi ↪ec
Twierdzenie 9 w po l ↪aczeniu z wynikami Lata ly dla chaosów gaussowskich
daje górne oszacowania momentów dowolnych chaosów generowanych przez
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zmienne losowe z logarytmicznie wkl ↪es lymi ogonami. Analogiczne oszacowa-
nia z do lu s ↪a prawdziwe dla chaosów generowanych przez zmienne z ogonami
ubywaj ↪acymi szybciej niż ogony zmiennych gaussowskich.

Przejdźmy do dowodu Twierdzenia 9.
Dowód. Wpierw udowodnimy (4.23), tj. oszacowanie z do lu. Z w lasności

kontrakcji zmiennych rademacherowskich oraz z (4.6) dla dowolnego I ⊂
{1, 2, ..., d} mamy

‖S‖p =

(
Ej,j∈IEk,k∈I′

∣∣∣∣∣∑ ai
∏
j∈I

X
(j)
ij

∏
k∈I′

X
(k)
ik

∣∣∣∣∣
p)1/p

=

(
Ej,j∈IEk,k∈I′

∣∣∣∣∣∑ ai
∏
j∈I

X
(j)
ij

∏
k∈I′

(∣∣∣X(k)
ik

∣∣∣ r(k)ik

)∣∣∣∣∣
p)1/p

≥

(
Ej,j∈IEk,k∈I′

∣∣∣∣∣∑ ai
∏
j∈I

X
(j)
ij

∏
k∈I′

((
E
∣∣∣X(k)

ik

∣∣∣) r(k)ik

)∣∣∣∣∣
p)1/p

≥ c (d)

(
Ek,k∈I′Ej,j∈I

∣∣∣∣∣∑ ai
∏
j∈I

X
(j)
ij

∏
k∈I′

r
(k)
ik

∣∣∣∣∣
p)1/p

≥ c (d)

(
Ek,k∈I′ sup

x(j)∈B̃(j)
p ,j∈I

∣∣∣∣∣∑ ai
∏
j∈I

x
(j)
ij

∏
k∈I′

r
(k)
ik

∣∣∣∣∣
p)1/p

≥ c (d) sup
x(j)∈B̃(j)

p ,j∈I

∥∥∥∥∥∑ ai
∏
j∈I

x
(j)
ij

∏
k∈I′

r
(k)
ik

∥∥∥∥∥
p

.

Ponieważ B
(k)
p ⊂ B̃

(k)
p , wi ↪ec

‖S‖p ≥ c (d) sup
x(j)∈B̃(j)

p ,j∈I

∥∥∥∥∥∑ ai
∏
j∈I

x
(j)
ij

∏
k∈I′

r
(k)
ik

∥∥∥∥∥
p

≥ c (d) sup
x(j)∈B(j)

p ,j∈I

∥∥∥∥∥∑ ai
∏
j∈I

x
(j)
ij

∏
k∈I′

r
(k)
ik

∥∥∥∥∥
p

.

Zatem

‖S‖p ≥
1

2d

∑
I⊂{1,2,...,d}

c (d) sup
x(j)∈B(j)

p ,j∈I

∥∥∥∥∥∑ ai
∏
j∈I

x
(j)
ij

∏
k∈I′

r
(k)
ik

∥∥∥∥∥
p

≥ c (d)
∑

I⊂{1,2,...,d}

sup
x(j)∈B(j)

p ,j∈I

∥∥∥∥∥∑ ai
∏
j∈I

x
(j)
ij

∏
k∈I′

r
(k)
ik

∥∥∥∥∥
p
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co dowodzi (4.23).
Oszacowanie z góry wynika bezpośrednio przez iteracj ↪e nast ↪epuj ↪acej nie-

równości.

‖S‖p ≤ C(d)
∥∥∥∑ air

(1)
i1
·X(2)

i2
· · ·X(d)

id

∥∥∥
p

(4.24)

+ C (d) max(1, ln p)d sup
x(1)∈B(1)

p

∥∥∥∑ aix
(1)
i1
·X(2)

i2
· · ·X(d)

id

∥∥∥
p
.

Dowód (4.24) prezentujemy w nast ↪epnym podrozdziale.

4.2.1 Dowód nierówności (4.24)

Dla d = 1 i (ai) ∈ Rn mamy

1

C

∥∥∥∑ aiX
(1)
i

∥∥∥
p
≤
∥∥∥∑ air

(1)
i

∥∥∥
p

+ sup
{∑

aix
(1)
i :

(
x
(1)
i

)
∈ B(1)

p

}
. (4.25)

Szacowanie to wynika z (4.1) i jest nawet mocniejsze niż (4.22). Za lóżmy

teraz, że d ≥ 2. Wpierw udowodnimy, że suma S =
∑
aiX

(1)
i1
· · ·X(d)

id
może

być przedstawiona w postaci S1 + S2, gdzie S1 sk ladniki odpowiadaj ↪ace wie-
lowskaźnikom i = (i1, i2, ..., id) , w których 1 ≤ i1 ≤ pC(d) zaś ‖S2‖p jest

porównywalna z C (d)
∥∥∥∑ air

(1)
i1
·X(2)

i2
· · ·X(d)

id

∥∥∥
p
. Zauważmy wpierw, że wie-

lowskaźniki i mog ↪a być tak przenumerowane, że

jeżeli i ≤ j to
∑
i:i1=i

a2i ≥
∑
i:i1=j

a2i . (4.26)

Z (4.25) otrzymujemy

1

C

∥∥∥∑ aiX
(1)
i

∥∥∥
p
≤

∥∥∥∑ air
(1)
i

∥∥∥
p

+ sup
{∑

aix
(1)
i :

(
x
(1)
i

)
∈ B(1)

p

}
≤

∥∥∥∑ air
(1)
i

∥∥∥
p

+ pmax |ai| . (4.27)

Nast ↪epnie, z (4.27) dostajemy∥∥∥∥∥∥
∑

i:i1>pC(d)

aiX
(1)
i1
· · ·X(d)

id

∥∥∥∥∥∥
p

≤ C
∥∥∥∑ air

(1)
i1
·X(2)

i2
· · ·X(d)

id

∥∥∥
p

+ Cp

∥∥∥∥∥ max
i>pC(d)

∑
i:i1=i

aiX
(2)
i2
· · ·X(d)

id

∥∥∥∥∥
p

. (4.28)
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Korzystaj ↪ac z (4.26), oszacujemy∥∥∥∥∥ max
i>pC(d)

∑
i:i1=i

aiX
(2)
i2
· · ·X(d)

id

∥∥∥∥∥
p

.

Mamy ∥∥∥∥∥ max
i>pC(d)

∑
i:i1=i

aiX
(2)
i2
· · ·X(d)

id

∥∥∥∥∥
p

≤
∞∑
k=0

∥∥∥∥∥ max
2kpC(d)<i≤2k+1pC(d)

∑
i:i1=i

aiX
(2)
i2
· · ·X(d)

id

∥∥∥∥∥
p

.

Używaj ↪ac Wniosku 3 z poprzedniego podrozdzia lu), otrzymujemy∥∥∥∥∥∑
i:i1=i

aiX
(2)
i2
· · ·X(d)

id

∥∥∥∥∥
p

≤ C (d) pd
√∑

i:i1=i

a2i .

St ↪ad i z nierówności Czebyszewa dla t ≥ 1 dostajemy

P

∣∣∣∣∣∑
i:i1=i

aiX
(2)
i2
· · ·X(d)

id

∣∣∣∣∣ ≥ C (d) t

√∑
i:i1=i

a2i

 ≤ e−t
1/d

.

Z powyższej nierówności, ca lkuj ↪ac przez cz ↪eści dla t0 ≥ 1 otrzymujemy∥∥∥∥∥∥
∣∣∣∣∣∑

i:i1=i

aiX
(2)
i2
· · ·X(d)

id

∣∣∣∣∣− C (d) t0

√∑
i:i1=i

a2i


+

∥∥∥∥∥∥
p

≤ C (d)

(
sup

t0≤t≤∞
te−t

1/d/(2p)

)√∑
i:i1=i

a2i . (4.29)

Dobierzmy tak t0 (k) by zachodzi la nierówność

sup
t0(k)≤t≤∞

te−t
1/d/(2p) ≤ 1

2kpC(d)
,

na przyk lad

t0 (k) = C (d) [p ln p+ pk]d . (4.30)
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Dla uproszczenia notacji niech Ik oznacza zbiór liczb ca lkowitych z prze-
dzia lu

(
2kpC(d); 2k+1pC(d)

]
. Wobec (4.29), bior ↪ac t0 = t0 (k) zdefiniowane jak

w (4.30), otrzymujemy∥∥∥∥∥max
i∈Ik

∑
i:i1=i

aiX
(2)
i2
· · ·X(d)

id

∥∥∥∥∥
p

≤ C (d) t0 max
i∈Ik

√∑
i:i1=i

a2i

+

2k+1pC(d)∑
i=2kpC(d)+1

∥∥∥∥∥∥
∑

i:i1=i

aiX
(2)
i2
· · ·X(d)

id
− C (d) t0 max

i∈Ik

√∑
i:i1=i

a2i


+

∥∥∥∥∥∥
p

≤ C (d) [p ln p+ pk]d max
i∈Ik

√∑
i:i1=i

a2i

+ C (d)

2k+1pC(d)∑
i=2kpC(d)+1

(
sup

t0≤t≤∞
te−t

1/d/(2p)

)√∑
i:i1=i

a2i

≤ C (d) [2p ln p+ pk]d max
i∈Ik

√∑
i:i1=i

a2i + max
i∈Ik

√∑
i:i1=i

a2i

≤ C (d) [2p ln p+ pk]d max
i∈Ik

√∑
i:i1=i

a2i .

Teraz, korzystaj ↪ac z oszacowania

max
i∈Ik

√∑
i:i1=i

a2i ≤
√

1

2kpC(d)

∑
i

ai,

które wynika z (4.26), dostajemy

Cp

∥∥∥∥∥ max
i>pC(d)

∑
i:i1=i

aiX
(2)
i2
· · ·X(d)

id

∥∥∥∥∥
p

≤ Cp

∞∑
k=0

∥∥∥∥∥ max
2kpC(d)<i≤2k+1pC(d)

∑
i:i1=i

aiX
(2)
i2
· · ·X(d)

id

∥∥∥∥∥
p

≤
∞∑
k=0

C (d) p [2p ln p+ pk]d
√

1

2kpC(d)

∑
i

a2i .

Zauważmy, że dla dostatecznie dużego C (d), ostatnia suma może być osza-
cowana z góry przez

C (d)

√∑
i

a2i
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a st ↪ad

Cp

∥∥∥∥∥ max
i>pC(d)

∑
i:i1=i

aiX
(2)
i2
· · ·X(d)

id

∥∥∥∥∥
≤ C (d)

√∑
i

a2i ≤ C (d)

∥∥∥∥∥∑
i

air
(1)
i1
·X(2)

i2
· · ·X(d)

id

∥∥∥∥∥
2

. (4.31)

Z (4.28) i (4.31) dostajemy∥∥∥∥∥∥
∑

i>pC(d)

∑
i:i1=i

aiX
(1)
i1
· · ·X(d)

id

∥∥∥∥∥∥
p

≤ C (d)
∥∥∥∑ air

(1)
i1
·X(2)

i2
· · ·X(d)

id

∥∥∥
p
. (4.32)

Rozważmy teraz

S1 =
∑

i:i1≤pC(d)

aiX
(1)
i1
· · ·X(d)

id
. (4.33)

Z (4.25) otrzymujemy

1

C
‖S1‖p ≤

∥∥∥∥∥∥
∑

i:i1≤pC(d)

air
(1)
i1
·X(2)

i2
· · ·X(d)

id

∥∥∥∥∥∥
p

+

∥∥∥∥∥∥ sup
x(1)∈B(1)

p

∑
i:i1≤pC(d)

aix
(1)
i1
·X(2)

i2
· · ·X(d)

id

∥∥∥∥∥∥
p

. (4.34)

Przypomnijmy definicj ↪e B
(1)
p ,

B(1)
p =

{
x(1) ∈ Rn :

∑
N

(1)
i

(∣∣∣x(1)i ∣∣∣) ≤ p &
(
x
(1)
i = 0 lub

∣∣∣x(1)i ∣∣∣ ≥ 1 dla i = 1, ..., n
)}

.

Ponieważ i1 ≤ pC(d), wi ↪ec można za lożyć, że B
(1)
p ⊂ RpC(d)

. Zdefiniujmy

B̂(1)
p =

{
(x̂i) ∈ RpC(d)

: ∃ (xi) ∈ B(1)
p , x̂i = sign (xi) · b|xi|c

}
.

Udowodnimy, że B̂
(1)
p ma moc nie wi ↪eksz ↪a niż pC(d)p oraz, że dla dowolnego

ci ↪agu (ai) ∈ RpC(d)

sup
x∈B(1)

p

∑
aixi ≥ max

x∈B̂(1)
p

∑
aixi ≥

1

3
sup
x∈B(1)

p

∑
aixi. (4.35)
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Rzeczywíscie, na podstawie definicji B
(1)
p , dla (xi) ∈ B(1)

p mamy

# {i : xi 6= 0} ≤ p, # {i : |xi| > p} = 0

a ponieważ punkty z B̂
(1)
p maj ↪a ca lkowite wspó lrz ↪edne, wi ↪ec

#B̂(1)
p ≤

(
pC(d)

p

)
(2p+ 1)p ≤ pC(d)p.

Aby udowodnić (4.35) zauważmy, że B̂
(1)
p ⊂ B

(1)
p , co natychmiast daje pierwsz ↪a

nierówność. Aby udowodnić drug ↪a, weźmy takie (x0i ) ∈ B
(1)
p , że

∑
aix

0
i ≥

2

3
sup
x∈B(1)

p

∑
aixi.

Możemy dodatkowo za lożyć, że dla wszystkich i, aix
0
i ≥ 0.Weźmy x̂0i =sign(x0i )·

b|x0i |c . Ponieważ dla każdego i, x0i = 0 lub |x0i | ≥ 1, wi ↪ec

aix
0
i ≥ aix̂

0
i ≥

1

2
aix

0
i dla wszystkich i.

St ↪ad

sup
x∈B̂(1)

p

∑
aixi ≥

1

2

∑
aix

0
i ≥

1

3
sup
x∈B(1)

p

∑
aixi.

Korzystaj ↪ac z w lasności zbioru B̂
(1)
p , dla q ≥ p mamy∥∥∥∥∥∥ sup

x(1)∈B(1)
p

∑
i:i1≤pC(d)

aix
(1)
i1
·X(2)

i2
· · ·X(d)

id

∥∥∥∥∥∥
p

≤ 3

∥∥∥∥∥∥ max
x(1)∈B̂(1)

p

∑
i:i1≤pC(d)

aix
(1)
i1
·X(2)

i2
· · ·X(d)

id

∥∥∥∥∥∥
p

≤ 3

 ∑
x(1)∈B̂(1)

p

E

∣∣∣∣∣∣
∑

i:i1≤pC(d)

aix
(1)
i1
·X(2)

i2
· · ·X(d)

id

∣∣∣∣∣∣
q


1/q

≤ 3
(

#B̂(1)
p

)1/q
max

x(1)∈B̂(1)
p

∥∥∥∥∥∥
∑

i:i1≤pC(d)

aix
(1)
i1
·X(2)

i2
· · ·X(d)

id

∥∥∥∥∥∥
q

. (4.36)
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Bior ↪ac q = pmax(1, ln p) i korzystaj ↪ac z Wniosku 3 dostajemy

(
#B̂(1)

p

)1/q
max

x(1)∈B̂(1)
p

∥∥∥∥∥∥
∑

i:i1≤pC(d)

aix
(1)
i1
·X(2)

i2
· · ·X(d)

id

∥∥∥∥∥∥
q

≤ C (d)
(

#B̂(1)
p

)1/(pmax(1,ln p))
(
pmax(1, ln p)

p

)d−1
×

× max
x(1)∈B̂(1)

p

∥∥∥∥∥∥
∑

i:i1≤pC(d)

aix
(1)
i1
·X(2)

i2
· · ·X(d)

id

∥∥∥∥∥∥
p

≤ C (d) max(1, ln p)d−1 sup
x(1)∈B(1)

p

∥∥∥∥∥∥
∑

i:i1≤pC(d)

aix
(1)
i1
·X(2)

i2
· · ·X(d)

id

∥∥∥∥∥∥
p

.

Teraz, korzystaj ↪ac z nierówności powyżej, z (4.36) oraz z (4.34) otrzymujemy

‖S1‖p ≤

∥∥∥∥∥∥
∑

i:i1≤pC(d)

air
(1)
i1
·X(2)

i2
· · ·X(d)

id

∥∥∥∥∥∥
p

+ C (d) max(1, ln p)d−1 sup
x(1)∈B(1)

p

∥∥∥∥∥∥
∑

i:i1≤pC(d)

aix
(1)
i1
·X(2)

i2
· · ·X(d)

id

∥∥∥∥∥∥
p

,

co wobec (4.32) daje (4.24).
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counts in random graphs, Israel J. Math. 141 (2004), 61-92.

[15] M. Klass and K. Nowicki, A symmetrization-desymmetrization procedure
for uniformly good approximations of expectations involving arbitrary
sums of generalized U-statistics, Ann. Probab. 28 (2000), 1884-1907.

[16] J. H. Kim and V. H. Vu, Divide and conquer martingales and
the number of triangles in a random graph, przyj ↪ete do Ran-
dom Structures and Algorithms, preprint dost ↪epny pod adresem
http://research.microsoft.com/theory/jehkim/papers/Divide.pdf.
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[18] S. Kwapień and W. Woyczyński, Random series and stochastic integrals,
single and multiple, Birkhäuser, Boston 1992.
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