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Streszczenie

W rozprawie udowodniono proste formuty estymujace momenty i ogony
wieloliniowych form losowych (chaoséw) S = > a;, . dXZ»(ll) .- ~XZ»(j) genero-
wanych przez niezalezne zmienne losowe Xfw).

Pierwszy rozdzial zawiera wprowadzenie.

W rozdziale drugim rozwazono przypadek chaoséw o nieujemnych wspot-
czynnikach, generowanych przez nieujemne zmienne losowe z logarytmicznie
wklestymi ogonami. Uzyskane szacowania sa optymalne z doktadnoscia do
statych zaleznych od rzedu chaosu d.

W trzecim rozdziale rozwazano przypadek chaoséw o nieujemnych wspol-
czynnikach, generowanych przez zmienne dwupunktowe. Otrzymane wyniki
zastosowano w badaniu wlasnosci modelu dwumianowego grafu losowego.

W ostatnim rozdziale uogdlniono wyniki Borella [3] oraz Arconesa i Giné
2], dotyczace chaoséw gaussowskich, na przypadek chaoséw generowanych
przez dowolne symetryczne zmienne losowe z logarytmicznie wklestymi ogo-
nami. Udowodniono tez pewne szacowanie polegajace na poréwnaniu mo-
mentéw takich chaoséw z momentami chaoséw rademacherowych.

Stowa kluczowe: estymacja momentéw, chaos losowy, graf losowy

Klasyfikacja tematyczna pracy wedtug AMS Mathematical Subject Clas-
sification 2000: 60K15.

Abstract
In the thesis there are proved simple formulae for estimating tails and

moments of multilinear random forms (chaoses) S = > a;, ., dXZ»(ll) . -Xi(j)

generated by independent random variables XZ.(T).

The first chapter contains an introduction.

In the second chapter there are considered chaoses with nonnegative coef-
ficients, generated by nonnegative random variables with logaritmically con-
cave tails. The presented estimates are exact up to universal constants,
depending only on the order d.

In the third chapter there are considered chaoses with nonnegative coeffi-
cients, generated by two-point random variables. The obtained results were
applied in investigating the properties of the binomial model of the random
graph.

In the last chapter there are presented generalizations of the results of
Borell [3] and Arcones and Giné [2] for Gaussian chaoses. We extend these
results to the case of any chaoses generated by symmetric random variables
with logarithmically concave tails. There are proven also another estimates
based on comparison with moments of some related Rademacher chaoses.
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AMS Mathematical Subject Classification 2000: 60E15.



Spis tresci

1

Wprowadzenie 6
1.1 Oznaczenia i podstawowe definicje . . . . . . . . . .. .. ... 6
1.2 Przejscie od oszacowan momentow do oszacowan ogonéw . . . 8
1.3 Znane oszacowania . . . . . . . . ... 9

Oszacowania momentow i ogonéw wielowymiarowych chaoséw
generowanych przez dodatnie zmienne losowe z logarytmicz-

nie wklestymi ogonami 13
2.1 Notacja i sformutowanie wynikéw . . . . . . . .. ... .. .. 14
2.2 Przypadek jednowymiarowy . . . . .. .. .. ... ... .. 18
2.3 Przypadek wielowymiarowy . . . . ... ... ... ... 23

Oszacowania momentow i ogonéw chaoséw generowanych przez
nieujemne zmienne dwupunktowe i ich zastosowanie w mo-

delu dwumianowym grafu losowego 31

3.1  Oszacowania momentéw kombinacji liniowych nieujemnych zmien-
nych dwupunktowych . . . . . ... oo 31

3.2 Oszacowania momentéw wielowymiarowych chaoséw genero-
wanych przez nieujemne zmienne dwupunktowe . . . . . . .. 37
3.2.1 Pewien przyktad . . ... ... o000 37
3.2.2  Oszacowanie momentéw chaosow wielowymiarowych . 40
3.2.3 Pewne wzmocnienie oszacowania z dotu . . . . . . .. 48

3.3 Semihiperkontraktywne wlasnosci chaoséw generowanych przez
nieujemne zmienne dwupunktowe i ich zastosowanie w modelu

dwumianowym grafu losowego . . . . . . .. ... ... ... 50
3.4 Oszacowanie prawdopodobienstw odchylen liczby gwiazd k-ra-
miennych i liczby trojkatow w grafie losowym . . . . . . . .. 52
3.4.1 Prawdopodobienstwa odchylen liczby gwiazd k - ra-
miennych . . .. ... oo 53
3.4.2 Prawdopodobienstwa odchylen liczby trojkatéw . . . . 56

Oszacowania momentow i ogonow wielowymiarowego chaosu
generowanego przez symetryczne zmienne losowe z logaryt-

micznie wklestymi ogonami 66
4.1  Uogdlnienie wynikow Borella oraz Arconesa i Giné . . . . . . 67
4.1.1 Notacja i sformutowanie wynikéow . . . . . .. ... .. 67
4.1.2 Dowod Twierdzenia 8. . . . . . . . . . ... ... ... 70
4.2 Oszacowania za pomoca momentéw chaosow rademacherowych 76
4.2.1 Dowdd nieréwnosci (4.24) . . . ..o 79

3



Wstep

Niech X1, X, ..., X,, bedzie ciagiem (niezaleznych, rzeczywistych) zmien-
nych losowych. Jednym z gléwnych zagadnien jakimi zajmuje sie rachunek
prawdopodobienstwa jest opisanie wlasnosci rozktadu sumy S = X; + Xo +
-+ + X, w zaleznosci od rozkladéw Xy, Xs,..., X,,. W ten sposéb mozna
postrzegaé wiekszos¢ klasycznych twierdzen rachunku prawdopodobienstwa,
zaréwno mocne prawo wielkich liczb jak i centralne twierdzenie graniczne.

Jednymi z podstawowych wielkosci charakteryzujacych rozklad zmien-
nej losowej sa jego momenty. Bardzo ogdlne twierdzenie podajace proste
formuty szacujace momenty S w zaleznosci od jednowymiarowych rozktadow
niezaleznych zmiennych Xy, Xs, ..., X,, w przypadku gdy sa one dodatnie lub
symetryczne (niekoniecznie o takim samym rozkladzie) podal Latata w [20].

Naturalnym uogélnieniem tej problematyki jest proba przeniesienia otrzy-
manych wynikéw dotyczacych sum (lub kombinacji liniowych) zmiennych
losowych na szersza klase funkcji tych zmiennych. Najprostszymi funkcja-
mi wielu zmiennych, bardziej ogélnymi niz kombinacje liniowe argumentow
sa formy wieloliniowe. Dla niezaleznych, rzeczywistych zmiennych losowych
Xi(r), 1<i<n,1<r <d oraz dla d - wymiarowej tablicy rzeczywistych

wspolezynnikow (a;, . i,) zdefiniujmy zmienng losowa,

1<ieig<n
! d
5= Z ai1,.‘.,idXi(1) e Xi(d)'

Tego rodzaju zmienna S bedziemy nazywali losowym chaosem rzedu d
generowanym przez zmienne losowe XZ»(T). W niniejszej pracy podejmujemy
prébe szacowania momentéw zmiennej S za pomoca formul w prosty sposéb
zalezacych od jednowymiarowych rozkladéw zmiennych XZ-(T). Postawiony
problem jest bardzo ogdlny, trudny i nie do konca dobrze zdefiniowany (co
to jest "prosta” formula?); dlatego w pracy nad rozprawa zajeto sie przy-
padkami, w ktorych spodziewano sie, ze poszukiwane formuty "naprawde”
istnieja lub przypadkami, w ktérych choc¢by czesciowa odpowiedz na to jak
zachowuja sie momenty S byla istotna ze wzgledu na zastosowania. (Calkiem
niedawno - w styczniu 2005 - Latata udowodnil szacowania w trudnym przy-
padku chaoséw generowanych przez zmienne gaussowskie. )

Omoéwmy pokrotce co z powyzszego programu udalo sie zrealizowad i jaka
jest zawartos¢ kolejnych rozdzialéw niniejszej rozprawy.

Pierwszy rozdzial zawiera podstawowe definicje i kilka pomocniczych twier-
dzen.

Drugi rozdzial zawiera wyniki opublikowane w pracy [23]. Udowodniono
tam dwustronne oszacowania na momenty i ogony S w przypadku, gdy
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wszystkie wspélczynniki a;, . ;, sa nieujemne i Xi(r) sg dodatnimi zmien-
nymi losowymi z logarytmicznie wklestymi ogonami (precyzyjne definicje po-
dane sa dalej). Znanych jest wiele waznych nieréwnosci na momenty i ogony
S, nawet w bardziej ogélnym przypadku U-statystyk, otrzymane jednak w
[23] oszacowania sa precyzyjniejsze i sa optymalne z dokladnoscia do statych
zaleznych jedynie od rzedu chaosu d.

W rozdziale trzecim zajeto sie chaosami generowanymi przez zmienne
X" o jednakowym rozktadzie dwupunktowym P(X” =1)=1— P(X") =
0) = a € (0;1). Chaosy tej postaci pojawiaja sie w problemie szacowania
odchylen liczby matych podgraféow w modelu dwumianowym grafu losowego.
Problem ten zostal czeSciowo rozwiazany w pracy [14], niestety, optymalne
oszacowania nie sa dotychczas znane. Udowodnienie semihiperkontraktyw-
nych wlasnosci zmiennych dwupunktowych pozwolilo na uzyskanie w kilku
przypadkach nieco lepszych oszacowan niz te, ktére sa zawarte w [14].

Ostatni, czwarty rozdzial poSwiecony jest szacowaniom momentow cha-
osOw generowanych przez zmienne symetryczne z logarytmicznie wklestymi
ogonami. Wydaje sie, ze to zagadnienie jest trudniejsze niz zagadnienia,
ktorym poswiecono dwa poprzednie rozdziaty. W czwartym rozdziale uogol-
nione zostaly wyniki Borella [3] oraz Arconesa i Giné [2] dotyczace chaoséw
generowanych przez zmienne gaussowskie na chaosy generowane przez zmienne
symetryczne z logarytmicznie wklestymi ogonami. Podano réwniez pewne o-
szacowanie oparte na porownaniu z momentami chaoséw generowanych przez
zmienne rademacherowskie.

Podziekowania. Praca ta nie powstalaby bez pomocy i zachety mojego
Promotora, dr. hab. Rafala Lataly, prof. UW. To On wskazal mi drogi poszu-
kiwan formut szacujacych momenty chaosow gdy jeszcze nie mialem zadnego
pomyshu na to, czym zajac¢ sie w pracy doktorskiej. Praca ta nie powstataby
tez bez udziatu prof. dr. hab. Stanistawa Kwapienia, na prosbe ktérego prof.
Latata zostal moim Promotorem. Wymienionym osobom pragne serdecznie
podziekowac.



1 Wprowadzenie

Obecny rozdziat zawiera podstawowe oznaczenia i definicje oraz kilka po-
mocniczych spostrzezen. Przytaczamy rowniez wybrane, znane dotychczas
rezultaty dotyczace doktadnego szacowania momentéw i ogonéw wielolinio-
wych form losowych.

1.1 Oznaczenia i podstawowe definicje

Zacznijmy od nastepujacej konwencji.

Liter ¢ oraz C' bedziemy uzywa¢ do oznaczania uniwersalnych, dodatnich
stalych, przy czym c oraz C' moga oznaczaé¢ rézne state, w zaleznosci od
miejsca, w ktérym sie pojawiaja. Bez szkody dla ogdlnosci naszych rozwazan
bedziemy dodatkowo zaktada¢, ze ¢ < 1 oraz C > 1.

Przez ¢(d), C'(d) bedziemy oznaczaé dodatnie stale zalezne jedynie od d
(¢(d), C(d) moga réwniez oznaczaé rézne stale w réznych miejscach, i réwniez
bez szkody dla ogdlnosci bedziemy zakladaé, ze c¢(d) < 1 oraz C(d) > 1).

Relacja A ~ B pomiedzy dwiema wielkosciami A i B oznacza¢ bedzie, ze
cA < B <CA.

Relacja A ~; B pomiedzy dwiema wielko$ciami A i B oznaczaé¢ bedzie,
ze c(d)A < B <C(d)A.

Dla rzeczywistej zmiennej losowej Y ip > 0 przez [|Y||, oznaczaé bedziemy
p-ty moment zmiennej Y, tzn.

1
Y1, = (E]Y[)"".
Przejdzmy do definicji.

Definicja 1 Niech d in bedq dodatnimi liczbami catkowitymi i niech Xi(T), 1<
1 < n,1 < r < d, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi okreslonymsi
na tej samej przestrzeni probabilistyczne) i przyjmujacymi wartosci rzeczy-
wiste. Niech dana bedzie takie n® - wymiarowa tablica liczb rzeczywistych

(ailvin---vid)lgil,iz,...,idgn . Chaosem losowym rzedu d generowanym przez zmienne

losowe Xi(r), o wspdtczynnikach a;, ;,..
lolintowq forme losowq

S = i i i a’ilv’iQw--»idXi(ll)Xi(j) e Xz(dd) (11>

i1=lio=1 ig=1

igs bedziemy nazywali nastepujaca wie-

W skrécie bedziemy pisac

1 d
S=Y WXV XD

id
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Zmacznie czedciej spotyka sie wieloliniowe formy losowe, ktére sa genero-
wane po prostu przez ciag niezaleznych zmiennych losowych Xy, Xo, ..., X,,.
Tego typu formy, przy naturalnych zalozeniach eliminujacych te formy, w
ktérych niektore zmienne wystepuja wyzszych potegach, bedziemy nazywali
chaosem uzaleznionym (ang. undecoupled). Szczegdly zawarte sa w ponizszej
definicji.

Definicja 2 Niech d i n beda takimi dodatnimi liczbami catkowitymi, Ze
d < n iniech Xq,..., X, bedq niezaleznymi zmiennymi losowymsi okreslonymsi
na tej samej przestrzeni probabilistycznej i przyjmujacymi wartosci rzeczy-
wiste. Niech dana bedzie takze (g) - wymiarowa tablica liczb rzeczywistych
(@iy iy d)l iy <in<.. <ig<n - Uzaleznionym chaosem losowym rzedu d generowa-
nym przez zmienne losowe X;, o wspotczynnikach a;, ;... i,, bedziemy nazywali
nastepujaca wielolintowq forme losowq

n—d+1 n—d+2

Z Z Z iy jig,...ig leig"'Xz‘d~ (1.2)

i1=1 do=t14+1  ig=ig_1+1

W skrécie bedziemy pisac

S* = Z ail,...,idXh o 'Xz'd~

1<ir<..<ig<n

Badanie wielu wlasnosci zmiennej S mozna uprosci¢ wprowadzajac pojecie
uniezaleznienia chaosu S. Uniezaleznienie chaosu S jest juz chaosem loso-
wym rzedu d postaci (1.1).

Definicja 3 Dla i = 1,2,...,n niech <Xi(r)> 1 <r <d1l<i<n bedg
d niezaleznymi kopiami ciqgu (X;). Uniezaleznienieniem (ang. decoupling)
chaosu (1.2) nazywamy nastepujacq wieloliniowq forme losowaq

L 0 @ (@
Sdec = Z Z ai17i2,~~7idXz,r<1>X7r(2) U Xiﬂ(dy

T 1< <i2<...<tg<n

gdzie pierwsze sumowanie przebiega po wszystkich permutacjach ™ zbioru

(1,2, ....d}.

Z rezultatéw de la Pefiy i Montgomery-Smitha (zob. [5]) wynika, ze mo-
menty i ogony chaosu S sa poréwnywalne z momentami i ogonami Sg.,
doktadniej, zachodzi



Twierdzenie 1 (de la Pena, Montgomery-Smith) Diat > 0,p > 0 za-
chodzaq relacje

~ dHSdec

Y

p

>1) < C@P(CW)|5w

> 1),
-1)

1.2 Przejscie od oszacowan momentow do oszacowan
0goNnow

|
21) > (P (c(d)|Su

Oszacowania na ogony nieujemnej zmiennej losowej Y czesto mozna otrzymac
z oszacowan jej momentow. Gorne oszacowania na ogony zmiennej ¥ wyni-
kaja z nieréwnosci Czebyszewa. Jezeli 0 < [[Y]|, < oo dla pewnego p > 0

to
EY?P
_ P D P — P
P(YzeHYHp>—P(Y zeEY)gepEyp—e .

Dolne oszacowania na ogony mozna czesto wywnioskowaé z nastepujacej
nierownosci Paleya - Zygmunda.

Lemat 1 (Nieréwnosé Paleya - Zygmunda) JezeliY jest nieujemna zmien-
na losowq 1 0 < EY? < 0o, to dla kazdego t € (0,1) zachodzi

EY)?
P(Y >tEY) > 1—t2(—.
(v 2 BY) > (1 -1
Dowdd. Z nieréwnosci Schwarza mamy
2 2
(EYI{thEy}) < EY“P(Y > tEY).

Przeksztalcajac powyzsza nierownosé, otrzymujemy

2 (BY)?
EY?

(EY Lysupvy)  (BY —tEY)?

P(Y >tEY) >
(V' 2t8Y) 2 EY? = EY?

— (1—1)

]
Zdefiniujmy teraz wlasno$¢ semihiperkontaktywnosci, przydatna przy dol-
nych oszacowaniach ogonéw.

Definicja 4 Rzeczywista zmienna losowa Y ma wtasnosé semihiperkontrak-
tywnosci rzedu 0 ze statq C' poczqwszy od momentu py > 0 jezeli E|Y " < oo
oraz dla dowolnych X\ > 1, p > po zachodzi nieréwnosé

1YL, < (CN (Y]],

8



Zachodzi nastepujace

Twierdzenie 2 Jezeli rzeczywista zmienna losowa Y ma wtasnosé semihi-
perkontraktywnosci rzedu 6 ze stata C od momentu py > 1, to istnieje taka
stata dodatnia c(9,C,po), zaleina tylko od 6,C 1 py, Ze dla p > 0 zachodzq
nastepujace 0Szacowania

P(VIzelvl,) < e,
P(|Y|20(5,C,p0) ||Y||p) > min (c(6,C,po),e").

Dowdd. Gérne oszacowanie ogondow otrzymujemy natychmiast z nie-
rownosci Czebyszewa. Przejdzmy teraz do oszacowania z dotu. Dla ¢ > pg z
semihiperkontraktywnosci i z nieréwnosci Paleya-Zygmunda otrzymujemy

1 1\ 1\\* (EY)?
_ — q _ q _ (=
(EY ) _ 1(20)—2@ > e~ C1(6,C)a.

1
4200 (BY? 4
f biorac ¢ = p/Cy (6,C), ¢1 (6,C) = 5 (CCy (6, )

oraz

>

Stad dlap > pymax (1, (6,C)),
dostajemy <1 (3,C) ], < 118

o

1 - .
P(IS1z e (6.C)|81,) = P (\S| = HSHq> S G600 _ g

Dla dowolnego p > 0, biorac ¢ (d,C,py) = min (cl (6,C) ,e’pomax(l’cl(‘;’c))) ,
otrzymujemy

P (181> ¢(6,C.po) IS1l,) = min (¢ (6,C,po) e 7).

1.3 Znane oszacowania

Znanych jest wiele waznych nieréwnosci na momenty i ogony chaosu S.
Rzadko jednak sa to oszacowania optymalne z dokladno$cia do stalych za-
leznych jedynie od rzedu d wyrazone przez wielkosci deterministyczne.

Montgomery-Smith podal (por. [20]) nastepujace szacowanie w przypadku
gdy d = 1 oraz niezalezne zmienne rzeczywiste Xy, ..., X,, maja identyczny
rozklad i sa nieujemne lub symetryczne:

1/s
n
|;X1+...+Xn||p~sup{]-’ (—) \|X1||S:max(1;£>38§p}~
S\ p n

9



Latata w [20] znacznie uogdlnit wzér Montgomery-Smitha, udowadniajac
nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 3 (Latala) Niech Xy, ..., X, beda niezaleznymi, rzeczywisty-
mi zmiennymi losowymi. Zdefiniugmy norme Orlicza ciagu (X;) nastepujaco:

Il =t e 05 5 (£ <1+XT)) <»}.

Jezeli zmienne X; sq nieujemne i p > 1 lub zmienne X; sa symetryczne 1
p > 2 wowczas zachodzq szacowania

e

—1
— X, < NX+ -+ Xl <ell|(V)

. I,

Z powyzszego twierdzenia wynikaja np. oszacowania na momenty i ogony
kombinacji liniowych niezaleznych zmiennych rademacherowskich r;. Jezeli
p > 2, |ai| > |az| > ... > an]|, to

lairy + -+ anrall, ~ Y lail + b, | a2 (1.3)

1<p i>p

Formuta powyzsza zostala po raz pierwszy otrzymana przez Hitczenke i
Montgomery-Smitha [6]. Z (1.3) dostajemy natychmiast nieréwnosé¢ Chin-

czyna dla g > p > 2
HZam S C\/EHZCQ?]
q b

We wprowadzonym przez nas jezyku nieréwnos¢ (1.4) orzeka, ze kombina-
cje liniowe zmiennych rademacherowskich maja wiasno$¢ semihiperkontrak-
tywnosci rzedu 1/2 poczawszy od momentu 2.

W przypadku d = 2 znane precyzyjne szacowania momentow i ogonéw S
byly uzyskane przy dodatkowych zalozeniach na temat rozkltadéw zmiennych
X (por. [11], [21], [24]).

W przypadku d > 3 nie znano precyzyjnych oszacowan nawet w przy-
padku zmiennych gaussowskich, dopiero caltkiem niedawno (styczen 2005)
Latata udowodnit precyzyjne szacowania dla chaoséw gaussowskich rzedu 3
(oraz z dokladnoscia do stalych (max (1,Inp))** dla chaoséw rzedu d > 3)
- por. rozdzial 4.

Udowodnijmy teraz nastepujacy

(1.4)

p
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Lemat 2 Dane sq liczby C > 0, ¢ > p > 0 i niezalezne zmienne losowe
Xy, Xo, ..., X,y przyjmujace wartosci rzeczywiste (odpowiednio: nieujemne).
Jezeli dla kazdej kombinacji liniowej > a; X; o rzeczywistych (nieujemnych)
wspotczynnikach a; zachodzi nieréwnos$é

o7 o 1 - _ (1) (d)
to dla kazdej caltkowitej dodatnej liczby d i chaosu S = Zaih,”ﬂ-dXil e Xy

o rzeczywistych (nieujemnych) wspdtczynnikach a;, . i, zachodzi nieréwnosé
1 d
[ a0

(r)

gdzie dla v = 1,2,...,n zmienne X,
zmienne] X;.

Y

Jid

ETC ) DTSR i

)
p

, 1 < r < d, sqg niezaleznymi kopiami

Dowdd. Zastosujemy nastepujaca (por. [18] str. 71) nieréwnosé Min-
kowskiego: Jezeli (S,S,u), (T, T,v) sa przestrzeniami mierzalnymi, to dla
kazdej funkcji mierzalnej f (s,t): SXxT —- Riqg>p>0

[(fiseorvian)” nas < ( [(/ |f<s,t>|wds>)”"y<dt>>

Przeprowadzimy rozumowanie indukcyjne wzgledem rzedu d. Dla d = 1 teza
jest jednoczesnie zalozeniem lematu. Zalézmy, ze lemat jest prawdziwy dla
liczb 1,2,...,d — 1. Niech F; 41 oznacza wartos¢ oczekiwana wzgledem
zmiennych Xi(r), 1 <r <d-—1za$ E; wartosé oczekiwana wzgledem Xi(d).
Na mocy zalozenia indukcyjnego i nieréwnosci Minkowskiego, otrzymujemy

‘Zazh 7d ] Xz(j)

q/p

E4E;,. a- X(d)
< Edc(d—l)q< XX p>Q/p
o\ p/a\ P
S C(dil)q (El, ,d—1 <Ed‘zalzl’ 7dX(11) Xl(j) ) >
P\ 4/P
< e <E1,.A.,d—1CEd’ZailwidXi(ll)"'Xi(j) )

1 d||?
= qu Z a’il,...,idX/L'(l) T Xl(d)

p

|
7 Lematu 2 wynika natychmiast nastepujacy
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Whiosek 1 Jezeli wszystkie kombinacje liniowe o rzeczywistych (odpowied-
nio: nieujemnych) wspotczynnikach zmiennych rzeczywistych (niewjemnych)
X,L-(r), 1<i<n,1<r<d, majo wltasnosé¢ semihiperkontraktywnosci rzedu o
poczawszy od pewnego momentu py > 0, to chaos S = Zaih_,_,idXi(ll) x -Xi(:)
o rzeczywistych (nieujemnych) wspotczynnikach a;, . ;, ma wtasnosé semihi-
perkontraktywnosci rzedu do poczawszy rowniez od momentu pg.

Z Wniosku 1 i z nieréwnosci Chinczyna (1.4) wynika natychmiast naste-
pujace oszacowanie dla ¢ > p > 2 i chaosu generowanego przez niezalezne

. . d) .
zmienne rademacherowskie 7, ) rt ), 1=1,...,n,

O @ Cq\ "’ O @
Hzail"“’idml T q = (?) Hzaiu~~,z‘d% Ty

Korzystajac z Twierdzenia 1 i nierownosci powyzej otrzymujemy wariant
nieréwnosci Borella (por. [2]) dla chaosu uzaleznionego, generowanego przez
zmienne rademacherowskie.

p
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2 Oszacowania momentow i ogonéw wielowy-
miarowych chaoséw generowanych przez do-
datnie zmienne losowe z logarytmicznie wkle-
stymi ogonami

Niech S = > a;,,. i, X ... Xi(j) bedzie losowym chaosem rzedu d generowa-

d” "1

nym przez zmienne losowe XZ-(T). W tym rozdziale przez caly czas bedziemy
zakladac, ze wszystkie wspolczynniki a;, . ;, sa nieujemne i Xi(r) sa niezalez-
nymi, dodatnimi zmiennymi losowymi z logarytmicznie wklestymi ogonami
(precyzyjne definicje podane sa w pierwszym podrozdziale). Znanych jest
wiele waznych nieréwnosci na momenty i ogony S, nawet w bardziej ogélnym
przypadku U-statystyk (zob. [7], [9], [12] i [15]). Otrzymane przez nas osza-
cowania sa jednak precyzyjniejsze i sa optymalne z dokladnoscia do multipli-
katywnych stalych zaleznych jedynie od rzedu d.

Optymalne szacowania momentéw liniowych kombinacji (przypadek d =
1) niezaleznych, symetrycznych, logarytmicznie wklestych (tzn. 2z loga-
rytmicznie wklestymi ogonami) zmiennych losowych byly uzyskane przez
Gluskina i Kwapienia (cf. [10]). W pracy [21] podobne nieréwnosci zostaly
podane dla chaosu rzedu 2 generowanego przez tego typu zmienne (gaus-
sowskie chaosy rzedu 2 byly rozwazane znacznie wezesniej w [11]). Metody
uzyte w obydwu pracach moga by¢ adaptowane do przypadku zmiennych
dodatnich (zob. [24]).

Wydaje si¢ jednak, ze istnieje zasadnicza rdéznica pomiedzy chaosami
rzedu d > 3 oraz d = 2. Wydaje sie, ze praca [23] byla pierwszym krokiem w
strone bardziej ogélnych rezultatow obejmujacych przypadek d > 3. Dopiero
catkiem niedawno - w styczniu 2005 - Latata udowodnit doktadne szacowania
w trudnym przypadku chaoséw rzedu 3 generowanych przez zmienne gaus-
sowskie. Niniejszy rozdzial zawiera wyniki opublikowane w [23]. Okazalo
sie jednak, ze narzedzia tam uzyte moga by¢ znacznie uproszczone. W
[23] uzywa sie twierdzenia Talagranda (cf. [26], [25]) dotyczacego koncen-
tracyjnych wlasnosci miary %e*md:p, w niniejszej pracy udalo sie uniknaé
koniecznosci stosowania tego twierdzenia, w rezultacie czego rozumowania
staly sie bardziej elementarne.

Omowmy jak zorganizowany jest niniejszy rozdziat . W pierwszym pod-
rozdziale ustalamy notacje, podajemy potrzebne definicje i formutujemy gltéw-
ne rezultaty. Nastepnie, w drugim podrozdziale, dowodzimy oszacowan na
momenty w przypadku jednowymiarowym. W trzecim podrozdziale induk-
cyjnie dowodzimy oszacowan w przypadku wielowymiarowym.
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2.1 Notacja i sformulowanie wynikéw

Caly czas bedziemy w tym rozdziale stosowac te sama konwencje dotyczaca
liter ¢, C, ¢(d), C(d), ktéra sformulowalismy w rozdziale poprzednim.

Niech d i n beda dodatnimi liczbami catkowitymi. Przez i bedziemy ozna-
czaé¢ d-wymiarowy multiindeks (i1, ..., iq), gdzie 1 < iy, ..., iq < n, zas przez
I - rodzine takich multiindekséw.

Dlal C {1,2,...,d} orazi € J C I niech i; oznacza ciag (ix),; i J; niech
bedzie zbiorem wszystkich takich i;. Dla I C {1,2,...,d} przez I’ bedziemy
oznacza¢ zbiér {1,2,...,n}\I. W naszej notacji na przyklad mamy iyy =
(i9,...,1q). Symbolem #I bedziemy oznaczali moc zbioru I, symbolem R
- przedzial [0; +00) .

Przez caly czas bedziemy w tym rozdziale zakladaé, ze Xi(ll), e ,XZ.(;Z)7
1 < iy,...,1iq < n, sa niezaleznymi, dodatnimi zmiennymi losowymi z loga-
rytmicznie wklestymi ogonami, tzn.

P(x0zi) = e

dlal1<r<d 1<i<n,t>0, gdzie Nl-(r) : Ry — R, jest wypukla, $cisle
rosnaca funkcja, znormalizowana w ten sposéb, ze

N7 (1) =1. (2.1)

2

Zdefiniujmy rodzine podzbioréw R, {B}{/’p} Leneyq Jak ponizej

Bﬂfﬁp:{xeRﬁ:ZNy)(wi)Sp& (x;=0luba; >1) dlai=1,2,...,n

i=1
Dla wielowymiarowej tablicy liczb rzeczywistych, (a;);c; , zdefiniujmy
d
||(CLi)ieIHNu = sup {Z a; H (1 + xz(:)) FAONS B}\f,w e Bﬁﬂu} .
iel r=1

Przez S oznaczmy zmienna S = ) aiXZ»(ll) > -XZ-(;[).
Teraz jestesmy gotowi by sformutowaé dwa gtéwne twierdzenia tego roz-
dziatu.

Twierdzenie 4 Istnieja takie stale 0 < ¢;(d) < Cy(d) < oo, zalezne tylko
od d, zZe dla dowolnego p > 1 zachodzq oszacowania

er(@d) [(a)ieal Ly, < ISy < CL@) [[(@i)ieal 7, -

14
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Twierdzenie 4 udowodnimy w ostatnim podrozdziale tego rozdzialu a te-
raz zaprezentujemy kilka jego zastosowan i poczynimy kilka uwag. Zachodzi

Twierdzenie 5 Istniejq state 0 < co(d) < Cy(d) < oo, zalezne tylko od d i
takie, zZe dla dowolnego t > 1 zachodza oszacowania

P (82 Co@ [[(@iarlly,) <

oraz

P (S > ¢ (d) H(ai)ieI”N,t) > min (¢ (d) 7).

Dowdd. Z Twierdzenia 4 dla A\, p > 1 otrzymujemy

1
191 < G l@ienlyny - N0kl < ST

Teraz wystarczy zauwazy¢, ze || (a; (2)\)d H (ai)ieIHJ\/,p i zastosowaé

>i€I H./\/’,/\p S
Twierdzenie 2 z poprzedniego rozdzialu. m

Uwaga. Norma H(ai)ieIH .y Jest rownowazna innej, nieco bardziej natu-

ralnej normie sup {Ziel a1, (1 - x§:)> Dy Ni(r) (a:zm) <ur=12,... ,d} ,
zachodzg bowiem oszacowania

d
H(ai)ieI”/\/,u < sup {Z aiH (1 +x§:)> : ZNZ-(T)(IET)) <u,r=1,2,... ,d}

i€l r=1

VAN

2¢ H (ai)iEIHN,u :

Uwaga. Wszystkie oszacowania uzyskane w Twierdzeniach 4 i 5 moga zo-
sta¢ uogolnione na przypadek, gdy funkcje Ni(r) sa wypukle, ale niekoniecznie
ciagte lub $cidle rosnace na R, np. moga przyjmowaé¢ wartos¢ 0 na pewnym
podprzedziale R, jak réwniez wartos¢ +oo, poczawszy od pewnego argu-
mentu ¢, (oznacza to, ze zmienna Xi(r) nie przyjmuje wartosci wiekszych od
to). W tej ogdlniejszej sytuacji warunek normalizacyjny (2.1) nalezy zastapi¢
przez nastepujacy warunek

inf{t >0: N (1) > 1} — 1

Uwaga. 7 Twierdzenia 1 wynika natychmiast, ze oszacowania zawarte
w Twierdzeniach 4 oraz 5 sa réwniez prawdziwe (z gorszymi stalymi) dla
uzaleznionych chaoséw rzedu d,

S = E ail,...,idXil e 'X’id7

1<ir<...<ig<n
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gdzie wspolczynniki a;, ;, sa nieujemne za$ dodatnie zmienne X; sa nie-
zalezne i maja logarytmicznie wkleste ogony.

Przyktad. Rozwazmy szczegdlny przypadek, gdy wszystkie zmienne X Z-(T)
maja rozktad wykladniczy, tzn.

P(xV2t)=c'dal<r<d 1<i<n, t>0.

W tym przypadku mozna oszacowac norme || (ai)iex ‘ } . W nastepujacy sposob

d

H(“i)ieIHN,u < Sup{Z%H(l—i—bg)) Zbl)<u Zbd)<u}
r=1

= sup Z ZaIHb Zbgi)gu,...,Zbg)Su

I1c{1,2,....d rel
Zatem
H(ai)ieI”Nu < Z sup{ZaiHbl(-:) :Zbg:)guforrel}
7 Ic{1,2,...,d} rel
- Z u™! max a;. (2.2)
I1C{1,2,....d} Iel iir=j

7, drugiej strony

[(a)sexl v, > oy b {Z “ 11 by DI Y Suforre I}
> 27 u?! max a;. (2.3)
IC{%..,d} il itij=j

Z (2.2) i (2.3) oraz z Twierdzenia 4 dla wszystkich p > 1 otrzymujemy

HZ@X(l)-- .d) ~g Z p#Imax a;

jel
P I1c{1,2,...,d} T yig=
= E Qiy,...ig +pr%ax E , iy, ... iq —I—pmiax E iy, ... ig
1 2
11500584 1250584 11,03,--050d
+. —l—p max Gy, i,-
'517 7ld

Uwaga. Podamy zastosowanie uzyskanych oszacowan w pewnym mo-
delu grafu losowego, nieco innym od klasycznego modelu dwumianowego
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grafu losowego (por. [13]). Nowy model jest nastepujacy. Dane sa wierz-
chotki grafu ponumerowane liczbami 1, 2, ..., n i niezalezne, nieujemne, unor-
mowane zmienne losowe X{uﬂ,},u # v, u,v € {1,2,...,n}, z logarytmicznie
wklestymi ogonami. Nowy model grafu losowego G (n) polega na tym, ze
pomiedzy dwoma réznymi wierzchotkami u, v grafu G (n) istnieje k réznych
nieskierowanych krawedzi z prawdopodobieristwem py, .y (k) = P(X{u0) €
(k—1,k]),k=1,2,....

Niech teraz Gy bedzie ustalonym grafem o niewielkiej liczbie krawedzi
d, przy czym kazde dwa jego wierzcholki polaczone sa co najwyzej jedna
krawedzia. Bedzie interesowaé¢ nas liczba kopii grafu Gy w grafie é(n), tzn.
liczba podgraféw é(n) izomorficznych z Gy. Zauwazmy, ze interesujaca nas
liczba kopii grafu Gy w é(n), oznaczmy ja przez S, ma taki sam rozklad
jak chaos losowy generowany przez zmienne ((X {“’”}—I)l cuco<n - Mianowicie,
niech P bedzie rodzina wszystkich kopii grafu Gy w grafie pelnym o n wierz-
chotkach G(n), wéwezas S mozna utozsamié ze zmienna

=> I Xuwl

HeP {uv}cE(H)

gdzie E (H) oznacza zbiér (nieskierowanych) krawedzi grafu H. Ze wzgledu
na szacowania

X{u,v} S IVX{U,U}—‘ <1+ X{u,v}a
P (X{u,v} > 1) > 6717

dla p > 0 zachodzi

EX?

Py < B [Xuw]” < 2B (14 X7, ) <2°(1 + ) EX]

{u}

a stad dla catkowitych dodatnich p

||S||p < HSH < g#E(H) (1+ e)#E(H) ||S||p’
P

gdzie S = > yep [iuenn Xuoy 1 badanie wlasnosci zmiennej S mozna
sprowadzi¢ do badania wlasnosci zmiennej, czym zajmujemy sie w tym roz-
dziale.

Uwaga. W naszych rozwazaniach nie zajeliSmy sie szybkoscia wzrostu
stalych ¢;!(d) i C;(d), pojawiajacych sie w Twierdzeniach 4 i 5. Z podanych
w nastepnych podrozdziatach dowodéw mozna otrzymaé szacowania c; ' (d) <
C4 oraz c;'(d), Ci(d) < (Cd)?. Nie ma jednak podstaw by sadzi¢, ze sa to
optymalne szacowania tych stalych.
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2.2 Przypadek jednowymiarowy

W tym podrozdziale udowodnimy Twierdzenie 4 w przypadku d = 1. Bedzie

to punkt wyjscia do dowodu indukcyjnego w ogdélnym przypadku d > 1.

W celu uproszczenia notacji, do konca tego podrozdzialu zamiast pisac Xi(l)

bedziemy pisa¢ X; i zamiast pisac Ni(l) bedziemy pisa¢ N;. Zatem w tym
przypadku, dla ciagu nieujemnych liczb rzeczywistych (a;) i « > 0 mamy
S =>a;X; oraz

l@)llva =sup {3 ai (1+b) : (b) € B, |-
Zacznijmy od nastepujacego prostego lematu.
Lemat 3 Zachodzq nierownoscs
e'<EX; <1l4¢e!
Dowdd. Zauwazmy, ze z (2.1) EX; > P(X; > 1) > ¢!, z drugiej strony,
wobec wypuklosci V;, otrzymujemy
EX; <1+ /OO exp(—N;(t))dt <1+ /OO e tdt =14
1 1

|
Udowodnimy, ze dla p > 1

cll(@)lvp <1151, < Clias) - (2.4)

Dowdd (2.4) bedzie inny niz w [23] i nie bedzie wykorzystywal twierdzenia
Talagranda dotyczacego koncentracyjnych wlasnosci miary %e‘mdx. Zamiast
twierdzenia Talagranda uzyjemy dwoch nastepujacych prostych lematow.

Lemat 4 Dla dowolnego ciagu nieujemnych liczb rzeczywistych (b;) i nieza-
leznych zmiennych Y1, ..., Y, o unormowanym rozktadzie wyktadniczym (EY; =
1) oraz uw > 0,p > 1 zachodzi

P (Z b;Y; > C’Zbi —i—u) < exp <—%m;{i bi) : (2.5)

Dowdd. Istnieje taka stata dodatnia C' > 1, ze dla x € [O; %} zachodzi

nieréwnoé¢ (1 — )" < exp (Cz). Korzystajac z tej nieréwnosci otrzymu-
jemy szacowanie transformaty Laplace’a zmiennej T' = > ;Y

Ee = H ] —1)\@' < exp <C)\sz’> ,
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przy warunku, ze dla 1 < i < n zachodzi Ab; < % Stad dla A =
i s> 0, z nieréwnosci Czebyszewa, otrzymujemy

P (T >C (Z b; + S max bl>> < exp (—C)\Z b; — sC\ max bi> EerT

1
< exp <—§C's) .
Biorac tg = C'Y_b; dlat =ty + u > ty otrzymujemy (2.5)
P(T>t) = P(T>t+u) :P<T2 CZbH—u)

u

< 1 c U 1 u
€ ——C =] =¢ —= .
- . 2 C max; bz P 2 max; bz

Wobec powyzszej nieréwnosci, catkujac przez czedci dostajemy

% (max; bi)_l

ETP = / ptP T P (T > t)dt < pth +p/ PP (T > t)dt
0

to

IN

Pl +p/ Pt (t—to)’ T} P(T > t) dt

to

IN

ptg + p2p_1t8_1 / P (T Z t) dt +p2p/ up_le—u/(Qmaxi bl)du

to 0

P o
pto + p2p_1tg_1ET + p2? <2 max bi) / oy
! 0

IN

IN

p
p(2to)" + p2° (2 max bi> ' (p)
p
< p(2ty)F + 2°pPtt (2 maxbi> .
7 ostatniej nieréwnosci otrzymujemy wreszcie

HZbiYi , <C (Zb, —|—pmiaxbi) .

(Pojawiajaca sie tu stala C, zgodnie z przyjeta konwencja niekoniecznie jest
réwna wezesniej uzytym statym, oznaczonym przez C.) ®
Przejdzmy do nastepnego lematu.

Lemat 5 Dla dowolnego ciagu liczb rzeczywistych ay > as > ... > a, > 0
i niezaleznych zmiennych Xy, ..., X, (o unormowanym rozkladzie z logaryt-
micznie wklestymi ogonami) zachodzi

i<p

<
P

+C> a; (2.6)
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Dowéd. Z nieréwnosci tréjkata

1<p

<
P

E a; X;
i>p

_'_
p p

Z unormowania zmiennych X; i wypuktosci funkcji N; wynika nieréwnosé
P(Y;>t)> P (X; >t)gdyt > 11Y; oznaczaja unormowane zmienne losowe
o rozkladzie wykladniczym. Na mocy poprzedniego lematu mamy

ZaiXi < Z%’Xﬂ{xigl} + ZaiXi[{Xi>l}
i>p P i>p P i>p p
< Yo+ |San| <c (z+pm) |
i>p i>p » i>p
Wobec przyjetego zalozenia a; > ay > ... > a,, wigc max;s, a; < %ZKP a;,

a zatem

HZ aXi|| < ZaiXi +C (Z a; +p1 Z%‘)
P i<p » i>p P
S Z CL,'Xi + C Z ;.
1<p P

|

Przejdzmy wreszcie do dowodu (2.4).

Dowéd. Wpierw udowodnimy w taki sam sposéb jak w [10] oszacowanie
z dotu. Poniewaz || S|y < ||S]|,, wiec wobec definicji ||(a;)||a 1 Lematu 3 za-
uwazamy, ze wystarczy udowodnié¢, ze dla dowolnego ciagu (b;) nieujemnych
liczb rzeczywistych, dla ktérego > N;(b;) < p, zachodzi

> aib < eS|, (2.7)

Mamy

A%

1511,

HZ a; Xi|| = <Z aibi) (P(X; >b;dlai=1,2, ._,7n))1/1?
S)eo( )<

Zatem zachodzi (2.7).

v
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W celu wykazania oszacowania z géry zauwazmy, ze wobec (2.6) wystar-
czy udowodni¢, ze
g a; X

1<p

< [[(@i)llwp-

p

Zauwazmy dalej, ze kazda ze zmiennych V; (X;) ma rozktad wykladniczy
(P(N; (X;) >t) = P(X; > N/ (t)) = e7"), zmienna Y_,_ N; (X;) ma za-
tem rozktad I" (¢,1), ¢ < p, a stad, na podstawie (2.5), dla k > 1

P <Z N, (X)) = ckp> <

1<p

Stad i z wypuklosci N; otrzymujemy

E (Z aixi)p < sup { (Z aibi>p SN < Cp}

_+ isup { (S aibi)": o <_Z N; (b;) < C (k + 1)p} x
k=1 i<p
x P (Z N; (X;) > (Jkp>
el g
+ g} CP (k + 1) sup { (Z aibi>p : Z: N; (b)) < p} p—
< Csup { (X ab) ZN (b;) < p} < C")l(a),

|
Z (2.4), w dokladnie taki sam sposéb jak w dowodzie Twierdzenia 5,
otrzymujemy teraz oszacowanie na ogony S

P (5= Cll(ai)llwp) < e (2.8)

Korzystajac z (2.8), udowodnimy teraz nastepujacy, wykorzystany w nastepnym
podrozdziale
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Lemat 6 Niech A bedzie skoriczonym podzbiorem R'y. Dlaa = (a1, ..., a,) €
A zdefiniujmy Sy = Y. a;X;, wowczas dla kazdego p > 1 prawdziwe jest
nastepujace oszacowanie

max <Sa — CZ a; H < C(p+In#A) IWAX MAX 4. (2.9)

Dowéd. Z wypuklosci N; i z warunku (2.1) mamy N; (z) >z dlaz > 1,
zatem dla s > 0

||<ai>H/\/,s < ZamLsup{Zaibi:Zbigs}
= Zai—l—smaxai.

Stad i z (2.8) otrzymujemy

P (Sa > (C (Z a; + smzaxai>) < 2e?,
((S —CZ ) >C’smaj<mlaxal) < 2e7°

Dalej
P (max (Sa - C Z ai> > (s max max al)
acA acA )

+
< ZP ((Sa — CZCM) >(C's maj(maxaz) < 24#Ae”?

acA

oraz

_ > ,
(rilgi( (S C Z > C(l+s)(p+In#A) IAX Max az>
< 2#A6*(1+5)(p+1n#14) < e~

Catkujac przez czesci, dostajemy

(S - O%w) | =0

S 1/p
+ C (p+ In#A) max max q; (/ 2pt7’_16_ptdt>
0

acA i

(p + In#A) max max a;
acA i

< C(p+In#A) MAX MAax a;.
ac 7

22



2.3 Przypadek wielowymiarowy

W tym podrozdziale udowodnimy Twierdzenie 4 przeprowadzajac dowdd in-
dukcyjny ze wzgledu na rzad d. Pierwszy krok indukcyjny zostal juz wy-
konany w poprzednim podrozdziale. Zalézmy zatem, ze Twierdzenie 4 jest
prawdziwe dla wszystkich r gdy 1 < r < d — 1. Korzystajac z tego zalozenia
udowodnimy prawdziwo$é¢ Twierdzenia 4 dla chaosow rzedu d. Wpierw udo-
wodnimy oszacowanie z dotu, czyli

1811, = c1 (d) [|(as (2.10)

iet HN@ :

Dowdd. Iterujac oszacowanie z dotu w (2.4) (podstawiajac za X; kolejno
XZ-(d), ey Xi(l)) dostajemy

1 d
Is|, = HZGiXi(I)"'Xz‘(d) p
p 1o\ P\ /P
_ (El,...,dl ((Ed (ZaiXi(ll)...Xi(j)) ) ) )
p\ L/p
> E X(l) X(dfl) 1 (d)
= 1,...d-1 | ¢ Sup Zai iv T Nig + T,

ﬂ‘”eBﬁm

> ¢ sup HZ ain'(ll) .. 'Xi(jjll) (1 + :Ij'(d)>

iq
:r(d)GBj‘(/ »

p

d
> > sup ZaiH<1+x§:)>
d r=1

x(T)GBjr\,p,rzl,Z...,

= H(ai)ieIHN,p

Z powyzszej nierownosci orzymujemy (2.10) z ¢;(d) = ¢?. =

Aby udowodni¢ oszacowanie z gory

1511, < €1 (d) || (as)seall v, (2.11)
uzyjemy dwdéch nastepujacych spostrzezen.
1. Indeksy 74, ..., 14 mozna przenumerowac w ten sposéb, by dla1 < r < d

zachodzita implikacja

jezelii < jto > a> Y a (2.12)

id,.=1¢ ii,=j
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2. 7Zbiér I mozna rozbi¢ na sume nastepujacych roztacznych podzbiorow
I,1<r<d,

I, ={iel:i, >max(iy,...,0_1) oraz i, > max (l,i1,...,%q)} -

Zaktadajac, ze zachodzi (2.11) dla d — 1, mozemy napisaé

1)
isl, = [ wx X
r=1 iel,
p
d
1) (d)
S 2| e X
=1 ||iel, P
d
ccay||( = axp
] Ny je@ gyl
Aby udowodni¢ (2.11) wystarczy zatem pokaza¢ dlar =1, ..., d nier6wnosé
> ax)” < (@) [[(a)serl v, - (2.13)
1S SEPRVES

jE(Ir){r}/ Nop

Dowdéd. Rozwazymy tylko przypadek odpowiadajacy r = 1, dowdd dla
innych wartosci r jest dokladnie taki sam. Zgodnie z przyjeta konwencja
C(d) moze oznaczaé rézne stale zalezne tylko od d, (w szczegdlnosci moze
oznaczaé stale zalezne od wartosci ¢;(d — 1) 1 Cy(d — 1)).

W celu uproszczenia notacji oznaczmy J; = (I) ay 1 dodatkowo dla I C

{1,...,d} zdefiniujmy

g = SUP ZajH <1 +x§:)> ARNE B, dlarel

jely rel

H<aj)jeI,

Mamy

1:i{1}/=j

X
iel Z '

jEJl N,p

d
o S8 ) (o) (1)

a(MeBy, ,2<r<d jeJy \ieliigy=j
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oraz dla z(") € RY,2<r<d,
d
(2) (d) (2) (d) (r)
<1—|—ch2 ) ~~~<1+xjd> <ayceexp)+ Z H(l%—xﬁ).
2<q<d r=2
r#q
Zatem

> aXy)

i€l /=] .
{1} -]GJI Nop

d
ST D 5 (D SRR ) PR

:C(T)GBJT\AP,QSTSCI jed, iEIl:i{l}/Zj

Y s Y Y wx) I (a).

2<g<d *VEBY p25rSd ey, \iehiig, )= =2,

7, zalozenia indukcyjnego, dla dowolnego catkowitego 2 < g < r

sup Z Z aiXi(ll) H(1+x§:))
z(MeBy, 2<r<d jeJ; \iek:igy=j T;Z
T#q
o PR D DR WD DRE B0 | (R
m(r)eB}\/’,pQSTSd jG(Il){q}’ ieIlzi{q}/:j 77:;(21
P
< ala-nlf >l X w|[IxY
Je(Mi) gy \i€hiigy=j :;}1
p
<cof| ¥ a < () [[@haly,-

iely:i =j .
Tlegy JG(Il){q}/ Np

Zatem wystarczy udowodnic, ze

sup Z Z aiXi(ll) 22 -acg-j) < C(d) ||(as

o )iEI H./\/',p ’
a(MeBY, ,2<r<d

jed, iGIl:i{l}IZj

(2.14)
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Dla 2 <r < d zdefiniujmy zbiory

U - {xm € B, : N <g;§’">) <1ldlai< p} N

7

N ﬂ {x(r) S B/(\?p : Ni(r) (xgr)> <k daie [Qk_lp; 2kp)} ,
k=1

Vo) = {x@“) € By, : 2" =0 lub N <x§”> >1dlai< p} N

i

N m {m(r) € By, xgr) =0 lub NZ.(T) (x(T)> >k dlaie [2k_1p; 2kp)} .
k=1

Dla kazdego z( € B}, istnieja takie y" e UM 20 ¢ VO ge () =
y(r) + 2. Niech J oznacza rodzine podzbioréw indekséw zdefiniowana w
sposéb nastepujacy:

_ p
j:{fg{m,...};#]gp,#m[z’f 1p; 2p) gﬁdlakzl,Q,...}.

Zauwazmy, ze

jezeli 2@ € V) to {z 2 o o} eJ. (2.15)
Stosujac nieréwnosé ), <m (Z) < (%)m, otrzymujemy oszacowanie mocy J
3
> 02kl p/k 00 o/
J <2° ——= <cr|f (2% < CP. 2.16
< [(Tt) =oTlew) 210

Zauwazmy, ze dla kazedgo takiego I, ze #I < p i kazdego takiego ¢, ze
2 < q < d, z zalozenia indukcyjnego dostajemy

(1) _(2) (d)
sup E X, wy Ty,
2MEBY, ,2<r<d T el »

< gld-nf Y axPxP. x

Q2 iq
i€lyigel »
< ¢ d—1)C, (d—1) sup Z a; (1 + .rfll)) . -Xi(f) . (1 + CIZS))
I(T>EB/T\/11“TE{(1}/ icly:igel )
< C(d) H(ai)iEhH/\/,p' (2.17)

Ostatnie szacowanie otrzymuje sie korzystajac z dwdch nastepujacych spo-
strzezen:
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e funkcja

f(x(q)) = sup Z ai(l—i—xgll))---mgg)---(1+x(d))

id
’
eMeBy, ,relal el el P

jest dodatnio jednorodna na RY (tzn. f (tx(‘”) =tf (:E(‘Z)) gdy t > 0),

o z wypuklosci N'? i stad, ze zmienna losowa Dier Ni(qq) (Xi(:)) ma
rozklad I" (#1, 1) (przypomnijmy, ze #I1 < p)

1
PIY N (X7 >
Z q (C(1+t) q p

< P NO (ij)) >C(1+t)p | <ee,

ig€l

(Ostatnia nieréwnosé¢ wynika z (2.5).)

7 powyzszych spostrzezen wynika, iz

P(f(X9) > €+ | ],) e

skad, catkujac przez czesci, dostajemy

p
E{f (X)) < C7||(ar)ier, Hif’p.
Z (2.17), (2.16) oraz (2.15) wynika, ze
sup Z aiXi(ll)fo) e :Ugj)
x(r)ij\,m,zgrgd,x(q)eV(q) icl, »
< ||sup sup Z aiXi(ll)xg) X -ml(-j)
Ieg m(TV)EB.K/,p’QSTSd iEIllinI
P
p\ 1/p
< sup Z aiXi(ll)xg) x -xz(j)
1e7 |7 EBR p2<r<d el el »
1/p
< @) (#D @ lly,) " <C@ @ lly,  218)
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Niech Cy bedzie stala wystepujaca w (2.9). Poniewaz

sup Z aiC'oxg) = -:L‘Z(j) < Co ||(as

ietlln,
2N eU ™ 2<r<d P

iEIl
wiec wobec (2.18) aby dowies¢ (2.14) wystarczy udowodnié, ze

1 2 d
sup Z ai(XZ-(l) — OO)IEQ) . -xgd)
z(MeU) 2<r<d

< O(d) [[(a)ierl - (2:19)

p

i€l

Zauwazmy teraz, ze poniewaz NZ-(T) (z)>zdlax>1,1<r<d1<i<
n, wiec dla @ > 1 i dowolnych (niekoniecznie dodatnich) liczb rzeczywistych

trto, ..ty
sup {Z aitilxg) . -xgj) c 2 e B s <Ni(:) (xg))) H <a2<r<d }
icly &

< sup {Z aitilxg) . -xl(j) : ng) <p, me”oo <a,2<r< d}

icly

IN

a®! max g ail;,
< ,2<r<d
#lrslplal2srsd o o cr<d

(powyzej i dalej stosujemy konwencje > ., b; = 0). Zatem, z definicji I; i

i€
U™ otrzymujemy

sup Z ai(Xz‘(ll) _ Co)l'g) )

1d
z(MeU() 2<r<d

iel; P

1) (2 (d)
< sup E ai(X;," — Co)zy, -y,
I>1 =M eU™ 2<r<d i€l 20— 1p<iy <2lp »

IN

Z l3(d*1) max Z ai <Xz(11) — Co)

Imcdi,..2lp—1
1<i<pl/3 C{’ <P } icl 2l 1p<iy<2ip,

#I7<[p/1®],2<r<d irel” 2<r<d "
p

_ 1
+ pt g max E a (X = ¢ . (2.20)
jeL, 21— 1p<jy <2! "
1/3 IShe p=n P icliig v =jrqv
I>p 11y =iy

-1 ; l
27 psi<2p +lp
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Stosujac Lemat 6 oszacujemy prawa strone powyzszej nieréwnosci. Dla [ <
p'/? mamy

#{UN) jqpeg I {1, 2p =1} #I7 < [p/1P] for 1 <r < d}

Cle 2/t ’ 2
< ( /z3> <ot <o, (2.21)
b

Korzystajac z (2.12) otrzymujemy

max max 5 a;
r 1, 2l—1 <3 21

rrc{u,...2lp-1} PSISZP e,

#I7<[p/I*],2<r<d iMelm 2<r<d

1
= igla}l(p i Z 'ai < 21—1pzai~ (2.22)

Z (2.9), (2.21) i (2.22) dostajemy

max Z a; (Xi(ll) _ CO>

Imc{1,..2p—1
C{’ “P } icl; 2 1p<i; <2lp,

#17<[p/13] 2<r<d irel” 2<r<d i
p
< C(p+InC?) max max E a;
Ly 20-1p<i<2!
1rc{1,...2'p=1} PEISEP e,
#17<[p/1?] 2<r<d iMelr 2<r<d
Cd
< E ai < o1 E a;.
iel iel

Zatem

Z [3d=1) max Z ai<Xi(11) — Cy)

rc{u,...2lp-1},

1<i<pt/3 i€l i1 =i,
#17<[p/I*],2<r<d il 2<r<d »
< Y dl)OdZa <C(d)> a (2.23)
— 2l 1 1 = 1° .
1<i<pl/3 iel iel
Dla [ > p'/? podobnie dostajemy
max a; < aj
icly 2l 1p<i; <2lp ' 2l71p Z !

icl
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oraz (poniewaz # {j € I, : 27'p < ji < 2'p} < (2'p)?)

Cld
max Z ai(Xi(ll) — () < o1 Z aj.
iel

jen2i-tp<p<alp | L .
! 1611:1{1}/:J{1}/

2l-1p<ip<2lp

Zatem

_ 1
pt! E max E ai(Xi( ')
jeI 2-1p<j1 <2lp !
1 < e
l>p1/3 1611-1{1}/7_]{1}1

-1 - l
2" p<in<2’p +1p

< pt >y %Zai <CWd) a (2.24)

I>pl/3 il il

Wreszcie, z (2.20), (2.23) i (2.24) dostajemy (2.19), co konczy dowdd Twier-
dzenia 4. m
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3 Oszacowania momentéw i ogonéw chaosow
generowanych przez nieujemne zmienne dwu-
punktowe i ich zastosowanie w modelu dwu-
mianowym grafu losowego

W tym rozdziale zajmug’emy sie szacowaniem momentéw i ogonow chaoséw
d)

- ) o ) -
Ag =) ai,. i, X;, X, onieujemnych wspélczynnikach a;, .. ;,, generowa-

nych przez niezalezne zmienne dwupunktowe o rozkladzie
P(x=1)=1-P(x"=0) =a e (1),

Niniejszy rozdzial zorganizowany jest w nastepujacy sposob.

W pierwszym podrozdziale, korzystajac z Twierdzenia 3 (Lataly) poda-
jemy, z doktadnoscia do uniwersalnych statych, oszacowania momentéw kom-
binacji liniowych o dodatnich wspétczynnikach zmiennych Xi(l).

W drugim podrozdziale zajmujemy sie oszacowaniami momentéw form
wieloliniowych od zmiennych Xi(r).

W trzecim podrozdziale stosujemy otrzymane w poprzednich podrozdzia-
tach rezultaty do udowodnienia semihiperkontraktywnych wiasnosci chaosu
generowanego przez niezalezne zmienne dwupunktowe i stosujemy je w mo-
delu dwumianowym grafu losowego.

7 semihiperkontrakcji wynikaja, w standardowy sposéb, przez uzycie
nierownosci Czebyszewa i nieréwnosci Paleya-Zygmunda, dwustronne osza-
cowania na ogony wyrazone w terminach momentéw. My zastosujemy te
technike do identyfikacji wielkosci pojawiajacych sie w badaniu prawdopodo-
bienstw odchylen liczby malych podgraféw ponad wielokrotnosci jej wartosci
oczekiwanej w klasycznym, dwumianowym modelu grafu losowego (o pew-
nym innym modelu byla mowa w jednej z uwag poprzedniego rozdziahu).
Nieco inne techniki do badania tych prawdopodobienstw rozwineli Janson,
Oleszkiewicz i Ruciriski w [14].

Technika oparta na semihiperkontrakcji pozwolita ulepszy¢ nieco wyniki
autoréw [14] w przypadku malych podgraféw bedacych np. gwiazdami lub
tréjkatami, o czym mowa jest w czwartym podrozdziale.

3.1 Oszacowania momentow kombinacji liniowych nie-
ujemnych zmiennych dwupunktowych

Caly czas bedziemy w tym rozdziale stosowaé te sama konwencje dotyczaca
liter ¢ i C' ktoéra stosowaliSmy w rozdziale poprzednim.
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Relacja A ~ B, podobnie jak poprzednio oznacza, ze zachodza nieréwnosci
cA < B < CA, a bedzie oznaczaé¢ pewna liczbe z przedziatu (0;e716].

Przez X1, X5, ..., X,, bedziemy teraz oznacza¢ niezalezne zmienne losowe
o rozktadzie dwupunktowym

P(Xi=1)=1-P(X,=0) =a.

Niech aq, as, ..., a, beda liczbami dodatnimi. Udowodnimy nastepujace
twierdzenie dotyczace szacowania momentéw zmiennej A = > . a;.X;.

Twierdzenie 6 Dla p > 1 zachodz
IA[l, ~ sup {Z a;b; : Zm* (b;) < 1} :

0 gdy 0 < X < eaq,
m*(\) = %lnﬁ gdy ae < X\ < 1,
+o0 gdy 1 < A,

gdzie

. . . 1
jezeli p > In — oraz

0 gdy 0 < X < ae,
m* (\) = %lnﬁ gdy ae < X < aeP,

;% (aep)fp%l AT gdy aeP < A,
jezeli p < In é
Dowéd. Zastosujemy Twierdzenie 3 (Lataly) z rozdzialu 1. Z tego

ogolnego twierdzenia wynika w szczegélnosci dla p > 1 nastepujace osza-
cowanie

[A[, ~,

gdzie t jest liczba, dla ktérej zachodzi réwnosé
a; \ P
Zln(l—oz—i—a(l%—?) ) =Dp.

Oszacujemy liczbe t zastepujac skomplikowana funkcje In (1 —a+« (1 + %)p)
prostsza funkcja ¢ o tej wlasnosci, ze dla x > 0

dlex) <In(l—a+a(l+z)) <¢(Cx). (3.1)

Rozpatrzmy dwa przypadki. ¢;,C;, ¢ = 1,...,9, beda oznaczac state do-
datnie, przy czym ¢; < 1,C; > 1.

32



Przypadek 1. 0 <z < 1. W tym przypadku
peizeP® < (1+2) — 1 < pChaeP®, (3.2)

Uzasadnienie. Dla 0 < z < 1 zachodzi nieréwno$¢ coxr < In(1+z) < Chx
(np. (In2)z <In(1+x) < x), zatem

peer < In(1+2)” < pChx,
ebc2® S (1 +$)p S epch.
Dalej, istnieja takie state c3, C3, ze dla dowolnego y > 0,
caye? <e¥ — 1< 03y603y

(np. ev?y/2 < ¥ (e¥?—1) < ev —1 = [Ye®dr < ye¥). Zatem dla
o1 = 03, C1 = CC5
pe1rePIT = pegcgrelet < Pt — ]
< (1+2)f -1
< P 1< p0203$6p0203$ = pClxepC”.

Uwaga. Mozna przyjac, ze ¢; = %1112 oraz C) = 1.
Rozpatrzmy teraz wyrazenie

m(l—a+a(l4+2z))=In(1+a[(l+z)-1]).
Caly czas bedziemy zakladac, ze ﬁ < %lné oraz 0 < x < 1. (Zalozenie to jest
prawdziwe dla o < 710 oraz ¢; = %ln 2.) Mamy nastepujace podprzypadki
L1. Jezeli 0 < o < 5, wowezas, korzystajac z (3.2), dostajemy nierd-
wnosci
In(1+a[(1+2)"-1])
In(l1+al(l+z)-1))

In (1 + apC’la:epr) < apCyx,

<
> In(1+ apciweP™™) > apeyx

(skorzystaliSmy z nieréwnosci ¢;apr < ea < 1).
1.2. Jezeli ;& < < o In & wowezas, korzystajac z (3.2) otrzymujemy
In(1+af(l+2) —1]) <In (14 apCize’™™) < apCize?™™ < aels”
(skorzystalismy z nieréwnosci pCiz < eP“1%), oraz

In(14+a[(1+2)”—1]) > 1In(1+ apczeP™®) > (In2) apcyxeP™® > aels®
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(skorzystalismy z nieréwnosci ape;reP® < ae?1® < 1, pcyx > e > 1/1n2).

1.3. Jezeli 2Lp lni <z <1 wbéwczas, korzystajac ponownie z (3.2) mamy

In(1+af(l+2)”—1]) In (1 + apCize’'*) < In (ee* ")

<
< In(ea) + pCsz
(skorzystaliémy z nieréwnosci ae?P* > 1), oraz

In(1+af(1+2)"—1]) In (1 4 apcyzeP®) > In (aeeP™?)

>
> In(ea) + pegx
(skorzystaliSmy z nieréwnosci pc;z > e wynikajacej z nieréwnosci x > 2ip In é)
Przypadek 2. x > 1. W tym przypadku
(crx)P < (1+2)" —1< (Crx)P.

Uzasadnienie. Dla z > 1, (1 4+ z)" =1 > 2P, (1 +2)" =1 < (22)".
Rozpatrzmy podprzypadki

=

e .
2.1. Jezeli 1 <z < er ™o, wéwezas

a(Crr)? < el (eCs)

(In2) & (crz)? > aePMmiees?)

In(1+a[(1+2)"—1])
In(1+al(l+2)—1))

In(1+ a(Crx)”)

<
> In(1+a(c)?)

<
>

(skorzystalismy z nieréwnosci « (czz)” < 1).

1 1
. . =1ln = ,
2.2 Jezeli er "o < o wéwcezas

In(1+a[(1+2)"—1]) In (14 a(Crx)?) < In(ea (Crx)?)
In (ear) + pln (eCoyx) ,

In(1+af(l+z)"—1]) In(1+ a(crx)?) > In(ea(crz/e)?)

In (

ea) + pln (ecox) .

IV IV IA A

Zdefiniujmy dwie funkcje
(z) = rijezeli 0 <z <1,
I = Inex jezeli 1 <

aey jezeli 0 <y <1,
faly) =1 ae’jezelil <y<Inl,
Inea + y jezeli lni <.

Zauwazmy, ze g oraz f, sa rozniczkowalne na R, .
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7, rozwazenia przypadkow 1 i1 2 wynika, ze dla funkcji ¢ zdefiniowanej
formutly

¢ () = fa (pg (z))
zachodzi (3.1). Zatem, zgodnie z Twierdzeniem 3, ||A|, ~ t, gdzie t jest

rozwigzaniem réwnania
_ a;
Y ' <7> — 1. (3.3)

Dla p > lné mamy

p~laepg (x) jezeli pg (v) <1,
plo(x) = { plaexp(pg(r)) jezeli 1 < pg(r) <Ina™',
pllnea + g (z) jezeli Ina™! < pg(z),

aex jezeli x < %,
ptaexp (pr) jezeli % <x< %lnofl,
pInea + z jezeli Ina~ VP <z < 1,
p'lnea +In(ex) jezeli 1 < x.

Niech xg bedzie liczba, dla ktérej
P~ (z0) = 1.
Korzystajac z nieréwnosci e=! > 71 > o > ¢7P, obliczamy
p 'lnea+Inexy =Ine,
(e) P exg = e,
1< 29 = (ea)fl/p < e Ve <e.
7 ostatniej nieréwnoéci wynika, ze e 'ty < t < to, gdzie to spelnia réwnanie

o) -

0
za$ funkcja m zdefiniowana jest nastepujaco

aex jezeli 0 <z < %,
m(z) ={ plaexp(pr) jezeli % <z < ilnofl,

pllnea + x jezeli Zloln a <

czyli w przedziale [0; 1] zachodzi réwnosé m (z) = p~'¢ (z). Funkcja m jest
wypukta, mamy bowiem

ae jezeli 0 < x < %,
m' (x) = ¢ aexp(pr) jezeli }D <z < %ln a !,

1jezeli jlna™! <.
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Z tego wynika (por. [17], str. 80), ze

to ~ sup{Zaibi : Zm* (b;) < 1},

7

gdzie m* oznacza funkcje sprzezona do funkcji wypuktej m, zdefiniowana wzo-
rem m* (\) = sup,sq {\r —m (r)}. Funkcje m* mozna wyrazi¢ za pomoca
jawnych wzoréw, mianowicie

0dla0<\< e,
m*(A) =¢ 2InZ dlaace <A <1,

e

+oodlal < A.

Cho¢ nie bedziemy dalej korzystali z oszacowan [|Al|) w przypadku, gdy

p<lIn é, to dla pelnosci udowodnimy formute szacujaca momenty A i w tym
przypadku.

W tym przypadku réwniez zachodzi (3.1), dla funkcji ¢ zdefniowanej
poprzednio, inaczej jednak oblicza sie jej wartosci, mianowicie

p~laepg () jezeli pg(z) <1,
plo(x) = § plaexp(pg(x)) jezeli 1 < pg(zr) <Ina™l,
ptlnea + g (z) jezeli Ina~! < pg(x),

aex jezeli x < %,
plaexp (pr) jezeli zln <x <1,
pla(ex)? jezeli 1 <z < e ta /P,
ptInea+1In(ex) jezeli e la'/P < .

Niech zy bedzie liczba, dla ktérej
p o (z0) = 1.
Obliczamy

p 'lnea+ Inexy =Ine,
(e)"? exy = e,

e oV < 3o = (ea) VP < eeta /P,
7 ostatniej nieréwnoéci wynika, ze e~'tq < t < ty, gdzie t, spetia réwnanie
a.
(i)
- 0
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za$ funkcja m zdefiniowana jest nastepujaco

aex jezeli 0 <z < 1
p

p laexp (pr) jezeli % <x <1,
pla(ex)? jezeli 1 < z,

m(z) =

czyli w przedziale [0;e~'a~'/?] zachodzi réwnos¢ m (z) = p~'¢ (z). Funkcja
m jest wypukla, mamy bowiem
ae jezeli 0 <z < %,
m' () = ¢ aexp(pr) jezeli 5 <z <1,
ae (ex)’ " jezeli 1 < z,

z tego wynika, ze

to ~ sup {Zaibi : Zm* (b)) < 1},

gdzie m* (\) = sup,>¢ {Ar —m (z)}. Funkcje m* mozna wyrazi¢ za pomoca

jawnych wzorow, mianowicie

0dla0 <A< ae,

m*(\) = %(lng—l))\dlaae<)\§aep,
’%1 (ozep)_ﬁ A1 dla aeP < A

3.2 Oszacowania momentow wielowymiarowych chao-

sOw generowanych przez nieujemne zmienne dwu-
punktowe

3.2.1 Pewien przykilad

Udowodnione w poprzednim podrozdziale dla p > lni szacowanie

A, ~ sup {>"aibi s > m* (b) <1}
gdzie

0gdy 0 <\ <eaq,
m*(\) = %lnﬁ gdy ae < A <1,
+oo gdy 1 < A,
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jest réwnowazne z dokladnoscia do uniwersalnych statych z nastepujacym

szacowaniem
IA]l, ~ sup {Zai (a+bi): Y My (by) Sp}, (3.4)

gdzie funkcja wypukla M, zdefiniowana jest nastepujaco

M, () = (a+x)ln(1+§) gdy 0 < x <1,
oV +oo gdy 1 < z.

Istnieje duze podobienstwo pomiedzy powyzsza formula na momenty linio-
wych kombinacji o nieujemnych wspétczynnikach a; zmiennych dwupunk-
towych a formula na momenty liniowych kombinacji dodatnich zmiennych
losowych z logarytmicznie wklestymi ogonami:

IS]1, ~ sup {Zaz (1+b;): Y N (b } (3.5)

Definicja NN; - zob. podrozdzial 2.1. Jak widzieliSmy w rozdziale pierwszym,
formuta (3.5) w naturalny sposéb przenosi sie na wyzsze wymiary, niestety
nie jest tak w przypadku formuty (3.4). Udowodnimy, ze nie dla kazdego
chaosu Ay = ) a;;X;Y; generowanego przez X;,Y;,1 < ¢, < n, - nie-
zalezne zmienne dwupunktowe o rozkladzie P (X; =1) = P(Y; =1) =
P(X;=0)=P(Y; =0) =1 — « zachodzi formula

18ell, ~ sup {3 asj (@ + bi) (0 ) : D Mo (b) < p. Y Ma () <}
(3.6)
Przyklad jest nastepujacy. Niech Ay = >"" | X,Y;. Zalézmy, ze p > 21n é,
wowczas, poniewaz zmienna A, jest suma n niezaleznych zmiennych XY;
o rozktadzie dwupunktowym P (X;Y; =1) = 1 — P(X;Y; =0) = o?, wiec
zgodnie z (3.4)

HAngNsup{Z a? + d;) ZMQQ < }

=1

Niech M;J oznacza funkcje odwrotna do funkcji M,2 ograniczonej do prze-
dziatu [0;1] . Zalézmy, ze p < n, wéwczas, z wypuklosci M,2, otrzymujemy

Ayl ~ di) > M, ( — na® + M=) (£> .
| Al sup{; o® + Z 2 } na” +nM_, o
Z drugiej strony rozwazmy wyrazenie

sup{Z(aiji) (a+¢): ZMa (b;) gp,ZMa (¢) gp}.

i=1 =1 i=1
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7 nieréwnosci Schwarza

p

“In(1/a)

Ostatnia relacja wynika z wklestosci funkcji « — M, (1/x) na przedziale [0; 1]
iz tego, ze M, (1) ~ lné. Stad mamy

sup {Z(a—i—bi) (+¢): ZMQ (b;) < p,ZMa (¢;) < p}

i=1 i=1 i=1
~na’ +naM;* <£> +
n

P
In(1/a)

Gdyby zatem zachodzito oszacowanie z géry

n

1A, < Csup {Z (a+b;)(a+c): ZMQ (b:) <p, > Mo () < p} ,

i=1 =1

to istnialaby taka liczba C| ze dla 2 lné < p < n mieliby$my

na? —i—nMa}l (p) <C (na2 +nOzM;1 (%) + P ) )

n In (1/cx)

M (%) <C <a2 +aM;? (%) + m> :

__p
nln(l/a)

minuje sktadnik aM ! (%) < ak, zatem powyzsza nieréwnos¢ implikuje
M*l (8) < 2 p
o* \n/) = Gl nin(1/a))’
<cla2+—L2 )1 S——
s¢ (a * nln(l/a)) " (O+ Cozznln(l/oz)
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Zauwazmy, ze sktadnik po prawej stronie powyzszej nieréwnosci do-
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Niech n = p/(a®In(1/a)). Wéwezas, oznaczajac k = p/n = o*In(1/a)
mielibysmy

o*In(l/a) = ch(a2+m)ln(0+%2+(1/a)>
< Ca’InC,

jednak dla dostatecznie matych o powyzsza nieréwnos¢ nie moze by¢ praw-
dziwa, zatem oszacowanie

1], ~ sup {Z (a+b)(ate): > Ma(b) <p Y M, (e) < p}

nie zachodzi.

3.2.2 Oszacowanie momentéw chaosow wielowymiarowych

Zacznijmy od notacji. Caly czas bedziemy stosowaé te sama konwencje do-
tyczaca liter ¢ (d), C (d) oraz analogiczne oznaczenia jak w rozdziale 2. Dla
p > 0 ponadto zdefiniujmy

Bp:{(:ci):Oga:igl,ingp}.

Jak wykazaliSmy w poprzednim ustepie oszacowanie (3.6) nie zachodzi.
Ponizej udowodnimy jednak pewne dwustronne oszacowania na momenty
chaosu wielowymi Ay = XL x@ ieuj 5 -

ymiarowego Ag = Y a; X, X;,” o nieujemnych wspétezyn
nikach a;. Zachodzi nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 7 Niech a € (0;¢7%], p > (d+ 1)InL i niech x"V1<i<

n,1 <r <d, beda zmiennymsi o rozktadzie P (XZ-(T) = 1) =1-P <Xi(r) O) =
a. Dla chaosu Ag = aiXi(ll) XD nieujemnych wspotczynnikach a;, ge-

iq

X" zachod '
nemwanego p’/’Z@Z i zacnoazqg oszacowania

1\*
A < C(d ad (ln —) sup a; x§’"),
18dll, < @) 37 2 2 a]]an

Ic{1,2,...d} By L€l rel
[Adll, > c(d) g o= #! sup E ainZ(:).
Ic{1,2,...,d} m(r)eBp/lné’Tel rel

(W sumach powyzej sktadnik odpowiadajacy I = 0 jest réwny ot a;.)
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Uwaga. Poniewaz odwzorowanie a > [[Ag4l|, jest funkcja rosnaca pa-
rametru «, wigc powyzsze oszacowania mozna jeszcze wzmochi¢ w sposob
nastepujacy

. N ,
184, < C(d) it >, M (lng) sup Y a [,

= Ic{1,2,...,d} x“')eBp/ln%vref rel
1A, > c(d sup > pH swp Y a e
0<pB<a 1c{12,..,d} x(r)eBp/ ln%,re[ rel

Przejdzmy wpierw do dowodu oszacowania z dolu. W podrozdziale 3.1
dla liniowych kombinacji zmiennych X; o nieujemnych wspdtczynnikach udo-
wodniliSmy nastepujace szacowania:

T
|A[l, > csup E a;(a+z;):0< 2 < E (r; + a)ln +o¢ <p

(3.7)
.1'.
[Al, < CsupyY ailat+m):0<a; <L) (r+a)ln(1+—) <p
(3.8)
Zauwazmy, ze dla x € [0; 1] zachodzi nieréwnos¢
x 1
$§($+a)ln(1+—)§2<ln—)x (3.9)
a a

(mamy bowiem £ {(z+a)ln(1+%)} =1+mn(1+2) € [1,2In2] dla
re[0;1], a<e ). Z(3.9)iz (3. 7) otrzymujemy

ZaiXi
p
zsup{Zai(a—l—xi):ngigl,Z(xmL(x)ln(l—i— ) p}
>Sup{2a@a+xl O<x1§12 ( )xl<p}
% {Zal a+ ;) )EB/lnf}.

Iterujac powyzsza nieréwnosé (podstawiajac w miejsce X; kolejno Xi(d), - XZ-(l))
dostajemy

1
c
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1A, = Hzaix(ll),..x(d)

K3 1d »
1/p p\ 1/
— (El, d—1 ((Ed <Z ale(ll) le)> ) ) )
p\ L/p
> | Ei.a1|c sup ZQX(D . d 1) (Oth(d))
IM)EBp/ln
> ¢ sup H XD .. x4 (oz—l—:z:(d))
z(d)eB wl Z P
d .
> zd s Sa][(aal)
2EB, | 1,r=12,..d —1 !
> Z o #l sup Zainxl(:)_
Ic{1.2,....d} I(T)EBp/lné’TEI rel

co daje dowodzone oszacowanie z dotu.

W celu udowodnienia oszacowania z géry przeprowadzimy rozumowanie
indukcyjne wzgledem rzedu d. Zauwazmy wpierw, ze mozna zalozy¢, ze dla
wspotezynnikow a; i dla 1 < r < d zachodzi implikacja

jezelii < jto > a> Y a (3.10)

id,=1 ii,=j
Zauwazmy teraz, ze

1 d 1 d
||Ad||p§ Z Z aiXi(l)'”Xi(d) + Z aiXi(1)"'X@'(d)

re{l,....d} ||isi>p/ad » irir<p/adr=1,..d »
(3.11)
Dalej zauwazmy, ze z (3.9) oraz (3.8) wynika nastepujace oszacowanie

5

Pierwszy ze skladnikéw po prawej stronie w (3.11) szacujemy wobec (3.12)

<« a; + pmaxa;. 3.12
<o tom 312
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nastepujaco:

S X x®
2 1d

i >p/ad »
p\ 1/p\ P\ /P
(1) (d)
Ez’,ie{r}' E, Z aiXil "'Xid
it >p/ad
p\ 1/p
()
<C| Eiicqy Z CLIHX —|—pzrill?7>;d ZaiHXij
1zr>p/ad J#T iy J#T
< Cu Qi X(]) + C i
<Ca| > a][X; p max > o
i, >p/ad  jET » iy
7, zalozenia indukcyjnego dla d — 1 mamy
> aiHXﬁf < e ]IXY
iir>p/ad  jFT i J#r P
d—1—#I 1\ (r)
<C(d-1 T In — S i "
coun B (o) Tl
1C{1,2,...d}\{r} (= )eBp/lné,rel rel

Z nieréwnosci (3.10) otrzymujemy oszacowanie

p max a1<p< ) Z Zal<a Zal

Zr>p/ad
i ir<p/adif.y

Biorac pod uwage (3.11) i trzy ostatnie szacowania wnioskujemy, ze aby
zakonczy¢ dowdd Twierdzenia 7 wystarczy oszacowaé sktadnik

Z aiXi(ll) T Xz'(d)
d

iri,<p/adr=1,..d »

w (3.11). Wykorzystamy do tego dwa lematy.

Lemat 7 Dane sq liczby dodatnie aq,as, ...,an oraz niezaleine zmienne lo-
sowe X1, Xo, ..., Xy o0 rozkltadzie dwupunktowym P (X; = 1) =1-P (X, =0) =
€ (0;e71). Dia p > max (1, Na) zdefiniujmy

m
k= (1, { 1,2, NV :min & < 2¢2 })
max (1,sup ym € { } mnNa_ e’p
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Wowczas
lar X1 + .. + an Xnll, ~ [E (@ X1+ oo+ axXn)' | X1 + oo+ Xy = E)] V7.

Dowadd. Zdefiniujmy liczby S;,1 <1 < N, nastepujaco

[E (a1 X1 + ..+ anXn )P | X1+ 4+ Xy = D)7 (3.13)

1
S[ 3:7

Zauwazmy, ze

1c{1,2,..,N} el
#I=1
Zachodza nieréwnosci
S1 <285, <...< NSy, (3.14)
S1> Sy > ... > Sy. (3.15)

Pierwsza z powyzszych nieréwnosci wynika z (3.13). Udowodnimy teraz
druga nieréwnos¢. Uzasadnienie jest nastepujace. Niech 1 < [ < N — 1.
Z wypuktosci funkcji x +— a2 mamy

- () 2 ()

Ic{1,2,..,N} el
#I=1+1
p
N\ ! 1 1
(1) ¥ (mxlize
Ic{1,2,..,N} iel Jje\{i}
#I=1+1
p
N\ ! 1 1
< - Z
= (l+1) 2 I+1 (Z o
Ic{1,2,..,.N} icl jeI\{i}
#I=I+1
(N)_lN—l S (1( ))p
t+1 I+1 Jc{1,2,...,N} l jeJ
#J=1
= S

Rozwazmy teraz
A= (Ile + ...+ CLNXN.
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Mamy

N 1/p
1A, = [Z (1S))" - X1+X2+...+XN:l)] .
Zauwazmy, ze gdy N > | > eNa wéwcezas mamy
[
o

Powyzsza nieréwnos$¢ wynika np. ze wzoru Stirlinga:

N _
PXi+Xo+ .. +Xy=1)= (l)al(l—a)N :

N[N No
Y aw e\ v
- (11—_17N>N_l (Nla)l l(NN— )
() geom Cens)

Zauwazmy tez, ze gdy N > 1 > e?Na wéwczas mamy

1 [

Wynika to z nieréwnosci Czebyszewa zastosowanej do zmiennej exp (A Y X;)
dla A =1n ﬁ :

PX\+Xot o+ Xn=0)<P(X1+Xo+ o+ Xy > 1)
< Eexp ()‘ZXZ) /e’\l

— (1+a(>-1)" e
<exp (NIn (14 aet) — Al

=exp | NIn 1—|—ae Nla)—lln—>

(v
() )
o (1 L) <o (L L),

= exp



Niech

m
k= (1, { 1,2, NV :min—& < 2¢2 })
max (1,supym € { } mln = < 2¢°p

Zauwazmy, ze jezeli k < N, to mamy (k + 1)InEL > 2e2p > 22 Na a stad
wynika, ze k + 1 > e*Na i dalej k& > % > 62% > eNa. Zatem z (3.16)
mamy

1
P(Xi+Xo+ ..+ Xy=k)>exp (—C’ min <2e2p, Nln —)) > ¢m2¢°Cp,
o

IA[], > [kS} - PX1 + Xz + ... + Xy = k]"/P > e727CFS.

PrzejdZzmy do dowodu oszacowania [|Al[, z géry. Jezeli k = N, to nie ma
czego dowodzi¢. Zalézmy zatem, ze k < N i zauwazmy, ze dla bk <[ < N
mamy [In = > 2e?p > 2e?Nav a stad | > e2Nav iz (3.17), (3.15) dostajemy

1
(lSl)pP (Xl + XQ + ...+ XN = l) S (l/k?)p (k:Sk.)pexp (—§lln ﬁ)

[ 1 l I 11 k+1
< P S lln— ) < P e
< (kSk)" exp (pln k 2lln Na) < (kSk)" exp (pln ? 2kkln Na )

< (kP exp (pin g —20) < (k80 e (-0 ).

(Wykorzystalismy takze nieréwnosé kIn % > 4p wynikajaca z nieréwnosci

2kIn 2L > (k4 1) In B2 > 2¢2p.) Stad iz (3.14) dostajemy

N 1/p
AL, = DS P (X +Xo+ ..+ Xy =1)

=1

IN

1/p
(kSK)"> P (X1+ X+ ..+ Xy =1)+ Y (kSi) exp (—pi)]

k
1<k I>k

< [(kSp)? + C (kS)P)P ~ kS,

Ostatnia nieréwno$é¢ wynika np. z oszacowania k < e*p. Z dwéch ostatnich
szacowan otrzymujemy teze lematu. m

Lemat 8 Dane sq liczby dodatnie ay,as, ...,an oraz niezalezne zmienne lo-
sowe X1, Xa, ..., Xy 0 rozktadzie dwupunktowym P (X; =1) = 1-P(X; =0) =
a € (0;e71%]. Dia danej liczby K > 1 rozwaimy zmienne Xy, Xo, ..., Xn 0
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rozktadzie P (Xl = 1) =1—-P <)~(1 = O) = off. Wéwczas dla p > Klné

zachodzi nierdownosé
1\ -
Xil| < i K(ln—-|X;
HZ@ , C’HZ& (a+ <na> )

Dowéd. Dowdd wynika bezposrednio z oszacowan (3.8) i (3.7). Z (3.7)
mamy

» P
> aZai + K (lné) sup{Zai (aK +xi) : ZMQK (z;) §p}
> aZai + K (lné) sup {Z@ﬂz‘ : ZMQK (x;) Sp}.
Zauwazmy teraz, ze z (3.9) wynika nieréwnoscé
sup {Z a;x; ZMQK (x;) < p}
> sup{Za,»xi 0<z; <1,2 (lnaiK) sz §p}
> MSup {Zaixi ; ZMO‘ (z;) < p} :

Z dwéch powyzszych oszacowan i z (3.8) otrzymujemy teze lematu. m
Powré¢émy teraz do dowodu Twierdzenia 7 i rozwazmy ostatni skladnik
w (3.11):

p

Y axP e x@

71 1d
P
Zgodnie z Lematem 8 zachodzi nieréwnosé

1 d
> X

p



gdzie niezalezne zmienne XZ-(T) z prawdopodobienstwem a¢*! przyjmuja wartosé

1 iz prawdopodobienstwem 1 — a®! przyjmuja wartoéé 0. Poniewaz p >
a®lp/a? wiec zgodnie z Lematem 7 otrzymujemy, ze

> wll

iriy<p/adr=1,.,d TEl

P 1/p

~a | E oo a[XP) 1Y XV =kdiarer ,

irip<p/adr=1,.,d r€l i<p/ad

gdzie k = max <1,Sup {m €{1,2,..,, |p/a’]} : mn g < 262p}) . Za-
uwazmy, ze k < Cp/Ini, zatem

Z aiHXi(f) <C(d sup{Zalnx X 7")EB/lldlav"EI}.
p

irip<p/adr=1,.,d TE€l i rel

To, razem z poprzednimi nieréwnosciami daje dowodzone oszacowanie z
gory na [|Ag|,,, co koticzy dowéd Twierdzenia 7.

3.2.3 Pewne wzmocnienie oszacowania z dotu

Podany na poczatku niniejszego podrozdziatu przyklad nie dziata, gdy za-
uwazymy, ze dolne oszacowanie w Twierdzeniu 7 mozna wzmocni¢ w sposob
nastepujacy. Dla wiekszej przejrzystosci przedstawimy je dla d =21 d = 3.
Niech Xj;;,1 < 7,5 < n, oznaczaja niezalezne zmienne losowe o rozkladzie
P(X;=1)=1- P(X;; =0) = o*. Wowczas dla a;; > 0 zachodzi oszaco-

wanie
[ a5 = [ et

Lp)

Oto uzasadnienie

Zaw j FE [Z aUX X(Z)} -

[»]

- Y e Y e (xx)

11,51 2,52 %|p|.J|p) k=1
Lp]
11,J1 12,02 T p]J|p) k=1

L)

- E [Z ainZ-j}
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Powyzej wykorzystaliSmy nieréwnosé¢

p) . p]
H( M x! ) > E[] X
k=1 k=1
Uzasadnienie tej nieréwnosci jest nastepujace. Oznaczmy

I={iy:k=1,...,|p|},
J=Lx:k=1,...,|pl},
K ={(ig,gx) : k=1,..., [p|};
m (i) =#{k e {1,2,...,|p]}:ixr =i},
n(j) =#{ke{l,2,...[p]}: je =j}.

Wéwcezas

m(i) n(s)
0@\ _ 1) @
EH(Xk Xjk) _ EH[X } EH[Xj }

k=1 el jeJ
— ol < oK o #E
Lp)
= B[] X
k=1

Stad dostajemy nastepujace wzmocnienie oszacowania z dotu w przypadku
d=2,p>2 lné

o [T,
> sup { D (a+by) (@ + ) > Mo (b) <p > Maley) < p}
+ |3 i y
sup{Z(oz—i—bi) (@t e): S Ma(h) <p > M, () < p}
+osup { D ay (0 +di) D Mea (di) < |p) }
esup { D" (a+bi) (a+¢) Y Mo (b) Sp,ZMa (c;) < v}
—|—csup{2am o® +d;) 1> My (d; }
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Gdyby zachodzilo byto analogiczne oszacowanie z gory, wowczas prawdziwa
bylaby nastepujaca hipoteza

HZ%X@@XJQ)
~ sup {Z (a+b) (a+¢): ZMO‘ (b;) < p, ZMa (cj) < p}
+ sup {Z a; (o +d;) : Z M2 (d;) < p} .

Niestety odpowiedz na to pytanie nie jest znana.
Dla d = 3 analogiczna hipoteza ma postac: jezeli p > 31n é, to

e
~ sup {Z Qijk (a + IEI) a+ x§-2)> a+ IL‘](j)> : Z M, (x@) <pr=123

sup {Z Ajk (a + x( )

sup {Z @i (

sup {Z Ajjk <a + xkl)

csup {Z Qijk <a3 +x;

przy czym wiemy, ze w powyzszej relacji oszacowanie z dotu zachodzi.

+ o+ o+ o+

3.3 Semihiperkontraktywne wlasnosci chaosow gene-
rowanych przez nieujemne zmienne dwupunktowe
i ich zastosowanie w modelu dwumianowym grafu
losowego

Niech Ay bedzie chaosem losowym rzedu d o nieujemnych wspétczynnikach
@i, ...y, generowanym przez niezalezne zmienne dwupunktowe o rozkladzie

P(x7=1)=1-P(x" =0) =ac (0,

Aa= a0, X X9,

i1 iq

Zauwazmy, ze w przypadku d = 1 (tzn. dla kombinacji liniowej zmiennych
(1) : o : .
X, "), na podstawie wynikéw z poprzedniego podrozdziatu, mamy

], ~ sup {3 a (@ +b) = 57 Mo (b) <}
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dlap > 1In é, gdzie

(a+z)ln(1+2) gdy 0<z <1,
+oo gdy 1 < z.

M) = {

Poniewaz M, jest funkcja wypukta, wiec dla A > 1

Ay, ~ sup {Z agl)bi : ZM(bz) < /\p}
< sup {3 aPbi/A DT M (/3 <p~ A4l

Wynika stad, ze zmienna A; ma wlasnosé semihiperkontraktywnosci rzedu
1 poczawszy od momentu lné. Zatem z Wniosku 1 z rozdzialu 1 wynika,
ze zmienna Ay ma rowniez wlasnos¢ semihiperkontraktywnosci poczawszy
od momentu In i 7 Twierdzenia 2 wynika teraz, ze zachodza nastepujace
dwustronne oszacowania na ogony Ay

P (Aq = ellAdll)
P(Ag = c(d, o) [|Adll)

e P,

<
> min (c¢(d,0),e").

Rozwazmy teraz nastepujacy model grafu losowego. Dane sa wierzchotki
ponumerowane liczbami 1,2, ..., niliczba o € (0;1) . Grafem losowym G (n, «)
bedziemy nazywali zmienna losowa przyjmujaca wartosci w zbiorze grafow n
wierzchotkowych o tej wlasnosci, ze prawdopodobienstwo, iz miedzy dwoma
ustalonymi wierzchotkami w,v, u # v, u,v € {1,2,...,n} istnieje nieskiero-
wana krawedz, wynosi «, niezaleznie od istnienia krawedzi pomiedzy innymi
parami wierzchotkéw.

Niech dany bedzie pewien graf GGy o niewielkiej liczbie krawedzi d. Niech
Al bedzie zmienna losowa réwna liczbie podgraféw grafu G (n,a) izomor-
ficznych z grafem Gy. Beda interesowaly nas wilasnosci zmiennej Al

Zauwazmy, ze jezeli P jest rodzina wszystkich kopii grafu Gy w grafie
pelnym o n wierzchotkach G (n), to zmienna A/, mozna przedstawi¢ w postaci

=0 I Xe

HeP ecE(H)

gdzie FE (H) oznacza zbiér krawedzi grafu H za$ zmienne X, e € E (G (n)),
sa niezalezne i maja rozklad dwupunktowy P (X, =1)=1—- P (X, =0) =
a. Z Twierdzenia 1 wynika, ze momenty zmiennej Al sa poréwnywalne z
momentami zmiennej

1 r(fu(e
Ad:#P—(GO)Z SO v,

HEP reP(Go) ecE(H)
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gdzie P (Gy) oznacza zbidr wszystkich permutacji krawedzi grafu Gy, fy
jest izometria przeksztalcajaca graf H w graf Gy za$ zmienne X/ dla e €
E(G(n)), f € E(Gy), sa niezaleznymi kopiami zmiennych X..

Zauwazmy, ze zmienna Ay ma postac

Ag = > . CLERED €L (3.19)

eq’
e1€G(n),....,eq€G(n)

gdZie Qey,....eq = 07 d= #E (GO) 7E(G0) = {fh ES) fd} :

Jak juz zauwazyliSmy, z semihiperkontraktywnosci A; wynikaja dwu-
stronne szacowania na ogony zmiennej A,. Dzieki temu spostrzezeniu tatwo
mozemy zidentyfikowaé¢ wielkosci, ktére pojawiaja sie w pracy [14], szacujace
odchylenia zmiennej A/, ponad jej warto$¢ oczekiwana.

Niech np. A} bedzie liczba tréjkatéw, tzn. graféw pelnych tréjwierzchol-
kowych ($cislejsze definicje - zob. [13]), w grafie G (n,«). W [14] udowod-
niono, ze dla kazdego t > 0, jezeli EA} > 1, to istnieja stale dodatnie ¢ (t) i
C (t), dla ktérych zachodza szacowania

exp (—c (t)n*a*In l) < P (A} > (1+1t) EAY) <exp (—=C (1) n*a?).

o

(3.20)
Z wlasnosci semihiperkontraktywnosci zmiennej Aj wynika, ze dla p;, dla
ktérego c(d, a) [|A5]],, > (1 +t) EA; mamy

P(AL> (1+1)BEA,) > P (Ag > ¢(d, ) ||Ag||pl) > min (¢ (d,a) e ™),
oraz dla py, dla ktérego e [|Azl,, < (1 +1¢) A3,
P (8,2 (1+1) EAY) < P (A4 = e|AY],, ) < exp(—p2).

Zatem dla odpowiednio duzych ¢ znalezienie optymalnych szacowan w (3.20)
sprowadza si¢ do optymalnych szacowail momentéw zmiennej Af.

3.4 Oszacowanie prawdopodobienstw odchylen liczby
gwiazd k-ramiennych i liczby tréjkatéw w grafie
losowym

W tym podrozdziale udowodnimy nieco lepsze niz w [14] (w pewnym zakresie
parametow) szacowania prawdopodobienistw odchylen liczby gwiazd k - ra-
miennych i liczby téjkatow ponad ich warto$¢ oczekiwana. Zastosujemy dwie
techniki. W przypadku gwiazd postuzymy sie dodatnia stowarzyszonoscia
pewnych zmiennych losowych i wzorem Montgomery-Smitha. W przypadku
tréjkatow - wynikami podrozdziatu 3.2.
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3.4.1 Prawdopodobienstwa odchylen liczby gwiazd k - ramiennych

Przyjmijmy oznaczenia jak w poprzednim podrozdziale. Bedziemy korzystac
z nastepujacego pojecia stowarzyszonosci zmiennych losowych.

Definicja 5 Zmienne rzeczywiste Ty, ..., T,, sa stowarzyszone (ang. associa-
ted), jezeli dla dowolnych dwéch niemalejacych po wspdlrzednych funkcji f1,
fo: R" — R i wektora T = (T4, ...,T,) zachodzi

Cov (f1(T), f2(T)) >0,
o ile kowariancja zmiennych fi (T) i fo (T) istnieje.

Bezposrednio z definicji stowarzyszonosci wynika, ze jezeli zmienne lo-
sowe 11, ..., T, sa stowarzyszone i funkcje f1,..., f,, : " — R sa niemalejace
po wspétrzednych, to zmienne Sy = f1 (T), ..., Sp = fm (T) sa takze stowa-
rzyszone. Dowodzi sie réwniez (por. [8]), ze zmienne niezalezne sa stowarzy-
szone.

Niech p bedzieﬂogiatnia liczba catkowita. Jezeli zmienne 717,75 > 0 sa sto-
warzyszone oraz 11, T, sa niezaleznymi kopiami 7} i T5 odpowiednio, wowczas
dla dowolnego ¢ =0,1,2,...,p

ET!TY " > ET!ETY = ET!ETY ¢ = ETY TP,
Stad i ze wzoru dwumianowego otrzymujemy

E(T\+ T >E (Ta + T})p.

[terujac powyzsza nierdwnos¢ dostajemy, ze dla nieujemnych zmiennych sto-
warzyszonych T1, .., T, i ich niezaleznych kopii 71, ..., T;, zachodzi

E(T1+---+Tn)p2E<T1+---+Tn>p.

Niech teraz I' bedzie liczba kopii gwiazdy k ramiennej w grafie G (n, a) .
Liczba gwiazd k - ramiennych o §rodku w danym wierzchotku v € {1,2, ...,n}

W ynOSi
: : ‘( u,v
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Zmienna I' jest zatem réwna

r=3y (Zv )kf{u,v}) S (; Xiuwy — k + 1)

u

k

+

— ST, (3.21)

gdzie zmienne 4 = (ZU Xiuoy —k+ 1)’1 ,u € {1,2,...,n}, nie sa niestety
niezalezne. Zauwazmy jednak, ze jako niemalejace po wspdtrzednych funkcje
od zmiennych niezaleznych Xy, .y, u,v = 1,...,n,u # v, sa dodatnio stowa-
rzyszone, a stad mamy, ze dla catkowitego p > 1 zachodzi nieréwnos¢
2 =
u=1 u=1

> (3.22)

?

p p

gdzie v, u € {1,2,...,n}, sa niezaleznymi kopiami zmiennej AW,
Zajmijmy sie momentami zmiennej » . Ze wzoru Montgomery-Smitha
(por. podrozdzial 1.3) wynika, ze

n 1/s
Z%fwaG§|mpmdﬁﬁgs§.
o ) S A\p n

Postarajmy sie oszacowaé || ||, . Mamy

> P <Z Xy = k) = (Z) of (1—a)"™*,

Zalézmy, ze o < L. n > k? wéwcezas, ze wzoru Stirlinga, dostajemy
n

()t amar e () (1500 i ool

Zatem

ks

Eyi=E (Z Xpuwy — k + 1)

_l’_

Inll, = e (k) (na)**,

oraz

D
u=1

1/s
p(n ks p
> —| - : o <s < .
> ¢ (k) sup { . (p) (na) max (1, n) <s< p}
p
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Policzmy

o) )5 () eom o))

Zalézmy, ze
e < en*tlaf < p<n, (3.23)

1/s
WOWCZas supremuln wyrazenla s <p> (TLOZ) JeSt przyjmowane w punkCIG

so = In —h— (zauwazmy, ze p/n < 1 < s9 < p) i wynosi

1/s0
n s
P (_) (na)*/* = p - q nF ok
So \ P €lrlz21Taz elrlq

gdzie liczba q jest zdefiniowana za pomoca réwnosci
p=qn"a”. (3.24)

Zatem w rozpatrywanym zakresie parametréw p,n i a mamy
n

D

u=1

Niech C (k) bedza réwne statej C4 (9, C), wystepujacej w dowodzie Twier-
dzenia 2 z rozdziatu 1. Poniewaz ET < C (k) n**1a*, wiec dla g speniajacego
warunek

elng

> c (k) L pkHgh, (3.25)
P

elflq > 271 (k) O (k) K (3.26)

z (3.21), (3.22) i (3.25) mamy oszacowanie
1
3 ||F|]p > KET.
Jezeli przy tym zachodzi p > In é, to z semihiperkontrakcji otrzymujemy
1
P2 KED) 2 P (12 3T, ) 2 exp (-Ci ().

W pracy [14] uzyskano nastepujace oszacowanie

«

1
P (T > KET) > exp (—Cn1+1/kaln —> (3.27)
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Jezeli zachodzi
1 1
In = <p=gnta* < CCTt (k) 'V *aIn =, (3.28)
a a

to otrzymane przez nas oszacowanie bedzie lepsze niz to udowodnione w
[14]. Zastanéwmy sie kiedy jest to mozliwe. Warunki (3.23), (3.24) i (3.26)
naktadaja nastepujace ograniczenia

q=C(kK),
gnfa® <1,
za$ warunek (3.28) daje

1
an-‘rlak > 11157

k—1 1
k+1 k5
< k)ln —.
q(n a) c()na

Zauwazmy, ze dla ustalonych k, K oraz ¢ spehliajacego ¢ > C (k, K), pozo-
state warunki maja postac

Zauwazmy, ze dla dostatecznie malych «, niezaleznie od wartosci ¢ i ¢ (k)
mozna znalezé n speliajace powyzsze warunki. Dla tych wartosci para-
metréw «, n, k, K szacowanie (3.27) jest gorsze niz to otrzymane przez nas.

3.4.2 Prawdopodobienstwa odchylen liczby trdjkatéw

Losowa forma trzyliniowa, reprezentujaca liczbe tréjkatéw w grafie losowym
G (n, ) ma postac

A= > Xy XpwXw-
UFAVFEW

1<u,v,w<n

Janson, Oleszkiewicz i Rucinski otrzymali nastepujace oszacowanie na mo-
menty zmiennej A

3/2
A", < nfo? (1 + onp +cL ) , (3.29)

202 n3ad
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gdzie C' oznacza (jak zwykle) pewna uniwersalna stata dodatnia. My posta-
ramy si¢ uzyskac oszacowanie [|A'[|, z dotu. Korzystajac z Twierdzenia 1 z
rozdziatu 11z (3.18), dla p > 3ln$ otrzymujemy

1A, ~ Al 2 c(A+ B+ D),

gdzie
x@ x6
A= Z X Xy X
(Xﬁ)v}, Xﬁ?v} i XS),U} sa niezaleznymi kopiami Xy, .}) oraz

A:sup{Z(a+xu{%)(a+xfw) a+x ZM xuz <pd1az—123},

uU,V,W U,V,W

B = sup { Z (Oé + (Eu,v) (Oé2 + yv,w,u) : Z Ma (xu,v) S b, Z Ma2 (yv,w,u) S p} )

U,V W U,,W W,V W
D = sup { Z (Oé3 -+ xu,v,w) . Z Ma3 (xu,v,w) S p} .
w,v,W U,V W

Dalej obliczamy
A< AL+ 34+ 3A3 + Ay,

gdzie

_ .3
Ay =n’a’,

o? M ( ) Jezeh L < ln
_ 2 . < ~ ’
AQ na sup {Z Ly - Z Ma (xuv'u) — p} { ’n,30[2, Jezeh w2 > hl

u,v

A3 = asup { Z Ty oYow - Z Ma (xu,v) < D, Z Ma (yv,w) < p} 5
Ay =sup { > Tusthowzon Y Mo () <Y Mo (o) <Y Mo (2wa) < p} :

U,V,W

Oszacowanie sktadnika Ay wynika z wypuktosci funkcji M,,. Zajmijmy sie
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oszacowaniami Az i Ay. Mamy

As = asup { > Tutow D Mo (Tun) <Y Mo (o) < p}

U,V,W

= nasup {Zy D wuw Y M (2un) <Y Mo (y) < p/n}
= no sup {vayv : Z M, (xv) < p/n, Z M, (yv> < p/n}
= nfasup {Z z2 ZMa (x,) < p/n}

n*a (M,* (%))2, jezeli 2 <1In %,

«
~ na—L-, jezeli In+ < 2 <nln i,
In = e’ n «@

nfa, jezeli 2> nlni.

gdzie y, = %Zw Yuw- Ostatnia relacja wynika z wklestosci funkeji  —
M, (v/z) na przedziale [0; 1] . Powyzej wykorzystaliSmy tez nastepujaca, wy-
nikajaca z wypukiosci M,,, nieréwnosc

sup { Z xu,vyv,w : Ma (yv,w) S p}

= sup {Z Tl (% > yv,w> > n <% > M, (yv,w)> < p}
= nsup {qu,vyv > Mo (y) < p/n} 7

Wreszcie, szacowanie na A, wynika z nastepujacej (wynikajacej z nieréwnosci
Schwarza) nieréwnosci

1/2 1/2 1/2
> Tuslowiwn < (Z xi,v> (Z yﬁ,w) (Z Zi,u> :

U,V,W U,
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Ay = sup { Z xullewa:uf’)u ; Z M, (xu’)v) <pdlai=1,2, 3}

3/2
= sup <Z xfw> : Z My (7y,) <p

3 jezeli 13 ln =
Sktadnik D mozna oszacowaé w nastepujacy sposob

3M ( ), Jezeh <1n—
n®, jezeli L > lna

D ~nia® + {
Zajmijmy sie teraz skladnikiem B.
B < By + By + B3 + By,

gdzie

B2 = «sup { Z Yuow - Z Ma2 (yu,'u,w) S p}

U,V,W U,V,W

om3, jezeli L5 > ln L

By = OCZSHP{Z$UU3ZMa Tuw) Sp}
N { Mt (& ),Jezeh—<ln

a2n2, jezeli L7 > ln

N { an®M ' (5), jeZeli 2 <1n§,

Pozostat ostatni skladnik, Bs. Na mocy wypuklosci M,> mamy

B4 = Ssup {Z TuvYv,wu - Z Ma (xu,’v) < b, Z Ma2 (yv,w,u) < p}
= nsup {Z Ty,w (% Z yv,w,u> : Z M, (xu,v) <0p, Z M, (y'u,w,u) < p}

= nsup {Z TypYuw Z Ma (xu,v) S 2 Z Ma2 (yu,v) S p/n} ) (330)

u,v

gdzie Yup = £ 3, Yoww- Zajmijmy sic wiec oszacowaniem (3.30).
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Zbior

E = {(xu,m yu,v) : Z M, (zu,v) <p, Z M, (yu,v) < p/n}

u,v u,v

jest wypuktly i zwarty, szukane supremum jest osiagane w pewnym puncie
(2°,4°) zbioru E.

Zamiast pisa¢ podwéjne ideksy (v, w) ponumerujmy wspétrzedne punktu
(w0, 90) pomoca liczb 1,2, ..., n?. Zatézmy, ze

0 0 0
Ty 2 Xy 2 oo 2 X2,
wowcezas

0 0 0
U1 Z Yo Z Z Yp2-

Jezeli r < s jest para indekséw, dla ktérych

1 > 22>22>0,

to ze wzgledu na réwnosé

0
B0+ = (a2 )+ (42 o) o8

S

musi zachodzi¢ nieréwnosé

0
M, (2 + dz) + M, (x? — y—gdx)
Ys

0
= M, (2°) + M., (20) dz + M, (2°) — %M; () dz
> M, (x?) + M, (x(s)) .

Powyzsza nieréwnos¢ daje

0 0
y? (1+ln <1+&)> =" (1—|—ln (1—|—&))
o o

Podobnie otrzymujemy nastepujaca réwnosé

Yy Ye
o (1—1—111(1—1——;)) =0 (1—1—111(1—1——52)).
o o
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Wprowadzmy oznaczenia

0 0 0 0

€S:E’eszy_87 :ﬁ79T:y_r.

Q a? Q@ a?

Przy tych oznaczeniach dostajemy réwnosci

6, - o
1+ln(1+¢&) 14+n(l+¢&) 7
3 _ &
1+1In(1+6,) 1+In(1+0,) '

Stad dalej dostajemy

fs _ 57" —
I+In(14+A+AIn(14+&) 1+In(1+A+AIn(1+E)) -

(3.31)

Rozpatrzmy funkcje

_ £
T 1+l + A+ An(1+8)

1 (§)

Mamy

dp 1
d 1T+In(1+A+An(1+¢))

+ A 5 >0
I+ A+A+ AN +)) 1 +In(1+ XA+ An(1+¢)))

oile £ > 0. Z tego wynika, ze funkcja u jest réznowartosciowa w (0; 400) i
réwnosé (3.31) nie moze zachodzié, bowiem &, = y°/a > y¥/a = &,. Z tych
spostrzezen wynika, ze jezeli dla 1 < r < s < n?

1>a) > 2% >0,

to
yp =11lub y! =y,

x(T) +x(s)
2

Ale w ostatnim przypadku mozna réwniez za 22, 2% podstawié

77 S
suma z0y° 4+ 2%y? sie nie zmieni, za$ suma

, wtedy

M, (ZL‘B) + M, (xg)
(na mocy wypuklosci M,,) nie wzrosnie. Podobnie rozumujemy, gdy

1>92>92>0.
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7Z powyzszych rozwazan wynika, ze wspéhrzedne punktu (2°,4°) maja postaé

_.0_ _ .0 ~_.0 _ _ .0 0 _ .0 _
T=2] = .. =X, >T =T = . =Ty > Tppyyq = o = T2 =0,

Y=y = = ST =Yg = - = Yot > Yngrgr = - = Ypo = 0,

przy czym xz = 1 lub y = 1. Wéwczas mamy

kMo (z) + 1Mo (T) < p,
k Mz (y) + M2 (g) <

By = n (kvy + 17§) > n max M (]3) M (nﬁ) .

1<I<n?

Dalej mamy

By < 2nmax (kzy, [7) < 2n max [M* (B) M} <£) .

1<I<n?

Zatem

By ~n max [M;* (1—9> M} (2) .

1<i<n? [ o* \nl
Aby otrzymac jawna posta¢ By zauwazmy, ze dla g € (0; %) ,x € [0; 1] mamy

y z jezeli 0 < x < ef,
5 () ~ xln% jezeli ef < o < 1,

a stad, dla y € [O, In %}

y jezeli 0 <y < ef,
(v) ~ { 1 (3.32)

mr jezelief <y <Ing.
5

Rozwazmy nastepujace dwa przypadki.
I.n%2> mLi > 2. Mamy

@

o1 p
1 (P o 7, jezeli ¥ < eaq,
Ma <7> ~ fill)= { ﬁ, jezeli & > eq;
P oienali P 2 92
1 (D o 5, jezeli 5 < e“a”,
Mes (H) ~ R = { @, jezeli & > e*a”.
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Rozwazmy funkcje [ — nlf; (1) fo (1) przy naturalnym zatozeniu (cf. [14])
na > 1. Mamy

d
d {nlfi () f2 (1)}

12, jezeli 0 < £ < ea
p? In E_l
= z

o )2, jezeli ea < ¥ §
la
p? (InZ-1)(

a’n
’ < 0,
2. 1)-1
S L ) , jezeli e*a’n < B <ln—
nm n nla?
wiec maksimum

n max, L (D) f2 (D)

jest osiagane dla [ ~ -, wowczas M,

1(’;) ~ 1 oraz

AL <£> N , %, jezeli % < ea?
@ \nl il

NRT 1 2
= jezeli In > > 5 > ea
1 mamy
lné
By ~ p, jezelin > —=,
In
By ~ 11,Jezehn<—2
In —= ca
na?
II. p>n?lnt
mamy

W tym przypadku maksimum jest osiagane dla [ ~ n* i

By ~ p, jezeli p < ea’n?
1
By ~ P . jezeli n®In — > p > ea’n?,
In
By

1
~ n3 jezelip>nln—
Korzystajac ze wzoru (3.32), otrzymujemy réwniez A;

B; = n?a?
Ay ~

npa , jezeli By < ea,
npo?/In L5 Jezeh e < B <Ini
3 2, Jezeh L > ln—
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p?a, jezeli B P <ea,
A p’a/ (In 2 ) , jezeli ea < 2 <In+,
3 nozlLl, jezeli ln— p < nlné

3

n’a, jezeli £ >nln—

3/2
A, N{ (ﬁ) , jezeli & <In-=

3, jezeli & >1Ind;

a’

p, jezeli & < ea?,
D~n*a®+< p/In 33,t]ezel 1ex <%§lné,
3, jezeli & >1Indi;
ap, jezeli & < ea?,
By ~ ap/In =, jezeli ea 2<n%1§hl§’
om3, jezeli L3 > In =;
o p, jezeli B3 < ea,
Bs; ~ a’p/In L5 jezeli ea < %1§ lné,
a2n2, jezeli £z >1In =

Podsumowujac, mozemy zauwazy¢, ze najwiekszy wktad w sume A+B+D
maja sktadniki Ay, 1 D.

3/2
( - > +p, jezeli £ <In
32

+ mjezeh 5 < lné, 2> a3
3 «@

1
, jezeli L7 >1In <.

::$

Q |
v;;\»—

p

|A]l, > ¢(As+ D) ~n3a® + (
In

Zalozmy, ze

p

1 1
= <In—,p=qn*a®>3In—,q¢>1, (3.33)
n « a

wowczas otrzymujemy

Al > endad—1
a1, > e’

z semihiperkontrakcji otrzymu-

Poniewaz EA ~ n’a?, wiec dla K < £ 5
jemy

P(A>KEA) >P(A>2L ||A||p) > exp (=Chp).
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W pracy [14] podane jest nastepujace, pochodzace od Vu (zob. [16]), szaco-
wanie

1
P(A > KEA) > exp (—Cn2a2 In —) . (3.34)
a
Jezeli zachodzi )
p=qn*a® < C7'Cn%a?1n . (3.35)

to otrzymane przez nas oszacowanie bedzie lepsze niz to podane w [14]. Za-
standwmy sie czy jest to mozliwe. Warunki (3.33) oraz (3.35) sa réwnowazne
warunkom:

q>C(K),

1(1)3 1
n<—-|—] In—,

q \« «

3\ 1/3 4 1\ /3
2 (0) a(=3)
q « «
cl 1
n<-—In—.
g  «
I podobnie jak w przypadku gwiazd stwierdzamy, ze dla dostatecznie matych
a, niezaleznie od wartosci ¢ i ¢ mozna znalez¢ n spelniajace powyzsze wa-
runki. Dla tych wartosci parametréw a,n, K szacowanie (3.34) jest gorsze
niz otrzymane przez nas.

Dodajmy, ze z oszacowan gérnych na [|Al| ), ktére mozna otrzymac z
Twierdzenia 7, wynikaja takze oszacowania z géry na P (A > KEA). Sa
one jednak gorsze niz te otrzymane przez autoréw [14], mianowicie w [14]
otrzymane szacowania maja posta¢: dlat > 0

2.2

P(A > (1+1t)EA) < e e

za$ oszacowania, ktére mozna otrzymac¢ z Twierdzenia 7 maja postaé¢: dla
dostatecznie duzego K

P(A > KEA) < e=en*e?/Ing,
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4 Oszacowania momentow i ogonéw wielowy-
miarowego chaosu generowanego przez sy-
metryczne zmienne losowe z logarytmicz-
nie wklestymi ogonami

W tym rozdziale Za%mujemy sie oszacowaniami momentéw i ogonéw S =

Yoy dXi(ll) x -Xi(j w przypadku, gdy Xi(r) sa symetrycznymi zmiennymi

losowymi z logarytmicznie wklestymi ogonami. (Jest to réwniez przypadek

chaoséw gaussowskich i chaoséw rademacherowych.) Dokladne oszacowania

(z dokladnoscia do uniwersalnych statych) na ogony i momenty S nie sa znane
gdy d > 3. Dlad = 1,2 (por. [19], [21]) mamy nastepujace szacowania.

el
D3R
[SeuxOx,

~  sup Z aia:gl), (4.1)
x(l)EB;Jl)

-~ su 1)
p Z; a’Lj
z(1) EB< )
2
sup E SC E aij
:1:(2>EB(2) 7

+ sup Z aijxgl)xf). (4.2)
z() EBZ()I) ,x(Q) EB’Z()Q)

Definicje Bz(, ), B - zob. podrozdziat 4.1.

Ostatnio Latala udowodnit takie oszacowania dla chaoséw gaussowskich
rzedu 3 - zob. podrozdzial 4.2.

Wezesniej Borell [3] oraz niezaleznie Arcones i Giné [2] otrzymali dokladne
oszacowania dla chaosow gaussowskich, w ktérych wystepowaly jednak wartosci
oczekiwane supreméw pewnych proceséw empirycznych. W tym rozdziale
uogolnione sa ich wyniki na chaosy generowane przez symetryczne zmienne
losowe z logarytmicznie wklestymi ogonami. Uzywamy w tym celu podob-
nych metod jak autorzy [2], tzn. zjawiska koncentracji miary udowodnionego
przez Talagranda w [26]. Adaptujemy tez kilka metod z [21].

W ostatnim podrozdziale podajemy oszacowania innego typu. Wystepuja
w nich momenty chaosow generowanych tylko przez zmienne rademache-
rowskie i daja oszacowania p - tego momentu z doktadnoscia do czynnika
(max (1,1n p))d2. Wydaje sie jednak, ze szacowanie chaoséw rademachero-
wych jest zdecydowanie bardziej zawita rzecza niz szacowanie chaosow gaus-
sowskich. W dowodach uzywamy technik z [23].
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4.1 Uogodlnienie wynikow Borella oraz Arconesa i Giné
4.1.1 Notacja i sformulowanie wynikow

Stosujemy podobne konwencje i oznaczenia co poprzednio. Ponadto, dla

h = (hy,...,h,) € R™ niech |h| oznacza \/h} + ... + h2.

W [2] (strona 120) udowodniono nastepujace oszacowanie na ogony chaosu

gaussowskiego S = > aiggll) ce ggj), generowanego przez zmienne gl.(r), 1< <

n,1 < r < d o standardowym rozkladzie normalnym N (0,1). Jezeli liczby
o (S)i M,,1 <r <d, spelniaja warunki

o(S) = sup Z aht? - h\D,

1 14
|h®)|<1,1<k<d

IN

r d
P sup Zai Hgfj) H h§',j) > M,

1
a7
|h(k)|§1,r+1§k§d j=1 k=r+1 2d

wowcezas dla wszystkich ¢ > 0

d
d 1 2
> d d—r < -t /2'
P <|S\ o ()t + ;1 (r)t MT> ¢

Udowodnimy analogiczny rezultat w ogdlniejszym przypadku. Odtad
XZ-(T), 1 <1< n,1 <r <d, beda oznaczaly niezalezne, symetryczne zmienne
losowe o tej wlasnosci, ze

P

zt) —e M0 dlal<i<nl<r<dt>0,

gdzie Ni(T) : [0;400) — [0;+00) jest wypukla, Scisle rosnaca funkcja, znor-
malizowana w taki sposéb, ze

Dlal1<i:<nil<r <d zdefiniujmy

- (") t? jezeli |t] <1,
PO = 9 N (G el
N7 (|t]) jezeli |t| > 1.

Dalej, zdefiniujmy zbior BI(,T) nastepujaco

By ={b0 e m: 3N (47) <p}.
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Dlap>1iD C{1,2,...,d} okreslmy

j k
Mp,=E  sup Z a; H Xi(j) H bl(k-)' (4.3)
b*eBY keD jeD! keD
Uwaga. Dla D = () stosujemy nastepujaca konwencje

sup Zai H Xi(jj) H bg = ‘Za X(1 XZ.(j)

b eBY keD jED! keD

Teraz jestesmy gotowi do sformulowania gléwnego rezultatu niniejszego pod-
rozdziatu.

Twierdzenie 8 Rozwazmy chaos S rzedu d, generowany przez zmienne Xi(r),

S = ZaiXi(l X’L(j)

Dla p > 1 zachodzq nastepujace oszacowania

PIS|=C(d) >  Mp,|<e? (4.4)
Dc{1,2,....d}
P(|S|>c(d) > Mp,| >min(c(d),e™), (4.5)
Dc{1,2,...,d}
co wiecej
S|, ~a > Mpy. (4.6)
Dc{1,2,...,d}

Whniosek 2 (Semihiperkontraktywno$é S) Diap > 1 oraz A > 1 za-
chodzi
1515, < ACy () |IS]l,, - (4.7)

Dowéd. Dla A > 1,1 < k < d z wypuklosci Ni(k) mamy B/(\l;) C )‘Bz()k)- /
tego wynika, ze
Mp oy < MNP Mp,,.

Z nieréwnosci powyzej oraz z (4.6) dla C(d) = C(d)/c(d) wynika, ze

IS, < C(d) > Mpy<Cd) Y. MM,

Dc{1,2,...,d} Dc{1,2,....d}
1
< CA ), Mp, <C(d)A"—|IS],
Dc{1,2,....d} c( )
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]
Mamy réowniez nastepujacy, znany rezultat, ktérego bedziemy uzywaé w
dalszej czesci.

Whniosek 3 Dla p > 1 zachodzi
IS, < Ca (d) p*\/D a. (4.8)

Dowdd. Zauwazmy, ze ||S||, ~a /Y af tak wiec dla p € [1;2) nierdwnosé
(4.8) wynika z monotonicznosci momentéw, zas dla p > 2 z Wniosku 2 mamy

1511, < (/2)" CL (@) [[S]ly < Ca(d) p*\/ Y a.

]
Uwaga. 7 Twierdzenia 1 wynika, ze T'wierdzenie 8 jest réwniez prawdziwe
(by¢ moze z gorszymi stalymi) dla nieuzaleznionego chaosu rzedu d,

S = Z ai X - Xy,

1<i1<...<ig<n

gdzie symetryczne zmienne losowe X; sa niezalezne i maja logarytmicznie
wkleste ogony.

Uwaga. Odnotujmy, ze prawdziwy jest rowniez analog Twierdzenia 8 dla
bardziej ogélnych zmiennych niz S, mianowicie dla zmiennych postaci

Sr = supZaiXi(ll) XD

id
acT

(T jest niepusta rodzina wielowymiarowych macierzy o wspélczynnikach rze-
czywistych), przy czym liczby Mp , nalezy zastapi¢ przez liczby My p p, zde-
finiowane nastepujaco

Mrpp,=FEsup  sup Z a; H Xi(jj) H bgf).

a€T yk) e g keD jeD’ keD

Metoda dowodu jest podobna do dowodu Twierdzenia 8. W [1], postugujac
sie rezultatami z [19], udowodniono analogiczne szacowania dla zmiennych o
wartosciach w przestrzeniach Banacha.

Innego rodzaju metody badania St dla chaoséw rademacherowych, oparte
na entropii i tensoryzacji, zostaly rozwiniete w [4].
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4.1.2 Dowdd Twierdzenia 8

Bedziemy uzywacé koncentracyjnych wlasciwosci miary p o gestosci %e*m
wzgledem miary Lebesgue’a, udowodnionych przez Talagranda.

Dla dowolnej dodatniej liczby catkowitej N i miary produktowej p®V
RY zachodzi nastepujaca nieréwnoséé koncentracyjna

PN (A4 V) 21— {p®V (A)) e, (4.9)

gdzie V; = {z € RN : 3 min (Jz;|,2?) < 36s} . Nieréwnos¢ (4.9) udowod-
niono w [26], alternatywny, prostszy dowdd zostal podany w [25].
W celu udowodnienia oszacowaﬁ na ogony i momenty S z géry zauwazmy

wpierw, ze Xi(r) = X/ ™) 4 X ) dla niezaleznych, symetrycznych wektoréw

~
~

losowych (XZ(T),Xi( ) , dla ktérych

P

X(r)‘ < 1 prawie wszedzie. Z zasady kontrakcji (por. [18] str. 19) i z

tjezeli 0 <t <1,

X0 )
i Nt jezeli ¢t > 1

2t> e~ N , gdzie N () = {

oraz

szacowania E ‘Xf” > fol e~'dt > %, mamy

Isl, = ||Z%H +X0)

p
DD S | R ) B4
Dc{1,2,...,d} jeED’! keD P
S > £ B
Dc{1,2,....d} jeD’ keD »
_ ad ¢ (1) o (4)
=3 HZ@% e X, )
Zatem, w celu udowodnienia oszacowania w (4.6) z géry, tzn.
IS, <C (@) Y Mp,,
DC{1,2,....d}
wystarczy udowodnic, ze
S| <c@ > Mp, (4.10)
P DC{12,....d}
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& (1) > (d) L . .
gdzie S =) a; X;’ - -+ X;,”. Ponizej dowodzimy, Ze

Mp, < 3#P"Mp,, (4.11)
gdzie

Mp,=FE  sup Zai H Xi(j) H bz(»f).

b®) e B keD jeD! keD

Nastepnie udowodnimy, ze

S

<C(d) Y = Mp, (4.12)

P Dc{1,2,...,d}

To razem z (4.11) da nier6wnos¢ (4.10).

Majac szacowanie ||S||, z géry natychmiast otrzymujemy, poprzez stan-
dardowe zastosowanie nieréwnosci Czebyszewa, oszacowanie z géry (4.4) na
ogony S.

W celu udowodnienia (4.11) zastosujemy nastepujacy

Lemat 9 Diap > 0,D = {ky,....k} C {1,2,....,d},j € D" oraz dla liczb
rzeczywistych ai,, gdzie I = {j} U D, zachodzi

FE sup Z CLiIXi(jj) H bz('f) <3E Sup Z aiIXz'(jj) H bz('il:)'

b®eB™ keD keD b eB® keD keD

Dowdéd. Mamy

E  sup Z aiI)A(Z-(j) H bgf)

bk eB® keD keD
¢ (7) (k)
< K sup E ai; X, I{\X.(T>|<1} H b;,
b* eBY keD "7 Jkep

+E s Y X oy [0
keD

b eBl®) keD

7 zasady kontrakcji i z szacowania F ‘Xi(r)) > % otrzymujemy

E  sup Zairxi(jj)[{pzf”\g} H bl(-f)

b eB keD keD
j k
< 2FE  sup E aiIXi(_j) | | bg ),
. i k
b*) B keD keD
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Nastepnie mamy

£ sup Zaiin(j)I{wi”’m}Hbgf)

b<k)61§§k),keD keD
_ () (k)
= F sup E ai, X [{\X.<T)\>1} H b;,
b eB® keD ' keD
j k
< E  sup E aiIXi(jj) H bz(»k).
b(® eBY keD keD

Z powyzszych nieréwnosci otrzymujemy teze. m
Stosujac Lemat 9 do kolejnych j nalezacych do D" dostajemy (4.11)

MD,p = F sup Zai H Xi(jj) H bz(;]:)

b*) B keD jen’ keD
< 3*P'E  sup E a; H XZ-(jj) H bgj)
b®eB® keD jeD! keD
/
= 3*'Mp,.

Niech teraz M" bedzie funkcja odwrotna do N na [0; +00) oraz dla = €
(—00;0) zdefiniujmy M" (z) = =M (=), wéwczas dla dowolnego zbioru
borelowskiego B C R" zachodzi

P($eB)
_ e ({(1:(1)7 2@ € B3 gD (5%(11)> N (mf?) € B}) .

Dla D C {1,2,...,d},p > 1, zdefiniujmy

AD,p—{meRdn; wp e MY (xgp)nbgg@zdﬂm,p}

b eB® keD jen’ keD

oraz

A= (] Ap,

Dc{1,2,....d}

Z nieréwnosci Czebyszewa otrzymujemy

M@dn (AD,p) — P ( sup Z a; H XZ(]]) H bz(,’:) < 2d+1MD,p>

b eBY keD jeD’ keD

1
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Stad

. 1 1
e (Ay) 21— Z A >1-20m =5 (4.13)

Dc{1,2,..,
Niech teraz R™ 5 z = (2, ..,x(d)) (O, oy D) + (20, L D) =
y+z gdziey € A4, z € V, = {z€ R™": me(]zﬂ 22) < 368} Mamy
nastepujace oszacowanie

(1) () (,.(d)
Zai]\/[i1 (wil ) S Mid (:cz»d )‘
d
o) () @) (,.0) @) ()
(s (7)1 () - 1 (o) )|
=1

<X e ) IT{n (o) - (o
~ i yzj ik ik ik ka :
Dc{1,2,...,d} jeD’ keD

(4.14)
7 wklestosci M) na [0; +00)
N (xp) VG (y(m)‘ < 2N ()mzm 0

7 K3 7 3

Poniewaz z € V, wiec
~ . 2
S (7 (7)) = S ((47)' 7)< s

Zatem (Mi(k) <sz)>> € B dla 1 < k < r i zachodzi nastepujace oszacowa-

nie

)

%4quw@nuwwmwww%\

keD

< wa H WY <yh ) H {2Mz(k) < f,f)}

z€Vs

< 2#P sup Zal H M G) (yl > H bzk : (4.15)

b eB{) keD jen’ keD

Dla A > 1 mamy B/(\];) C /\B]gk). Stad dla s > p/36 otrzymujemy

365\ " 0)
Sp < (—) sup > o [T M (?JZJ > 11 by

p yEAp,b“)GBI(,k),kGD jeD! keD

365\ 7" .
(?> Mp,. (4.16)
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Ostatnia nieréwnosé wynika z definicji A,. Z (4.14), (4.15) oraz (4.16) dla
r € A, + V;, s > p/36 otrzymujemy szacowanie

. . 36s\ 70 .
Swt) (o)) (w0) <3 22 () oy a1
Dc{1,2,...,d} p
Z nieréwnosci koncentracyjnej (4.9) oraz (4.13)
pemm (A, + Vi) > 1 — 275 (4.18)

Z (4.17) oraz (4.18), biorac s = mp, m = 1,2, ..., otrzymujemy oszacowa-
nie na HSH z gory (4.12):
p

p
~||P ~
S| < >, (N, | po (A, + V)
P DC{12,....d}
o p
+ Z Z (72m)*P Mp,, | x
m=2 \ Dc{1,2,...,d}
X N®dn ((Ap + Vmp) \ (Ap + V(m—l)p))
p
< 2) (72m) > Mp, | etmr
m=1 Dc{1.2,....d}
p

< (C() Z Mp,

Dc{1,2,...,d}

Teraz udowodnimy oszacowania na ogony i momenty S z dohu:

ISI, 2 e >, Moy,

De{1,2,....d}

PIS|>c(d) > Mp,| >min(c(d),e?).

De{1,2,...,d}

Przeprowadzimy dowdd indukcyjny ze wzgledu na rzad d. Dla d = 1 powyzsza
nieréwnos$é jest udowodniona w [19]. Zalézmy teraz, ze jest ona prawdziwa
dla chaosow rzedu 1,..., d — 1 > 1 i niech

S = ZCLX(l d 1) X(d)

Zdl
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Dla D = () mamy Mp, = E'|S| i nieréwnos¢
15]],, = ¢ (d) Mp,, (4.19)
jest spemiona dlap > 1z ¢(d) = 1. Dla D = {1,2,...,d} mamy

Mp, = sup Z a; b,L1 d 1) b
7 hipotezy indukcyjnej

b eB k=1,...,
M =1 @[y 2\
1S], = (El ..... d—l((Ed‘ZaiXi XX ) ) )
p\ 1/p
> (El ..... d—1 <C Sup ZOLX21 wl)bl(j)))
b(d
p)l/p

Zax(l) .. d l)b(d)

7‘d 1 ?d
b<d)€B(d)
> ¢(1)-c(d—1) sup sup Zalb(l) bgj 11 bl(d)
b eBSY bk eB® ke D\{d}
= c(d) Mp,. (4.20)

Dla D # 0 i D # {1,2,...,d} mamy nawet prostsze oszacowania. Znéw, z
zalozenia indukcyjnego
> 1/p) p) 1/p

HSHp = (Ej,jED’ ((Ek keD ‘Za X(l
P\ U/p
> (Ej,jw ( #D) sw Y a [ XV ] bE’?) )
bk eB

MeB® keD jen’ keD
j k
> c(#D)Ejjep sup Y a [[ X T 0
b®) eB® keD jen’ keD
= ¢(d) Mp,. (4.21)

Z (4.19), (4.20) i (4.21) otrzymujemy oszacowanie ||S|[, z dotu:
IS, 2 c(d) Y Mpy,
Dc{1,2,...,d}

ktére razem z oszacowaniem z géry daje (4.6).
Teraz (4.5) wynika bezposrednio z semihiperkontraktywnosci S (zauwaz-

my, ze nieréwnosé¢ (4.7) jest juz udowodniona) i z Twierdzenia 2 z rozdzialu
1.
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4.2 Oszacowania za pomoca momentéw chaoséw rade-
macherowych

Niech rgk), 1 <i<n,1 <k <d, oznaczaja niezalezne zmienne rademache-
rowskie (niezalezne takze od zmiennych Xi(k), 1<i<n1l<k<d. Dla
p > 1,1 <k < d zdefiniujmy zbiory

BY = {2 e r: 3N (|o]) <p & (20 =01

xg@\ >1dlai= 1n>}
Udowodnimy nastepujace

Twierdzenie 9 Rozwazimy chaos S rzedu d, generowany przez zmienne Xi(r),
_ 1 (d)
S=> aX) X7

Dla p > 1 zachodzq nastepujace oszacowania

IS, <C(d Y max(l,Inp)™*  sup

Y] L= [T

1c{1,2,....d} zeBY) jeI jel kel »
(4.22)
oraz
j k
151, 2@ Y s | S a ]9 TP (4.23)
Ic{12,..4y eDeBy jel jel kel

p

Uwaga. Niedawno Latala (cf. [22]) udowodnit nastepujace szacowania dla
chaoséw gaussowskich rzedu 3

¢ (VB ALus + 2 (1401 ey + 14l sy + 140l gy ) + 22 1141
< H Y aigl g7 g Hp
< C(VAlAllas + 2 (140 g+ 1Al gy + 1405y ) + 272 1A

W powyzszych nieréwnosciach A oznacza macierz (a;jx) oraz

[All s = ||A”{1,2,3} = Sup {Zaijkxijk : ngjk < 1} = Zai?jk?
ijk ijk ijk

[All 1y 2,3y = sup {Z AijkTiYjk - ZUU,Z < LZ%zk < 1} :
i ik

ijk
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Podobnie definiujemy [|Al| 5 3y, Asy(1,2), oraz

AN = 1Al 1} 127,43y = sup {Z AikTiY5 2k - fo < 172%2- < LZZ;? < 1} :
i j K

W [22] udowodnione sa réwniez analogiczne oszacowania dla chaoséw rzedu
d > 3 z doktadnoscia do czynnika max (1,1np)* .

Uwaga. Wydaje sie jednak, ze istnieje duza réznica miedzy zachowa-
niem sie chaoséow gaussowskich i chaosow rademacherowych. Jezeli nie-
zalezne zmienne losowe g¢;;,1 < 4,7 < n maja rozklad taki jak iloczyn
g192 dwdéch niezaleznych zmiennych o standardowym rozkiladzie normalnym
N (0,1), woéwczas istnieje taka stala dodatnia C| ze dla dowolnego p > 1
, dla niezaleznych zmiennych ggl), g](-Z) o rozkladzie N (0,1) i liczb rzeczywi-
stych a;;,1 <,5 <n, zachodzi nier6wnos¢

HZ amgfl)g] ) , >C HZ Q;;9ij )

wynika to bezposrednio z ogdlnych oszacowan (4.2), z ktérych mamy

1 2
HZ aljgz( )g§ )Hp ~ \/ﬁ a’Lj +p Sup Zalj Zy]’

|lz[<1,]y|<1
HZ%% VR
Analogiczna nieréwnos¢ nie zachodzi dla chaoséw generowanych przez zmien-
ne rademacherowskie. Przyklad jest nastepujacy.
Niech 75,1 < 4,j < n, oznaczaja niezalezne zmienne rademacherowskie.
Dlan = 2 k = 1,2, ..., istnieje macierz ortogonalna n x n o wspélczynnikach
+1. (Przyktadem takich macierzy sa macierze Walsha: Wy = 1, i indukcyjnie

Wi = { %ﬁ _MI;’;’C 1 .k =1,2,...) Niech (a;;) bedzie taka macierza, oraz

Y

p = n?, woéwczas z oszacowan (4.2)

HZ a;;eV 5@
(o]

Uwaga. Poniewaz momenty chaoséw rademacherowych sa dominowane
przez momenty chaoséw gaussowskich (o tych samych wspétezynnikach), wiec
Twierdzenie 9 w polaczeniu z wynikami Lataly dla chaoséw gaussowskich
daje gorne oszacowania momentéow dowolnych chaoséw generowanych przez

~ 32 = 932,

7



zmienne losowe z logarytmicznie wklestymi ogonami. Analogiczne oszacowa-
nia z dotu sa prawdziwe dla chaoséw generowanych przez zmienne z ogonami
ubywajacymi szybciej niz ogony zmiennych gaussowskich.

Przejdzmy do dowodu Twierdzenia 9.

Dowéd. Wpierw udowodnimy (4.23), tj. oszacowanie z dotu. Z wlasnosci
kontrakcji zmiennych rademacherowskich oraz z (4.6) dla dowolnego I C

{1,2,...,d} mamy
p) 1/p

IS, = (Ej,ngk,kep Sa[[x9 T xP

jer kel

jel kel
p\ 1/p
> (Ej,jelEk,k:e[’ ZaiHXi(j]) H <<E ‘Xz'(,f) )rf?) )
jeI kel’
p\ 1/p
> c(d) (Ek,kel’Ej,jel ZaiHXi(j]) Hrz(f) )
jel kel
P\ 1/p
> c(d) (Ek,k:elf sup Zainxg) H Tz(;]:) >
e eB jeI jel ker
> @ s [Sall T
D eBl) jer jel kel’ »

Poniewaz B,gk) C BZE’“), wiec

; k

Isll, > @ sw S a][aP T
@ eBY) jer jeI ker »

' k

> c(d) sup ZaiHa:g)Hri(k)
W eBY) jer jelI ker »

Zatem

Sall4 T

jel kel

1
I, = 5 > el s

1C{1,2,....d} e eBY) jel

e Y, s | a0 T

1c{1,2,...dy 2D eBy jel jel kel’

v

78



co dowodzi (4.23).
Oszacowanie z géry wynika bezposrednio przez iteracje nastepujacej nie-
rOwWnosci.

ISI, < C HZ ar . x@ . x D ) (4.24)
+ C (d) max(1,Inp)* sup Z aixg) : Xi(j) . -XZ.(j) ‘p.

et

Dowdéd (4.24) prezentujemy w nastepnym podrozdziale. =

4.2.1 Dowdd nieréwnoéci (4.24)

Dlad=11 (a;) € R" mamy

1
ol HZ aiXi(l) , < HZ airl(l) , + sup {Z ai:pgl) : (mf-”) € B}P} . (4.25)

Szacowanie to wynika z (4.1) i jest nawet mocniejsze niz (4.22). Zalézmy

teraz, ze d > 2. Wpierw udowodnimy, ze suma S = ZaiXi(ll) = -Xi(j) moze
by¢ przedstawiona w postaci S7 + Ss, gdzie S skladniki odpowiadajace wie-
lowskaznikom i = (i1, i, ...,74), W ktérych 1 < i; < p©@ za$ [Sall,, jest

(1) (2) (d)
Z ar;,” Xz'2 ce X.d

; . Zauwazmy wpierw, ze wie-

P
lowskazniki i moga by¢ tak przenumerowane, ze

jezelii <jto Y af > af. (4.26)

iii1=1 iii1=j

poréwnywalna z C' (d)

Z (4.25) otrzymujemy

L[St

IA

1) 1) . (1) 1
HZairi Hp—i—sup{Zaixi : (xl > IS BI())}

< HZ airgl)Hp—i—pmax|ai| ) (4.27)

p

Nastepnie, z (4.27) dostajemy

> e xy

id

i >pC(d) p

< S arl X

i oo

‘ p

2 d
max > ;X2 X
i>pC@ : !

+ Cp (4.28)

iti1=1
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Korzystajac z (4.26), oszacujemy

max ZaX(Q) .- -d)

i>pC(d)
=P iii1=1

Mamy

max Z a; X -XZ-(j)

7,>p

121 =i

P>

p

> XD xW
ok C(d)<l<2k+1 C(d) td

i1=1

p

Uzywajac Wniosku 3 z poprzedniego podrozdziatu), otrzymujemy

5

id

< C(d)p? Z az.

iti1=1

ii1=1
1 P

Stad i z nieréwnosci Czebyszewa dla ¢t > 1 dostajemy

P ax® x>

iti1=1

Z powyzszej nieréwnosci, catkujac przez czesci dla ¢y > 1 otrzymujemy

\l iti1=1 w1,
—t1/d/(2p)
C(d )( sup te "/ p) a; (4.29)
to<t<oo 1;@

Dobierzmy tak t, (k) by zachodzita nier6wnosé

S ax? x| -

iii1=1

1 1
sup etV <
to(k)gltjgoo — 2kpCld)
na przykiad
to (k) = C (d) [plnp + pk]*. (4.30)
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Dla uproszczenia notacji niech [, oznacza zbidr liczb catkowitych z prze-
dziata (2FpC@; 2810 ] Wobec (4.29), biorac to = to (k) zdefiniowane jak
w (4.30), otrzymujemy

x@ L x @ 2
g A X N SCWtomge D o
i1 =1 » =1
9k+1,C(d)
2 . 'd)_ 2
+ Z ZCLX C’(d)torlréz}ic ‘Z'al
i=2kpC(d) 41 ii1=1 ii1=1 I,
< C(d)[pl k
< C(d)pnp+pk]'max [> af
iti1=1
2k+1,C ()

cow Y () [T
i=2kpC(d) 41 tostsoo ii1=1
2pl 2
C(d)[pnp—i—pk max /Za —|—riré&}£< /.Z'al
i1=1 iri1=1
< C(d)[2pInp + pk]* max /
i1=1

Teraz, korzystajac z oszacowania

IA

ktore wynika z (4.26), dostajemy

max aX( ) X-(d)

7,>pC(d)
iti1=1

v®@ . @)
= Opz 2k C(d><z<2k+1 C(d) Z a‘Xiz de

l’ilzi

< iC’ p[2plnp + pk]® ch Z 2,
k=0 V

Zauwazmy, ze dla dostatecznie duzego C' (d), ostatnia suma moze by¢ osza-

cowana z gory przez
d) [>a
i
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a stad

Cp || max aiXi(z) e Xi(d)
i>pC (@) — 2 d
d) > az<cd)|d ar) X2 X (4.31)
i 2

Z (4.28) i (4.31) dostajemy

S Y axP X9 <o) HZ ar™ . x® x| (4.32)
i>pC(d) ity =i ) P
Rozwazmy teraz
1 d
Si= Y ax).x. (4.33)
i:q <pC(d)
Z (4.25) otrzymujemy
1 1 2 d
c 1S, < Z @iﬁ(l) : Xz‘(Q) - 'Xz'(d)
i <p€(d)
P
+ || sup Z aixgll) : Xi(f) . -Xi(j) . (4.34)
x(l)er,l) jiiq <pC(@) »
Przypomnijmy definicje BZ(Jl),
B = {(leRn.ZNl)(‘ )><p&( )}
Poniewaz i1 < p©@ | wiec mozna zalozy¢, ze B ) c RF9. Zdefiniujmy

A

B ={ (@) € B3 (w) € BV, & = sign (w1) - |||}

Udowodnimy, ze B,(,“ ma moc nie wieksza niz p©@P oraz, ze dla dowolnego
ciagu (q;) € RP“

1
sup Z%% > max a;x; > 3 sup Zam (4.35)

zeBY zeByY zeBY
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Rzeczywicie, na podstawie definicjii B\, dla (2;) € Bf" mamy
# iz # 0} <p, #{i:|w[ >p} =0

a poniewaz punkty z Bz(,l) maja catkowite wspolrzedne, wiec
. p¢ (d)
#B,) < ( )<2p+ 1) < pr.
p

Aby udowodnié¢ (4.35) zauwazmy, ze BI(,U C BI(,U, co natychmiast daje pierwsza
nieréwno$¢. Aby udowodni¢ druga, wezmy takie (z?) € Bz(,l), ze

0w 2
g a;x; > = sup E a;T;.
3x6B1(71>

Mozemy dodatkowo zalozy¢, ze dla wszystkich 7, a;z? > 0. Wezmy 9 =sign(z¥)-
||29]] . Poniewaz dla kazdego 4, 20 = 0 lub |z?| > 1, wiec

a;x) dla wszystkich .

N | —

a;x) > a;2d >

Stad

sup Zaixi > %Zaix? > % sup Zazwi.

zeéél) :1:631(7l>

Korzystajac z wlasnosci zbioru B,(Jl), dla ¢ > p mamy

sup Z aix(l) . Xi(j) . -Xi(j)

i1
m(l)eBZ(,l) i1 <pC(d)

p
< 3| max axV . x@ . x@
B zWepM A 12 iq
p i:ilépc(d) ,
7\ V4
<o © 6| © e xmx
x(l)eBlgl) iriy <pC(d)
~ 1/q
< 3(#B0)" max | S0 el X x| (@)

1) M
zMeB, iy <pC(d) .
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Biorac ¢ = pmax(1,Inp) i korzystajac z Wniosku 3 dostajemy

. 1/q
()" g | &

< 12 td
1(1)631(71) i <pC(d) q
.\ I/(pmax(Lnp)) /pmax(1,Iln -1
< C@(#B) ()
p
X max Z ai:cgll) 'Xi(j)~~Xi(j)
x(l)EBJS)U i1 <pC(d)

p

IN

C (d) max(l, lnp)d_l sup Z CLifL'(l) . X'(Q) .. 'Xi(j)

L 71 72
x(UeBlg ) iiq <pC(d) »

Teraz, korzystajac z nieréwnosci powyzej, z (4.36) oraz z (4.34) otrzymujemy

HSal < Z airl(ll) . Xz(22) o x@

id

i:ig <pC(@) »

+ C (d) max(1,lnp)?~' sup Z al? X DN

x(l)eB;}) i <pC(d) »

co wobec (4.32) daje (4.24).
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