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Streszczenie

Praca podejmuje problematyke poréwnywania entropii kombinacji liniowych niezaleznych
zmiennych losowych o identycznym rozktadzie. Gtéwnym wynikiem pracy jest nowe twierdze-
nie moéwiace, ze w przypadku kombinacji zmiennych wyktadniczych z nieujemnymi wspolczyn-
nikami entropia jest monotoniczna wzgledem porzadku Schura dla kwadratéw wspotezynni-
kow. Dowdd tego faktu przeprowadzony jest z wykorzystaniem tzw. metody przecinajgcych sie
gestosci. W pracy zawarte sg rowniez definicje i klasyczne wyniki zwiazane z nieréwno$ciami
entropijnymi, jak i sugestie odno$nie dalszych mozliwych badani w tej dziedzinie.
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Dziedzina pracy (kody wg programu Socrates-Erasmus)

11.1 Matematyka
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60 Probability theory and stochastic processes
60E Distribution theory
60E15 Inequalities; stochastic orderings
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94A Communication, information
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Wprowadzenie

Gaussowskie zmienne losowe czesto pojawiaja sie w analizie zagadnien z dziedziny rachunku
prawdopodobieristwa jako obiekt graniczny czy tez maksymalny. Dla przykladu wystarczy
przywotaé¢ Centralne Twierdzenie Graniczne oraz fakt ze maksymalizujg one entropie, tj. war-
tos¢ h(X) = —Eln fx(X) = — [ fx(z)In fx (z)dx (gdzie fx to gestos¢ zmiennej X) w klasie
rzeczywistych zmiennych losowych o ustalonej wariancji.

Wobec tych dwoch faktow nasuwa sie nastepujace zagadnienie: co mozna powiedzie¢ o
entropii kombinacji liniowych niezaleznych zmiennych losowych o ustalonym rozktadzie, ktére
zachowujg wariancje? Inaczej moéwiac jakie sa wtasnosci odwzorowania

(al,...,an) — h Zanj s (1)
j=1

gdzie X; to niezalezne zmienne losowe o identycznym rozkladzie, a wspotczynniki a; € R
(lub a; > 0) sa takie, ze 2?21 ajz = 17 Pytaniu temu, siegajacemu czasoéw przelomowe;j
pracy Claude’a Shannona A mathematical theory of communication |1|, towarzyszy szereg
zagadnien.

Podstawowym problemem jest analiza zachowania ciagu h((X1 + ... + X,,)/v/n). Jak
mozna by sie spodziewaé ciag ten zbiega do wartosci h(./\/ (0, Var Xl)), przy minimalnym
zalozeniu istnienia ng € N takiego, ze wartos¢ h((X1 + ... + Xny)/1/T0) jest skonczona [5].
Dopiero relatywnie niedawno udato sie udowodnié¢ ze ciag ten jest rosngcy, przy zatozeniu o
skonczonej wariancji zmiennych X [8].

Mogtoby sie wydawaé, ze skoro zmienna gaussowska maksymalizuje entropie, a kombinacje
liniowe o réwnych wspotczynnikach a; = 1/4/n zbiegaja do zmiennej gaussowskiej z n — oo
to i warto$¢ odwzorowania (1) dla ustalonego n € N bedzie maksymalizowana przez réwne
wspolczynniki a; = 1/4/n. Rozstrzygniecie tego zagadnienia nie jest jednoznaczne. Nie bedzie
tak na przyktad dla zmiennej losowej o rozktadzie jednostajnym na sumie dwoch oddzielo-
nych od siebie przedzialéw, co z dowiedli autorzy pracy A reverse entropy power inequality
for log-concave random vectors [11]. Mimo tego ze wspomniany kontrprzyktad wykorzystuje
w konstrukcji zmienne losowe o rozktadzie jednostajnym, zagadnienie pozostaje nierozstrzy-
gniete dla najprostszych jednostajnych zmiennych losowych, tj. skupionych na przedziale
[—a,a]. Daje sie natomiast udzieli¢ odpowiedzi pozytywnej dla zmiennych losowych beda-
cych mieszankami gaussowskimi, tj. zmiennymi postaci R - G, gdzie R to dowolna zmienna
losowa, a G to niezalezna standardowa zmienna gaussowska, co jest jednym z wynikéw pracy
Gaussian miztures: entropy and geometric inequalities [12].

Ogolniejszym zagadnieniem zwigzanym z badaniem wtasnosci odwzorowania (1) jest iden-
tyfikacja porzadku < w zbiorze {(a1, ..., a,) € R : a} + ... + a2 = 1} takiego, ze

(af,.vap) 2 (7, 00) = h > a;X; | =h (D> biX; ). (2)
j=1 j=1



Okazuje sie, ze naturalny kandydat (co zostanie wyjasnione w dalszej czesci pracy), tj. po-
rzadek Schura, spetnia implikacje (2) dla zmiennych X; bedacych mieszankami gaussowskimi
[12]. Dla wektorow a,b € R™ i ich malejacych posortowan aj > ... > a) oraz by > ... > b},
porzadek Schura zdefiniowany jest jako [4, Definition A.1]

k k
a=b < zn:aj = ibj oraz Vi=1,..n Za}'f < Z bj. (3)
j=1 j=1 j=1

J=1

Roéwnowazna definicja odzwierciedlajaca geometryczng nature porzadku Schura zadana jest
przez

a=<b < a € conv {(bg(l), -y bo(n)) 1 0 jest permutacja zbioru {1, ,n}} . (4)

Rezultatem niniejszej pracy magisterskiej jest uogoélnienie tego wyniku na przypadek zmien-
nych wyktadniczych poprzez wykorzystanie metody przecinajacych sie gestosci [13]. W zwiazku
z tym, ze w odroznieniu od mieszanek gaussowskich ktére sg zmiennymi symetrycznymi, be-
dziemy pracowaé z zmiennymi wykladniczymi, ktére to skupione sa na dodatniej poétprostej,
ograniczymy sie do dodatnich wspoétczynnikéw, tj. nalezacych do zbioru

n
S_Tiz_fl — {(ah ceyQp) Za? =1,Vj=1,.na; > 0}.
j=1

Techniki dowodowe wykorzystane w pracy silnie bazuja na tych zaprezentowanych w [14],
gdzie postuzyly do wykazania pokrewnego rezultatu, przywoltanego jako twierdzenie 17 w
niniejszej pracy.

Praca jest ustrukturyzowana w nastepujacy sposéb: w rozdziale 1. przywotamy niezbedne
pojecia i klasyczne wyniki zwiazane z analiza form postaci (1), w rozdziale 2. sformutujemy
gltowne twierdzenie oraz udowodnimy szereg lematéw potrzebnych do wykazania go, natomiast
w rozdziale 3. przedstawimy dowod glownego twierdzenia, wnioski z niego ptynace oraz
sugestie i obserwacje odnosnie dalszych mozliwych badan.



Rozdzial 1

Niezbedne pojecia 1 klasyczne wyniki

1.1. Entropia i jej wlasnosci

Definicja 1. Niech X bedzie ciqglq rzeczywistq zmienng losowg o gestosci f : R — R. En-
troptg zmiennej X nazywamy wartosé

hX)=-Elnf(X /f )In (f

Na potrzeby wyznaczania wartosci calek tego typu przyjmujemy konwencje 0 - In(0) = 0 oraz
A-In(0) = —oo dla A > 0. Warto dodatkowo zauwazy¢, ze oznaczenie h(X) jest pewnym
naduzyciem notacyjnym, gdyz entropia jest funkcja rozktadu zmiennej X, a nie jej realizacji.
W zwiazku z tym, Ze jest to szeroko przyjete oznaczenie i my bedziemy je stosowaé. Entropia
spelnia nastepujace wlasnodci:

h(aX +b) =h(X)+Inla], dlaa,beRia=#0, (5)
h(X) = inf { / f(z)In(g(x))dx : g - gestosé prawdopodoblenstwa} (6)

Dowdd. Niech a,b € R, a # 01 g bedzie gestoscia zmiennej aX +b, wowczas g(x) = f(£2)
Stosujac podstawienie y = (z — b)/a otrzymujemy

rax v == [ 1 <_b> m (f <_b> rcll\> e
-/ f(y)ml,ln( o ,) oldy =~ [ £ n (f<y>|al,) dy
x)- [ f (H) dy = h(X) +1n a],

co dowodzi wtasnosci (5). Niech g bedzie gestoscia prawdopodobienstwa pewnej ciaglej zmien-
nej losowej. W celu udowodnienia wlasnosci (6) musimy pokazaé, ze zachodzi

—/ f(z)In f(x)dx < —/ f(z)Ing(x)dx
R R

Bez straty ogélnosci mozemy zatozyé, ze supp g C supp f, gdyz w przeciwnym przypadku
warto§¢ wyrazenia po prawej stronie wynosi +o0o. Korzystajac z nieréwnosci lnx < x — 1

/Rflng—/Rflnf:/suppffln /Suppf <—1> 0.

uzyskujemy, ze



Co wiecej, mozemy zauwazy¢ ze w przypadku gdy h(X) przyjmuje skoniczong wartosé, nie-
rownosé jest ostra dla gestosci g takiej ze g # f na pewnym zbiorze dodatniej miary. O

1.2. Przypadki graniczne

Nastepujace twierdzenia obrazuja graniczne zachowanie entropii sum (X7 + -+ + X,,)/v/n
niezaleznych zmiennych losowych o identycznym rozktadzie oraz ekstremalno$é rozktadu nor-
malnego.

Twierdzenie 1. [8/ Niech X bedzie ciggtq zmienng losowq catkowalng z kwadratem, wéwczas
dla X; % X dla kazdego n € N zachodzi

h<X1+-~-+Xn> <h<X1+-~-+Xn+1>
Vn - vVn+1 ’

Twierdzenie 2. [5] Niech X bedzie ciggtq zmienng losowgq. Jesli dla X Y x 1stnieje ng € N
takie, ze h ((X1 + -+ + Xyy)//n0) jest skoriczona, to

b X1+ + Xy
vn
Twierdzenie 3. Niech X bedzie rzeczywistq cigglq zmienng losowq o gestosci f : R — R 4

skoriczonej wariancji o2, a G niech bedzie jednowymiarowq zmienng gaussowskq o tej samej
Wariancyi, wowczas

> %% b (N(0, Var X)) .

1
hMX) <h(G)= 5 In(2meo?),
a rownos$¢ zachodzi wtedy 1 tylko wtedy gdy X ma rozktad gaussowski.

Dowdd. Bez straty og6olnosci zatdozmy ze EX = EG = 0. Wowcezas

h(X) ¢ —/Rf(a:) In <\/21r7@%12/02> dz = —/Rf(x) (m (¢2;7> - 2“;2) dz

1 1
=1In <\/ 27702) + 573 In (2%@02) )

Co wiecej, zgodnie z obserwacja z dowodu wtasnosci (6) nieréwnosé jest ostra w przypadku
gdy X ma inny rozklad niz gaussowski. O

W analogiczny sposéb mozna dowiesé, ze wsrdd ciaglych rzeczywistych zmiennych losowych
skupionych na dodatniej poétprostej i o ustalonym pierwszym momencie rozktad wyktadniczy
jest maksymalizatorem entropii.

Fakty tego rodzaju sg konsekwencja znacznie silniejszego twierdzenia, tj. nieréwnosci
Pinskera-Csiszara-Kullbacka, ktéra pozwala szacowaé¢ pewna metryke miedzy miarami po-
przez tzw. entropig wzgledng.

1.3. Klasyczne nieréwnosci

Definicja 2 (norma i metryka catkowitej wariacji). Niech p bedzie miarg z znakiem, a 3 niech
bedzie o-ciatem zbiordw mierzalnych miary p. Wowczas norma catkowitej wariacji (ang. total
variation) nazywamy wartosé

ullTv = sup |u(A)|.
AeY

8



Dla zmiennych losowych X,Y o warto$ciach w przestrzeni mierzalnej (E,E) i rozktadach
wx, py metrykq catkowitej wariacyi nazwiemy wartosé

drv(X,Y) = lliux — pvllrv = sup {[P(X € A) = P(Y € A)| : A€ &},

Definicja 3 (entropia wzgledna, dywergencja Kullbacka-Leiblera). Dla ciggtych zmiennych
losowych X i Y o gestoSciach fx i fy ich entropiqg wzgledng nazwiemy wartosé

Drr(X[1V) = [ pe(oymn (K2 ) as

fr(z)

Sformutujemy teraz nieréwnos$é¢ Pinskera-Csiszara-Kullbacka. Ograniczymy sie do ciggltych
rozkladow prawdopodobienstwa, gdyz takie sa przedmiotem tej pracy, jednak mozna roz-
szerzy¢ definicje entropii wzglednej i uzyska¢ analog tej nieréwnosci dla ogdlniejszej klasy
rozktadow.

Twierdzenie 4 (nier6wnos¢ Pinskera-Csiszara-Kullbacka [10, Lemma 2.5]). Niech X i Y bedq
crggtymi rzeczywistymi zmiennymi losowymi, wowczas zachodzi zachodzi

1
dry(X,Y) < iDKL(XHY)-

W szczegolnosci, gdy Y ma rozktad gaussowski o pierwszych dwdch momentach réwnych mo-
mentom zmiennej X, zachodzi

1

drv(X,Y) < \/;DKL(XHY) = \/Q(h(Y) — h(X)).

Kolejne zastosowanie entropii, znajdujace uzytek np. w statystyce, obrazuje nieréwno$é da-
jaca dolne ograniczenie na btad kwadratowy tzw. estymatora badanej zmiennej losowe;j.

Twierdzenie 5. [6, Theorem 8.6.6] Niech bedzie dana ciggta rzeczywista zmienna losowa X

oraz jest estymator X, tj. zmienna losowa postaci X = f(X1,...,Xp), gdzie X; WX f
jest pewnq ustalong funkcjq f : R™ — R. Wdéwczas zachodzi

E(X — X)2 > —2h(X),

— 2me

Przytoczymy jeszcze jedno twierdzenie, ktére co prawda nie ukazuje dodatkowych zastosowan
entropii, lecz daje pelniejszy obraz badanego zagadnienia.

Twierdzenie 6 (Nier6wnos¢ Shannona-Stama/Entropy Power Inequality [3]). Niech dane
bedg X 1Y, niezalezne rzeczywiste ciggte zmienne losowe oraz stata A € [0,1], wowczas

h (fAX +VIo )\Y) > A(X) + (1= A)h(Y),

pod warunkiem ze powyzsze entropie istniejq.

Dzigki ktéremu to uzyskujemy dolne oszacowanie wartosci odwzorowania (1), mianowicie

h zn:anj 2 h(Xl) (7)
j=1



1.4. Porzadek Schura

Definicja 4. [/, Definition A.1] Dla wektoréw a,b € R™ oraz ich malejacych posortowan
ai > ...>ay, 1 b] > ... > by powiemy, ze wektor b majoryzuje wektor a w porzedku Schura, co
bedziemy oznaczaé jako a = b, jesli

n n k -

—_ . * *
E :aj — E bj oraz Vip—1 . . n E :aj < ij'
j=1 j=1 =1 =1

Jak wczesniej wspomnieliSmy, porzadek Schura jest naturalnym kandydatem na porzadek
zachowujacy monotoniczno§é entropii kombinacji liniowych niezaleznych zmiennych losowych
o identycznym rozktadzie (poréwnujacym kwadraty wspotczynnikow). Jest tak ze wzgledu na
szereg wlasnosci porzadku Schura:

e Elementami maksymalnymi w zbiorze {(ai,...,a,) : Z?Zl a? =1,Vj=1,..n aj > 0} sa
wektory bazy standardowej w R™, czyli np.
(1,0,...,0),

co jest w zgodzie z oszacowaniem (7) wynikajacym z nieréwnosci Shannona-Stama.

e Elementem minimalnym w tym samym zbiorze jest wektor

1 1
\/ﬁ’ ct \/ﬁ Y
co jest w zgodzie z wynikiem pracy [12| oraz postulowanym rezultatem.
e Porzadek Schura jest niezmienniczy na permutacje kolejnosci wspotczynnikow, tak samo

jak entropia kombinacji liniowych niezaleznych zmiennych losowych o identycznym roz-
ktadzie.

1.5. Pozostale definicje

W pracy przyjmujemy nastepujace konwencje i oznaczenia

1. Standardowy iloczyn skalarny w R"™ bedziemy oznaczaé poprzez (-, ).

2. Méwiac o mierzalnosci funkcji f : R™ — R bedziemy mieé¢ na mysli mierzalno$é wzgle-
dem standardowych o-cial borelowskich.

Definicja 5. Niech bedzie dana funkcja mierzalna f : R — R. Punkt x € R nazwiemy
punktem zmiany znoku funkcji f na dodatni jesli istniejg u,v € R spetniajgce v < r < v
i takie, zZe funkcja f jest dodatnia prawie wszedzie na przedziale (x,v), niedodatnia prawie
wszedzie na przedziale (u,x) oraz ujemna na pewnym podzbiorze przedziatu (u,x) dodatniej
miary. Punkt x € R nazwiemy punktem zmiany znaku funkcji f jesli jest jest punktem zmiany
znaku na dodatni dla funkcji f lub —f.

Warto skomentowad, ze definicja punktu zmiany znaku ma na celu przede wszystkim ujedno-
znacznienie tego pojecia w przypadku funkcji, ktére np. zeruja sie na przedzialach niezerowej
dtugosci.

Definicja 6. Dodatniq czescig sfery jednostkowej S"~' C R"™ nazwiemy zbior

n
S:l__l — {(GI; .. 7an) : Za? = 1,vj:1,...,n a; > 0}

Jj=1

10



Rozdzial 2

Lematy niezbedne do wykazania
globwnego twierdzenia

2.1. Lematy techniczne

Lemat 7. [/, Lemma B.1] Niech dane bedq wektory x,y € R™ takie, ze © < y. Wowczas
wektor x mozna uzyskacé z wektora y za pomocqg skonczonej tlosci operacji postact

Tj),‘k(zl, conzZn) = (21500, 2j—1, A2 F (L= N2k, 2415 -5 Z—1, A2k + (1= N) 25, Zhg 15 - -+ 5 2n),s

dla odpowiednich A € [0,1] oraz 1 < j <k <n.

Dowdd. Operacja T]Q’k odpowiada permutacji wspotrzednych j i k, zatem bez straty ogélnosci
mozemy zalozy¢, ze ciagi x; i y; nie sa swoimi permutacjami oraz ze zachodzi 1 > --- > z,
oraz yi = -+ 2 Yn.

Niech j = max{i : z; < y;} oraz k = min{i > j : x; > y;}. Taki indeks j istnieje,
poniewaz x # y. Indeks k rowniez musi istniec, gdyz W przecwvnym przypadku mieliby$my
z; = y; dla i > j. W polaczeniu z nieréwnoscig » J_ 1 r; < Zz 1 ¥; wynikajaca z zalozenia
x = y oraz nieréwnoscig x; < y; wynikajgca z definicji j prowadzitoby to do ostrej nieréwnosci
Yo < >t ;. Brak rownosci przeczylby zatozeniu z < y. Zauwazmy, ze wybor indeksow
gwarantuje nierownosci y; > T; > T > Yk.

Pokazemy, ze da sie wybraé¢ taka operacje T>‘k, ze wektory 3/ = T)‘ky oraz x pokrywaja
sie na o jednej wiecej wspodirzednej niz Wektory y oraz x. W tym celu wprowadzmy § =
min(y; — xj, xk — yg) oraz 1 — X = §/(y; —yx) € [0,1/2]. Niech y' = T])"ky =Ay+(1— )\)Toky,
wowczas

Yi dla i & {j, k},
yi=S Ay +(1—N)y; dlai=k,
Ay;+ (1= Ny, dlai=j.

W przypadku gdy 6 = y; — ; zachodzi

Ti— Yk, YT
y; = . yj + T—yp = 5,
Yi — Yk Yi — Yk

natomiast w przypadku gdy § = zp — yr mamy

:yj_xk Tk — Yk
Y5 — Yk Y5 — Yk

Yi



Czyli dla kazdych z dwoéch mozliwych wartoéci § wektor 3 = Tj/\ky posiada co najmniej o
jedna wiecej wspotrzedna niz wektor y, ktéra pokrywa sie wartosdcia z wspotrzedna wektora
x. Pozostaje wykazaé¢, ze x =< 1/, by za pomoca kolejnych operacji Tj)‘k zrownaé wektor ' z
wektorem z. Istotnie

edlal<wv<jmamy ) ,y;=>" 1y >, & poniewaz x <y,

e zachodzi y; = z; albo x; = y; < yj. Nierownos¢ jest prawdziwa gdyz y; jest srednia
wazong tych samych wartosci co ;. lecz z wieksza waga przy wiekszej wartosci. Zatem

i Zgzl Yi > D1 T,
o dlaj<v<kmamy Y0y =57 o)+ D1 T > D T
e ostatecznie dla v > k, poniewaz y; + Y. =Yj+yk, mamy > -yl =31y > 7 ay,
e naturalnie, z tego samego powodu, zachowana jest rownos¢ » ., yi = > 7 | ;.

Czyli faktycznie zachodzi x < ¢/, a zatem po co najwyzej n krokach wektor y zastanie prze-
transformowany na wektor x. O
Lemat 8. Niech funkcja f : R — R bedzie dana wzorem f(z) = 2?21 a;eb® dla pewnych
statych aj,b; € R oraz n € N. Wowczas funkcja f jest stale rowna zero albo ma co najwyzej
n — 1 prerwiastkow.

Dowadd. Lemat jest oczywisty dla n = 1. W celu wykazania tezy z wykorzystaniem indukcji
zal6zmy nie wprost, ze dla pewnego n € N wazone sumy n — 1 funkcji wyktadniczych moga
mie¢ co najwyzej n — 2 pierwiastkow lub sa stale rowne 0, ale pewna funkcja f postaci
f(z) = a1e?® + - + a,e’® ma juz n pierwiastkow. Bez straty ogolnosci zatozmy, ze ay # 0.
Wowczas
_ ¢ e (ba—b1)z (bp—b1)z _
f(z) =0 <= f(z) :=a1 +age + -+ ape = 0.

Na mocy twierdzenia Rolle’a, f’ pochodna funkcji f posiada co najmniej n — 1 pierwiastkow,
jednak zgodnie z zalozeniem jako wazona suma n — 1 funkcji wyktadniczych moze ich mieé
co najwyzej n — 2. Nie moze by¢ ona réowniez stale rowna zero, gdyz zatozylismy, ze a1 # 0.
Wobec tego hipoteza indukcyjna musi by¢ prawdziwa. O

Lemat 9. Niech bedg dane n € N i funkcja mierzalna f : R — R takie, Ze zachodzi
Vi=0,...n—1 fR 2F f(x)dx = 0. Wéwczas funkcja f zmienia znak co najmniej n razy bgdZ jest
stale rowna 0.

Dowdd. Zal6zmy nie wprost, ze x1, ..., sa jedynymi punktami zmiany znaku funkcji f dla
pewnego k < n. Niech wielomian P bedzie zadany wzorem P(x) = H?Zl(m — x;), wowczas
na mocy zalozenia [, P(z)f(x)dz = 0. Z drugiej strony, poniewaz funkcje P i f wspoldziely
punkty zmiany znaku, ich iloczyn Pf, ktory nie moze by¢ stale réwny zero, nie zmienia
znaku a zatem catka [, P(z)f(z)dz nie moze wynosi¢ zero. Wobec uzyskanej sprzecznosci
wnioskujemy ze faktycznie musi zachodzi¢ k > n. O

2.2. Wlasnosci rozktadu wykladniczego
W kolejnych lematach bedziemy wykorzystywaé¢ pojecie splotu funkcji, a doktadniej splotu

funkcji rzeczywistych okreslonych na dodatniej pétprostej. Dla unikniecia niejasnosci przypo-
minamy definicje oraz przyjmujemy oznaczenia

(f % 9)(@) = f(z)  glx) = /0 " H)g(a — y)dy = /0 "y — 2)g(x)dy.
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Lemat 10. Niech bedzie dana trzykrotnie rézniczkowalna funkcja g : [0,00) — R i liczba
rzeczywista A > 0 takie, ze ¢ + X >0, ¢" <0, ¢" > 0. Dodatkowo niech funkcja h : [0,00) —
R bedzie zdefiniowana poprzez réwnanie eM®) = 9@ « (e 100y () = [3 e9W) e~ ANE=y) gy
Wowczas rowniez funkcja h spetnia warunki b’ + X >0, h” <0, " > 0.

Dowdd. Najpierw sprowadzimy dowdd do przypadku A = 0. Zaldézmy, ze lemat jest w istocie
prawdziwy dla A = 0 i rozpiszmy

@) — c9(@) (67’\11[0,001 (m)) — /x eIW e MA@V gy = ¢~ /x eI+ gy,
0 0

— e, (eg(m)+)\x % 670%1[0700)(1')) —. oM ho(@)

Funkcja g(x) = g(z) + Az spelnia zalozenia lematu z A\ = 0, a zatem funkcja hg spelnia
warunki hf, > 0, h{ < 0, h{’ > 0. Wobec tego i/ + X = h{; > 0, b = hj <0, b = hj’ >
0. W analogiczny sposéb mozna zaobserwowaé, ze dodanie stalej do funkcji ¢ zachowuje
prawdziwos¢ tezy. Obserwacja ta przyda sie w dalszej czesci dowodu.

Teraz wykazemy lemat w przypadku A = 0. Niech I(z) = fox eIW dy, wowcezas

I'(z) =W, 1"(2) ="y (), I"(z) = W (¢" () + ¢/ (2)?)

oraz
e9(@)

W(z)=(nI(z)) = () >0

ze wzgledu na dodatniosé licznika i mianownika. Ponadto

1

W) = (In1(2))" = P

(I(2)I"(2) = I'(2)?) =

L (1@)e g/ (z) — 20 <0,

gdyz
I(2)ed®@ g (z) — e290) <0 = I(x)g'(z) < I®)

oraz dzieki g” < 0 zachodzi

I(z)d (z) = /0 eI o () dy < /0 eI g (y)dy = 9@ — e90) < £9(@)

Co wiecej

W(z) = (In I(z))" = 1(195)3 (20 (2)? + I(2)*I(2)" — 3I(2)I(x) I(z)")

— I(i)3 (2639(:1:) + I(x)Qeg(x)(g”(x) —i—g’(a?)2) . 3](3&)629(90)57’(3:))
e39(x)
= I@)p (2 + (I(2)e N2 (g" () + ¢'(2)?) — 3(I (x)e 9™ )gf(x)) ,

Ustalmy x > 0. Zgodnie z wczesniejsza obserwacja bez straty ogoélnosci mozemy odjaé od
funkcji g wartosé¢ g(z). Dodatkowo ustalmy stale a = ¢'(z) > 0 oraz b = —¢"(z) > 0.
Wowcezas dowod nierownosci h” > 0 sprowadza sie do wykazania, ze

f(I(x)) >0 dla f(t) = t*(a® — b) — 3ta + 2.
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Zatozmy chwilowo, ze b > 0 i wyprowadZmy oszacowania na warto$¢ I(z). Mamy

z z ’ ” (y—=z)? z 2
0< I(z) = / 90 gy < / (@) +0/ @) =)+ @) 052 g / a0 /2,
0 0 0
_ oa2/(2b) / " e VB VB 2 gy < pa?/(20) / ¥ VB VR2 2,
0 0

_ e L [T a2
=€ e u.
\/l; a/Vb

W pierwszej nierownosci skorzystaliSmy z zalozenia g"”’

> 0, natomiast w drugiej nieréwnosci
zwyczajnie rozszerzyliSmy granice catkowania dla funkcji dodatniej. W ostatnim przejsciu
dokonaliémy zamiany zmiennych u = yv/b + a/ Vb.

Mozemy teraz skorzystaé¢ z oszacowania na ogon gaussowski pochodzacego od Sampforda

[2], a pdzniej ponownie odkrytego przez Szarka i Werner [7], tj.

o0 2 4 2
eV gy < —— 2 dlat>0,
/t Y= Rr e+t -

by otrzymac

I(z) < /@ L -at/om ! S S
- Vb V8 +a2/b+3a/vVb  3a+V8b+ a?

Rowniez w przypadku b = 0 mozemy oszacowacé I(x) z gory przez Iy, gdyz

1 4
— = :I
a 3a+v8-0+ta®

By dokoniczy¢ dowod pozostaje jedynie wykazaé, ze tg — pierwszy pierwiastek f(t) na prawo
od 0, spetnia nieréwnosé tg > m = Ip. W tym celu nalezy rozwazy¢ trzy przypadki.

r 1
I(z) < / e Wdy=—-(1—e%) <
0 a

1. Funkcja f jest niezdegenerowanym wielomianem kwadratowym, tj. a> —b # 0. W obu
podprzypadkach a?> — b > 01 a®? — b < 0 zachodzi

~ 3a—+/9a>—8(a®>—b) 3a—+a2+8b 4 .
2(a% — b) 20a2=b)  3at+vSbra®

to

2. Funkcja f jest liniowa, tj. a? = b # 0. Wowczas tg = 2/(3a) i faktycznie

4 4
I(]: frd
3a++vV8 +a?  3a+vV9a?

_ 2 <t
T30 "
3. Funkcja f jest stale rowna 2, co zachodzi w przypadku gdy a? = b = 0. Co prawda,

wowczas nie da sie okresli¢ wartosci tp, ale nieréwnosé¢ f(I(x)) = 2 > 0 nadal jest
prawdziwa.

O

Wnhiosek 11. Niech X; bedq niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadach Exp(A;), wow-
czas gestosé rozktadu prawdopodobienstwa f(x) sumy X1 + - -+ + X,, spetnia nierdwnosci

(In f(x)) + mjax A >0, (Inf(x)” <0, (Inf(x))” >0.
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Dowdd. Bez straty ogolnosci zatozmy, ze A\ < --- < A, Niech f; bedzie gestoscia rozktadu
sumy X7 + --- 4+ X;. Wykazemy wniosek przez indukcje wzgledem n.

W istocie dla n = 1, In f(x) = In Ay — 21 1 wszystkie trzy postulowane nier6wnosci sa
spetnione.

W celu wykazania kroku indukcyjnego zatézmy, ze zachodzi

(In fr1(2)) + X1 >0, (Infr1(x))” <0i(Infr1(z))” > 0.

Na mocy réwnosci f,(x) = fom fn—1(y))\ne*)‘"(m*y)dy i lematu 10 zastosowanego dla A = A\,
otrzymujemy, ze

(In f(2)) 4+ Ap >0, (In fr(2))” <01 (In fuo(z))"” > 0.
O

Lemat 12. Niech n > 2 oraz X; bedqg niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadach
Exp();), wowczas gestosé rozktadu prawdopodobieristwa f(x) sumy X1 + -+ X, spetnia

lim f(z) =0.

z—0t

Dowdd. Wykazemy lemat poprzez indukcje wzgledem n. Dla n = 2 oraz A\; = Ay = A mamy
f(z) = c-ze %, co faktycznie zbiega do zera. Natomiast dla A\; # Ao mamy

ef)\gz

I “X2(2=Y) g — (. (R2=An)z 9
f(x) c/oe e y=-c )\2_)\1(6 ),

co tez zbiega do zera. Dla n > 2 niech g bedzie odpowiednia gestoscia sumy n — 1 zmiennych
wyktadniczych, wowczas

T

flx) = / g Ane M@V gy < An/ g(y)dy — 0, dlaz— 07
0 0

2.3. Metoda przecinajacych sie gestosci

Teraz przedstawimy dowod lematéw niezbednych do wykazania gtéwnego twierdzenia, tzw.
metode przecinajgcych sie gestosci oraz ,zwezajaca” wlasnosé operacji typu Tj)‘k z lematu 7.

Lemat 13 (Metoda przecinajacych sie gestosci [13]). Niech U i V' bedg ciggtymi zmiennymi
losowymi o réwnym pierwszym i drugim momencie oraz takimi, ze U > L' oraz V- > L p.n. dla
pewnych statych L, L' € R spetniajgcych L' > L. Dodatkowo zatézmy ze réznica ich gestosci
fv — fu zmienia znak trzykrotnie na przedziale (L', 00) i jest dodatnia przed pierwszq zmiang
znaku. Wowcezas dla dowolnej trzykrotnie rézniczkowalnej funkcji ® : (L,00) — R takiej, ze
¢ <0i®(LT) = oo zachodzi

() < E&(V),

pod warunkiem, Ze te catki sq dobrze okreslone (dopuszczamy wartosci £00).

Dowdd. Rysunek 2.1 obrazuje w jaki sposob przyktadowe funkcje fi7, fiy oraz stale L, L’ moga
realizowaé¢ wybrane zalozenia lematu dotyczace przebiegu funkcji fir — fu.
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fv— Ju

A >
L L’\/ \ €I

Rysunek 2.1: Przyktadowy przebieg funkcji fy — fu.

Zaobserwujmy, ze dla dowolnych statych a,b, ¢ € R, dzieki zalozeniu o rownosci i istnieniu
pierwszych dwoéch momentéw, prawdziwa jest réwnowaznos$é

EG(U) < BB(V) < /LOO () (fur (@) — ful(z))dz > 0

= /oo(q’(:v) +ax? + ba + ) (fv (@) = fu(x))dz > 0.
L

Niech zatem 1, x9, 23 € (L', 00), beda punktami zmiany znaku roznicy gestosci fyy — fu oraz
spelniaja 1 < x2 < x3. Mamy dokladnie tyle swobody ile potrzeba, by dobraé¢ wartosci
stalych a, b, c tak aby

Vi ®(x;) + a:::jz +bx;+c=0,
co jest rownowazne okresleniu wielomianu kwadratowego przyjmujacego zadane wartosci w
trzech ustalonych punktach.

Jesli udowodnimy ze x1, x2, x3 sa jedynymi trzema punktami zmiany znaku funkcji ¥(x) :=
®(x) + azx? + bx + ¢ na przedziale (L, 00) to wykazemy ze funkcja podcatkowa @ - (fy — fu),
jako iloczyn funkcji o pokrywajacych sie miejscach zmiany znaku, jest stalego znaku.

Dokladniej méwiac, zatozenie ®(LT) = oo, brak zmian znaku funkcji ¥ na przedziale
(L, L") oraz zerowanie sie fyy na tym samym przedziale implikuje nieujemnosé funkeji podcal-
kowej @ - (fy — fu) na przedziale (L, L’).

Natomiast dodatkowo cigglosé funkcji ¥ w punkcie L' oraz dodatnio$é funkeji fyy — fur
w L+ gwarantuje, ze znaki tych dwoch funkcji o pokrywajacych sie miejscach zmiany znaku
rowniez beda sie pokrywaé, a zatem ich iloczyn, stanowiacy funkcje podcatkowa @ - (fy — fur)
takze bedzie nieujemny.

A zatem pozostaje wykazaé, ze x1, o, x3 83 jedynymi punktami zmiany znaku funkcji ¥
na przedziale (L,o0). W istocie tak bedzie, gdyz

V' (z) = 2ax + b+ &' (x) = 2ax + b + funkcja wklesta

jako funkcja wklesta nie moze posiadaé¢ wiecej niz dwdch miejsc zmiany znaku. Wobec czego,
jej funkcja pierwotna W moze mieé¢ co najwyzej trzy miejsca zmiany znaku, ktore to juz
wskazaliSmy. O

Lemat 14. Zatozmy ze Y = (Y1,...,Ys) jest wektorem niezaleznych zmiennych losowych o
identycznym rozktadzie takich, ze Y1 > —L p.n. dla pewnego L > 0. Niech ® : R — R bedzie
funkcjg mierzalng ograniczong z dotu oraz sg € R. Ponadto niech dla kazdych 0 < dy <
c1,co < do takich, ze d% + d% = c% + c% <1 oraz dla kazdego s > sg + c1L + co . zachodzi

E® (s + d1Y1 + doYs) <E® (s + c1Y1 + e2Y2)
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Wowczas dla dowolnych (c1, ..., ¢cp), (d1,...,dy) € Si_l takich, ze —L 2?21 cj > so zachodzi
wynikanie

n

(A,...,3&)=<(d,...,d%) = Ed ZdY <E® (Y ¢Y;

j=1
Dowdd. Zatormy, ze (c1,...,cpn), (d1,...,dy) € Si_l i sa takie, ze (c2,...,c2) < (d3,...,d?)
oraz —L Y% ¢; > so. W lemacie 7 dowiedlismy, ze wektor (c2,...,c2) mozna uzyskaé z
wektora (d2, . ..,d2) poprzez skoficzong liczbe operacji postaci
Tj)"k(zl, conzZn) = (21500, 2j—1, A% F (L= N2k, 2415 -5 Z—1, A2k + (1= N) 25, Zhg 15 - - -5 2n),s

dla odpowiednich A € [0,1] oraz 1 < j < k < n.
Najpierw wykazemy, ze przy przyjetych zatozeniach operacje T)‘ przeprowadzajace wektor

d> = (d?,...,d>) na c® = (3,...,c%) zwigkszaja érednig funkcji <I> W tym celu wykazemy,
ze zachodzi implikacja
E < (@2, (@) = TN = ED((d,Y)) <E ((d",Y)) (5)

Bez straty ogdlnosci zatozmy zatem, ze A € (0,1) oraz i = 1,j = 2, tj.

& = ME+ (1= Vg, df =\ AR+ (1 - NdE oraz &) =dj, dlaj>2.

Woéwezas zachodzi 0 < dy < dY,dy < djy wraz z df +d¥ = d}?+d5? < 1 oraz dj +djy > d} +d,
gdyz z nier6wnosci miedzy Srednig arytmetyczng i potegowa wynika, ze

&+ df = (AR + (1= N + /A + (1 NP
> M)+ (1= N)dy + Ady + (1 — N)d) = dy + db.

Wobec tego, widzimy ze dla u,v € Sﬁfl zachodzi implikacja,
n n
D=t = Y <3,
j=1 j=1

tj. zaaplikowanie operacji typu Tj)‘k do wektora kwadratow wspodlczynnikéw zwieksza sume
wspolczynnikéw. Teraz jesteSmy w stanie rozpisac

((d",Y) =E® | diY1 + d5Ya+ Y d}Y;
j=3

n n
=E |E® | d/Y1 +d5Yo+ ) _diY; | | D djY;
j=3 j

>E |E® | diYr+doYa+ Y djY; | | djY;| =B ((d,Y)).
Jj=3 j

W nieréwnosci wykorzystaliémy zaktadana nieréwnosé punktows wewnatrz warunkowej war-

tosci oczekiwanej dla s = > =3 d;Y co bylo mozliwe dzieki temu, ze
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1. Warto$é zmiennej warunkujacej spetnia
n n
Y dY; = so+d{L+dyL < —d{L—dyL+ ) djY; > s,
j=3 j=3

co jest prawda, gdyz
n n n
~d{L—dsL+Y diY; > ~L|d{+d5+ ) d;| ==L ¢ > s,
j=3 j=3 j=1

a przedostatnia nieréwnosé zachodzi ze wzgledu na ¢® < (d”)? i wezesniejsza obserwacje,
ze zaaplikowanie operacji typu Tj’\k do wektora kwadratow wspotczynnikow zwicksza
sume wspo6tczynnikow.

2. Wartosci oczekiwane zmiennych ®({(d’,Y)) i ®((d”,Y)) sa dobrze okreslone, gdyz ® jako
funkcja jest ograniczona dotu, a zatem wartos¢ oczekiwana czesdci ujemnej rozwazanych
zmiennych jest skoriczona.

Wybierzmy ciag operacji postaci Tj’}k transformujacy d? na c?. Ustalmy jedna z nich i zalozmy
ze dokonuje transformacji T]’}k (d')? = (d")?. Poniewaz jest to ciag operacji przeprowadzajacy
d? na c? i porzadek Schura jest przechodni, wiec ¢? < (d”)%. Zatem na mocy implikacji (8),
E®((d',Y)) <E®((d",Y)), co znaczy, ze w kazdym kroku T]’\k zwieksza Srednig funkcji @, a
zatem ostatecznie otrzymamy

E®((c,Y)) > E®((d,Y)).
O

Uwaga 1. Zalozenie o ograniczonosci funkcji ® z dotu mozna zastgpi¢ ogdlniejszym, wyma-
gajgcym jedynie by dla kazdego u € Si_l

a) czesé dodatnia zmiennej ®((u,Y')) byta catkowalna
lub
b) czesé ujemna zmiennej ®((u,Y)) byta catkowalna.

Lemat 14 zostal sformulowany przy silniejszych zatozeniach ze wzgledu na to, ze tylko w takiej
wersji bedziemy go wykorzystywaé.
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Rozdziat 3

Glowne twierdzenie

3.1. Dowéd

Twierdzenie 15. Niech X; bedq niezaleznymi zmienny losowymi o rozktadzie Exp(1). Wow-
czas dla dowolnych ¢,d € Si_l zachodzi

(2,...,2)=(d,...,d%)=h ZdX <h> X
j=1

Dowaod. Dla klarownosci dowod przedstawimy w podziale na kroki.

1. Na potrzeby skorzystania w dalszej czesci dowodu z metody przecinajgcych sie gestosci
(lemat 13) wprowadzmy zcentrowane zmienne losowe Y; = X; — EX;. Niech f, oraz fg
beda gestosciami zmiennych Z?’:l ¢;Yj oraz Z;‘L:1 d;Y;. Dzigki niezmienniczosci entropii
ze wzgledu na przesuniecia (5) (skrotowo nzm) oraz wtlasnosci (6) (skrotowo maz), w
celu udowodnienia twierdzenia wystarczyloby wykazaé¢, ze — [ felnfo > — [ faln fe,
gdyz wowczas

S | [mpez = [ S - [ Y4,
=1 i=1

Innymi stowy, musimy sprawdzié, ze dla funkcji ® = — In f. zachodzi
n n
E® | Y diY; | <ER | ) ¢Y;
j=1 j=1

2. W tym celu wykorzystamy lemat 14. Wprowadzmy state s = — > " j=1Cj oraz L=1w
roli L (aby uniknaé¢ przysztego konfliktu oznaczen). Przywotajmy zalozenia lematu:

e Zachodzi Y; > —L=-1pn., co jest prawda.

e Funkcja f., jako splot funkcji ograniczonych bedzie ograniczona z géry, wobec czego
funkcja ® = — In f,. bedzie ograniczona z dotu. Ponadto funkcja ® jest mierzalna.
Warto zauwazy¢, ze ograniczono$¢ z dotu funkeji ® mozna réwniez wywnioskowaé
z tezy wniosku 11.
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e Dla kazdych 0 < dj < ¢1,c9 < do takich, ze d% + d% = c% + c% < 1 oraz dla
§>s9+c1+cy=— 2?13 ¢j ma zachodzi¢

E® (s 4+ diYr + doYs) <E®(s+ c1Y1 + 2Y2).

Prawdziwo$¢ ostatniego zatozenia wykazemy z wykorzystaniem lematu 13.

3. Niech s > sg+c1 + ¢y = — Z?:3 ¢j. Zdefiniujmy zmienne losowe U = s + d1Y1 + doY>
1V =s+c1Y1 4 coYs oraz stale L' = essinfU = s — (dy +da) i L = 59 < essinf V =
s — (c1 + ¢2). Pozostaje nam sprawdzi¢ zatozenia lematu 13.

e Dzigki zcentrowaniu zmiennych Y; i réwnosci ¢ + 3 = d? + d3 zmienne U, V maja
rowne pierwsze i drugie momenty.

W istocie, L oraz L' sa zdefiniowane tak, by U > L' oraz V > L p.n.

Dla funkcji ® = —In f, na mocy wniosku 11 zachodzi ®” < 0, poniewaz f. jest
przesunieta gestoscia splotu zmiennych wyktadniczych.

Zachodzi ®(LT) = oo, jest tak poniewaz f.(LT) = 0, co wynika z lematu 12.

E® (s+ d1Y1 +d2Ys) i E® (s+ 1Y + c2Y2) sa dobrze okreslone. Wynika to z
faktu, ze funkcja ® jest ograniczona z dohlu oraz, ze no$nik zmiennej U, suppU =
[s—dy—d2,0), oraz zmiennej V', supp V = [s—c1 —c2, 00), zawieraja sie w nosniku

funkeji @, supp ® = (— Z?:l ¢j,00). Jest tak poniewaz

n
S—dl—d228—01—02280+C1+62—C1—62=—ZC]‘-
=1
e Ponadto widzimy, ze L' = s — (d1 +d2) > —>°7_, ¢j = L.

e Rozmica gestosci fy — fy zmienia znak doktadnie trzy razy w przedziale (L', 00) i
jest dodatnia w punkcie L', co pokazemy w nastepnym kroku.

4. Gestos¢ zmiennej a Xy + bXo, dla a # b zapisuje sie jako

e—x/a _ e—x/b

faX1+bX2 (x) = Tl[(],oo) (ﬁ),

natomiast w przypadku a = b wynosi
1 —z/a
faX1+bX2 (:L‘) = aigl‘e 1[0,00)(££)'

Z zalozenia L' = essinf U oraz lematu 12 wnioskujemy ze fy;(L') = 0, a zatem faktycznie
roznica gestosci fyy — fu jest dodatnia w L/

fv(L) = fu(l) = fy(L) > 0.

Pozostaje wykazaé, ze réznica gestosci fiy — fu posiada doktadnie 3 punkty zmiany
znaku na przedziale (L', 00). Dzieki rownosci dwoch pierwszych momentéw zmiennych
U,V , na mocy lematu 9 posiada ona co najmniej trzy punkty zmiany znaku.

W przypadku ¢; # co jest ona postaci
4
(fv = fo)(@) = aje™",
j=1
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a zatem na mocy lematu 8 nie moze mieé¢ wiecej niz trzy pierwiastki. Z kolei w przypadku
c1 = cy jest ona postaci

(fv — fu)(z) = are” M 4+ age” * + azxe” B*

— ¢ B% (ale—(m—ns)m + a26—(772—7l3)1" + a;;x) —- e—ﬁzrf‘(x).

Liczba pierwiastkow funkeji fir — fir jest rowna liczbie pierwiastkow funkeji f. Rozumu-
jac podobnie jak w dowodzie lematu 8, gdyby funkcja f miata wiecej niz trzy pierwiastki,
to jej pochodna f’ na mocy twierdzenia Rolle’a miataby wiecej niz dwa pierwiastki.
Przeczyltoby to lematowi 8, gdyz f’ jako suma trzech funkcji wyktadniczych (jeden z
sktadnikow to zdegenerowana funkcja wykladnicza rowna stalej) nie moze mie¢ wiecej
niz dwa pierwiastki. Wobec tego réznica gestosci fyy — fy na przedziale (L', 00) posiada
doktadnie trzy punkty zmiany znaku.

O

Wnioski

Whniosek 16. Niech X bedq niezaleznymi zmzenny losowymi o rozktadzie Gamma(a, 5) dla
pewnych o, B > 0, tj. o gestosci f(x) =c-z* e P dlax >0 ic= p*/T(a). Wowczas dla
a =k €N i dowolnych c,d € Sﬁ_l zachodzi

(..., &)= (d,....,d>)=>h ZdX <h|> X,
j=1

Dowdd. Bez starty ogolnosci mozemy zatozy¢ ze f = 1, gdyz dla Y ~ Gamma(a, 3) przeska-
lowana zmienna Y’ = 8Y ma rozklad Gamma(a, 1), a przeskalowanie zmiennych w postulo-
wanej nieré6wnosci jest przeksztatceniem rownowaznym

Niech dane beda zatem zmienne losowe X; ; ~ Exp( ). Prawda jest ze Y; ~ X1 +--- +
X . Wprowadzmy stale d;; = d;/Vk oraz ¢j; = ¢j/Vk dlal < j <norazl <i < k.
Mozemy woéwczas zapisac

n n k n k
DdiYi | =h ([ VEY D diiXji | =WVEk+h (D> diiX;,
j=1 j=1i=1 j=1i=1
Wyboér wspotezynnikow (cj;) oraz (d;;) gwarantuje, ze ZJ Liz ldJQl = > ku 1 JQZ =1

Porzadek ¢? < d? jest zachowany gdy potraktujemy (c;;) oraz (d;;) jako wektory z S”k_l.
Poprzez wykorzystanie gtéwnego twierdzenia otrzymujemy wowczas postulowang nierévvnoéc’

n

n k n k
ln\/eqh szj’in’i §ln\/E+h chj’in’i =h ZC]'}/]'

j=1i=1 j=11i=1 j=1
O

Niestety, z pomoca prezentowanych technik, nie da sie obej$¢ zalozenia a@ € N. Istnieje
natomiast pokrewny rezultat, silniejszy w tym ze dopuszcza niecatkowite wartosci «, a stabszy
w tym ze stwierdza jedynie o maksymalnosci entropii dla sumy z ré6znymi wagami.

21



Twierdzenie 17. [14] Niech X bedq niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie Gamma(c, )
dla pewnych o, 8 > 0. Wowczas dlan € N i« € R takich, ze a > 1/n, oraz dowolnego wektora
de Sﬁ_l zachodzi

n X1+ + X,
h| ) diX; gh().
j=1 vn

3.3. Otwarte pytania

W zwiazku z zaprezentowanymi rezultatami nasuwaja sie nastepujace mozliwe uogdlnienia
oraz pokrewne pytania.

1. Czy gloéwne twierdzenie jest prawdziwe dla szerszej klasy zmiennych, tj. innych niz
zmienne wyktadnicze i mieszanki gaussowskie? W szczegdlnosci, czy podobny fakt jest
prawdziwy dla zmiennych jednostajnych U([—a,al), badz tez dla zmiennych logwkle-
stych?

2. Czy analogicznie jak dla mieszanek gaussowskich, gléwne twierdzenie jest prawdziwe
dla mieszanek rozkladéw wyktadniczych?

3. Przy zalozeniach gtéwnego twierdzenia prawdziwa jest nieréwnosé

Xo+...Xn11
vn ’

Mozna zatem zadac¢ sobie zadaé¢ pytanie [12] dla jakiej klasy zmiennych losowych praw-

dziwa bedzie nieré6wnosé

h(X1+ X2) <h <X1 +

h(X1 + X2) < h(X1 + G),

gdzie G jest niezalezng od X zmienna gaussowsks o takiej samej wariancji?

3.4. Alternatywne techniki

Kluczowym komponentem dowodu gtéwnego twierdzenia jest obserwacja, iz gestosé f. zmien-
nej ,docelowej” (docelowej, bo dochodzimy do niej transformacjami Tj‘k) spelnia

(—Inf.)" <0,

co jest niezbedne do skorzystania z metody przecinajgcych sie gestosci. W lemacie 10 skrupu-
latnie udowodnilismy, ze dla f bedacej gestoscig splotu zmiennych wyktadniczych zachodzi

(In f(x)) + max A >0, (Inf(z))” <0oraz (Inf(z))” > 0.

Byé moze nie jest przypadkiem, ze znak nieréwnodci alternuje dla kolejnych pochodnych.
Rozwazmy na przyktad f bedaca splotem n zmiennych Gamma(a, 3), wowczas

g dr L (na— 1)z~ ! = dlan=1
2 ) = R e 16 Bz _ ) )
1) = (o ) {<na (-1 e dlan > 1,

Posta¢ pochodnych daje nadzieje co do tego, ze analog wniosku 11 bedzie prawdziwy dla
ogoblniejszej klasy rozkladow. Ponadto, mozna zaobserwowaé ze dla naw —1 > 0, tj. a > 1/n
rowniez zachodzi (In f)” > 0, co jest w koincydencji z zalozeniami twierdzenia 17. Nasuwa
sie zatem nastepujace pytanie.
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Pytanie 1. Niech X bedzie cigglq rzeczywistg zmienng losowqg. Dla jakich rozktadow zmiennej
losowej X, dla kazdego u € R™ lub R"} gestosé f, sumy u1 Xy + ... u, Xy, spetnia

a) (Inf,)” >0?
Mozna rowniez zastanawiaé sie kiedy spetniony jest silniejszy warunek
b) (=1)"t(In £,)™ > 0 dla kaidego n > 27

Postawione pytanie moze budzi¢ skojarzenia z teorig tzw. funkcji catkowicie monotonicznych
[9, Podrozdzial XIII.4|, gdzie przedmiotem rozwazan sa funkcje ¢ : (0,00) — R spelniajace
wlasnosé

Vnen Vaso (—1)"™ () > 0.

By¢ moze daloby sie za pomoca tej teorii uprosci¢ i wzmocni¢ lemat 10 udzielajac odpowiedzi
na nastepujace ogdlne pytanie odnosnie zachowywania wtasnosci calkowitej monotonicznosci
przy splataniu funkcji.

Pytanie 2. Niech dane bedqg funkcje f,g,h : R — R i niech f bedzie funkcjq catkowicie mono-
toniczng. Dla jakich funkcji g i przy jokich ewentualnych dodatkowych zatozeniach odno$nie
funkcjyi f, funkcja h zadana réwnaniem

e @) = o~ F(@) 4 pmo(@) _ /

=1 @) =90) gy — / W) e=9(e=1) gy
R

R

jest catkowicie monotoniczna? Co w przypadku gdy bedziemy rozpatrywac jedynie f i g takie,
ze e~ ie79 sq gestosciami prawdopodobienstwa? Co w przypadku gdy ograniczymy dziedzine
do przedziatu (0,00)?
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