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Wstep

Teoria U-statystyk, zapoczatkowana w latach czterdziestych XX w. pionierski-
mi pracami Hoeffdinga [27] i Halmosa [25], stanowi naturalne rozwiniecie, lezacej
u podstaw rachunku prawdopodobienstwa, teorii sum niezaleznych zmiennych loso-
wych. Zgodnie z wprowadzong przez Hoeffdinga definicja, U-statystykami rzedu d
nazywamy zmienne losowe postaci

Z Xy, Xiy)s

101, nyig<n

GEk=i; 70,
gdzie X7, X5, ... to ciag zmiennych i.i.d., zas h jest pewna funkcja o d argumentach.
W szczegolnoscei, U-statystyki rzedu 1 to sumy zmiennych i.i.d. Na przestrzeni lat
definicja U-statystyk zostala w naturalny sposéb rozszerzona, obejmujac m. in. sumy
jak powyzsza, oparte niekoniecznie o cigg i.i.d., czy sumy w ktorych zamiast jednej
funkcji A mamy cata rodzine funkcji h;, . ;,. Wprowadzono tez tzw. U-statystyki
uniezaleznione. Doktadniejsze definicje zostang zaprezentowane w nastepnych roz-
dziatach pracy, tutaj ograniczmy sie tylko do stwierdzenia, ze istotna role w badaniu
U-statystyk odgrywa ich stosunkowo nieskomplikowana, algebraiczna definicja oraz
zwigzane z nig symetrie i regularnosc.

Badania nad U-statystykami motywowane sa w duzym stopniu zastosowania-
mi, gdyz pojawiaja sie one jako kanoniczne estymatory nieobcigzone, sg sktadni-
kami wyzszych rzedéw w rozwinieciach asymptotycznych gtadkich statystyk, a w
przypadku zmiennych zaleznych uzywane sa do estymacji wymiaru korelacyjnego
uktadéw dynamicznych. U-statystyki maja takze zwigzki z teorig graféw losowych
(np. z problemami zliczania liczby kopii danego podgrafu, wystepujacych w grafie
losowym). Istotnym aspektem teorii jest rowniez wewnetrzna elegancja i charaktery-
styczna prostota sformutowania problemoéow, ktorych rozwiazanie czesto okazuje sie
skomplikowane.

Teoria U-statystyk i zwiazana z nia teoria U-proceséw (odpowiednik teorii pro-
ceséw empirycznych) w duzej mierze zajmuje sie¢ przeniesieniem na U-statystyki
klasycznych wynikéw, dotyczacych sum niezaleznych zmiennych losowych. Dobrym
przyktadem jest tu juz pierwsza praca Hoeffdinga [27], w ktérej uzyskano wersje cen-
tralnego twierdzenia granicznego dla U-statystyk. Rowniez Hoeffdingowi zawdzie-



czamy prawo wielkich liczb przy zalozeniu catkowalnosci funkeji h [28] oraz pod-
stawowe nieréwnosci eksponencjalne. Z kolei pierwsze prawo iterowanego logarytmu
dla U-statystyk rzedu wigkszego od 1 zostalo udowodnione na poczatku lat siedem-
dziesiatych przez Serflinga [46]. Wspdlna cecha powyzszych wynikow jest, ze daja
one jedynie warunki dostateczne na zachodzenie odpowiednich twierdzen, przy czym
warunki te sa réwniez warunkami koniecznymi jedynie w przypadku sum niezalez-
nych zmiennych losowych (U-statystyk rzedu 1). Co wiecej, twierdzenia te okazaly
sie do pewnego stopnia nieprecyzyjne, dla przyktadu centralne twierdzenie graniczne
i prawo iterowanego logarytmu udowodnione zostaty przy bardzo silnych normowa-
niach, ktore juz w pewnych kanonicznych przypadkach dajg trywialne, zerowe gra-
nice, podczas gdy zmiana normowania moze prowadzi¢ do nietrywialnych rozktadéw
granicznych czy niezerowej granicy w prawie iterowanego logarytmu. Bardziej precy-
zyjne odpowiedniki klasycznych twierdzen rachunku prawdopodobienstwa pojawity
sie na poczatku lat osiemdziesiatych, gdy Rubin i Vitale [44] wykazali, ze przy stab-
szym normowaniu i dodatkowym zatozeniu, tzw. kanonicznosci (pojecie to zostanie
zdefiniowane w dalszej czesci pracy), rozktady U-statystyk daza do rozktadéw wie-
lokrotnych catek stochastycznych wzgledem odpowiednich procesow gaussowskich.
Pojawity sie tez wersje prawa iterowanego logarytmu ze stabszym normowaniem
[11]. W dalszym ciagu nie byly jednak znane warunki konieczne i dostateczne dla
zadnego z podstawowych twierdzen granicznych.

Przetom w badaniach U-statystyk nastapit na poczatku lat dziewiecdziesiatych,
wraz z wprowadzeniem pojecia uniezalezniania (ang. decoupling). W szczegdlnosci
wyniki de la Peni i Montgomery’ego-Smitha pozwolity na sprowadzenie badania kla-
sycznych U-statystyk do tzw. U-statystyk uniezaleznionych, ktore warunkowo mozna
traktowaé jako sumy niezaleznych zmiennych losowych. Pozwolito to na wykazanie,
ze warunki dostateczne z pracy Rubina i Vitalego sa warunkami koniecznymi w
centralnym twierdzeniu granicznym dla U-statystyk (Giné, Zinn [23]). Okazalo sie
takze, ze jest to jedyny przypadek w ktorym naturalne odpowiedniki warunkow dla
sum niezaleznych zmiennych losowych sa warunkami koniecznymi dla odpowiednich
twierdzen dla U-statystyk. W przypadku prawa wielkich liczb, odpowiednie warunki
zostaly znalezione przez Latale i Zinna [36] i okazuja sie by¢ duzo bardziej skompli-
kowane niz w przypadku klasycznym. Jesli chodzi o prawo iterowanego logarytmu,
warunki konieczne i dostateczne do niedawna znane byly jedynie dla U-statystyk
rzedu 2 (nie liczac oczywiscie klasycznego przypadku U-statystyk rzedu 1). Zostaty
one znalezione przez Giné, Kwapienia, Latate i Zinna [24] i podobnie jak w przy-
padku prawa wielkich liczb, okazuja sie by¢ bardziej ztozone niz ich odpowiedniki
dla sum zmiennych i.i.d. Nadal, poza pewnymi szczegdlnymi przypadkami, nie jest
znana postaé¢ granicy w prawie iterowanego logarytmu.

Niniejsza rozprawa poswiecona jest rozszerzeniu wynikéow znanych dla sum nieza-
leznych zmiennych losowych i U-statystyk rzedu 2 na U-statystyki dowolnego rzedu.
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W szczegblnosci w obszarze zainteresowan pozostaje badanie wzrostu momentéw
oraz zachowania odchylen U-statystyk rzeczywistych i o warto$ciach w przestrze-
niach Banacha. Problemom tym poswiecona jest pierwsza czes¢ pracy, w ktorej
uogolniamy klasyczne wyniki dotyczace U-statystyk szczegdlnego rodzaju, jakimi
sa gaussowskie chaosy jednorodne, na chaosy generowane przez ogolniejsza klase
zmiennych, znajdujemy takze ich wersje dla ogolnych U-statystyk o warto$ciach w
przestrzeniach Banacha. Otrzymane oszacowania wyrazone sa poprzez wartosci ocze-
kiwane supremoéw procesow empirycznych, analogicznie jak w klasycznych nierow-
nosciach dla chaoséw gaussowskich (Borell [7], Arcones-Giné [6]). Nastepnie przed-
stawiamy doktadne oszacowania momentéw i odchylen U-statystyk rzeczywistych
i o wartosciach w przestrzeni Hilberta, uogélniajac wyniki Giné, Lataty i Zinna,
dotyczace rzeczywistych U-statystyk rzedu 2 [18].

Uzyskane nieréwnosci eksponencjalne pozwalaja w drugiej czesci pracy rozsze-
rzy¢ podana przez Giné, Kwapienia, Latale i Zinna charakteryzacje prawa iterowa-
nego logarytmu na U-statystyki dowolnego rzedu. Wyniki prezentowane w tej czesci
rozprawy pochodzg ze wspolnego artykutu z Rafatem Latalg. W niniejszej pracy
udato si¢ jednak uprosci¢ czes¢ dowodow.

Podziekowania Pragne wyrazi¢ swojg wdziecznos¢é Promotorowi, prof. Rafalowi
Latale, ktéry wprowadzil mnie nie tylko w problematyke U-statystyk, ale takze w
teorie prawdopodobienstwa. Praca ta nigdy by nie powstata, gdyby nie jego wska-
z6wki i opieka. Chcialbym takze podzigkowaé prof. Stanistawowi Kwapieniowi za
liczne uwagi, zwigzane z artykutami, w ktorych przedstawione zostaty gtéwne wyni-
ki pracy. Duzo zawdzigeczam takze rozmowom z innymi Doktorantami, zajmujacymi
sie probabilistyka na Wydziale Matematyki, Informatyki i Mechaniki Uniwersytetu
Warszawskiego oraz w Instytucie Matematycznym PAN.

Osobne podziekowania kieruje do Rodzicow, ktorzy wspierali mnie przez caty
okres pracy nad niniejsza rozprawa.
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Ogdlne zalozenia i notacja

Ze wzgledu na zalezno$¢ sktadnikéw sum definiujacych U-statystyki od wielu
zmiennych, istotne jest wprowadzenie przejrzystej notacji, pozwalajacej na czescio-
we uproszczenie do$é skomplikowanych wzorow, pojawiajacych sie przy badaniu tej
klasy zmiennych losowych. Notacja, ktéra proponujemy jest oparta na ksiazce [12],
najpetniejszej jak dotad pozycji na temat U-statystyk.

W pracy rozwazamy U-statystyki stalego rzedu d € N\{0} =: N*. Moga by¢
one oparte na jednej prébee, czyli ciagu (X;);en+ niezaleznych zmiennych losowych
lub na d probkach, czyli macierzy (Xi(k))ieN*7 k=1,....d hiezaleznych zmiennych losowych
(niekoniecznie o tym samym rozkladzie). W obu przypadkach zaktadamy, ze zmienne
przyjmuja wartosci w przestrzeni (3, B), gdzie 3 jest przestrzenia polska, zas B —
o-ciatem zbioréw borelowskich.

Przez i,j € (N*)¢ bedziemy oznacza¢ multiindeksy zwigzane z zakresem sumowa-
nia w definicji U-statystyk. Przyjmujemy konwencje i = (i1,...,%4),j = (J1,-- -, Ja)-
Zdefiniujmy ponadto |i| = maxg<g |ix|.

Wprowadzmy takze nastepujace oznaczenia

I, ={1,2,...,d},
IT={i e (N9 [i| < n,ij # i, dlaj # k}.

W szczegdlnosei I¢ nie oznacza potegi kartezjanskiej zbioru I,,, aczkolwiek I! =
I,,. Notacja ta jest spdjna z wprowadzong w [12].

Ponadto dla multiindeksu i zdefiniujmy

Xi = (Xi17 e aXid)7
Xdee = (x (M x\Dy,

gdzie indeks ,dec” pochodzi od stowa decoupled. W sytuacji gdy X; beda miaty te
same rozktady, bedziemy pisac

X = (Xy,...,Xa).

Bedziemy odwotywaé sie takze do podzbiorow zbioru indekséw. Dla J C [I; oraz
multiindeksu i oznaczmy
Xdee — (x V)
iy

15 )jEJ'
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Analogicznie
Xy = (Xj)jes-
W powyzszej notacji odpowiednie U-statystyki zwiazane z ciagiem (X;) oraz
macierza (XZ-(k)) mozna zdefiniowa¢ jako

> (X)) =Y h(Xy,...,X;,) - U-statystyka zwyczajna,

ield ield
S h(X{) =Y hi(XZ-(ll)7 . ,X,L»(j)) — U-statystyka uniezalezniona (decoupled),
il<n il<n

gdzie dla kazdego i z zakresu sumowania h;: ¢ — B jest funkcja borelowska o
warto$ci w odpowiedniej przestrzeni Banacha.

Bedziemy takze rozpatrywaé szczegélny przypadek U-statystyk, jakim sa cha-
osy, czyli wieloliniowe formy od niezaleznych zmiennych losowych. Odpowiada to
sytuacji X = R oraz hi(zq,...,24) = a; szl Ty, gdzie a; sg ustalonymi elementa-
mi przestrzeni B. W tym przypadku zmienimy notacje i do oznaczenia zmiennych
losowych definiujacych chaos bedziemy uzywaé malych liter alfabetu greckiego, np.
(M )i (n§k))i€N*7k€[d. Ponadto bedziemy oznaczad

d
N = H nik7
k=1

d
ec k
k=1

Oznaczenie to stoi w drobnym konflikcie z notacja Xj, X, poniewaz jednak bedzie
sie pojawia¢ w odpowiednim kontekscie, nie powinno prowadzi¢ do niejednoznacz-
nosci (oznaczenia te réwniez sg zgodne z notacja z [12]).

W szczegblnosci bedziemy rozpatrywaé¢ dwa rodzaje chaoséw, tj.

d
Z ain; = Z a; H m;, — chaos zwyczajny,

ierd ierd k=1
d
Z an = Z a; 771(5) — chaos uniezalezniony.
lil<n fil<n k=1

Poniewaz w dowodach bedziemy rozpatrywac takze tzw. U-statystyki zrandomi-
zowane, w rozdziale dot. praw iterowanego logarytmu uzyjemy nastepujacej notacji

d
ec ec k 1 d
T elecp(Xder) = 37 [Hggg}mxfﬁ,...,de’x
lil<n lil<n ~k=1

gdzie (Egk)),-eN*,ke 1, to macierz niezaleznych zmiennych Rademachera (tzn. nieza-
leznych, symetrycznych zmiennych losowych o wartosciach £1), niezaleznych od

. k
zmiennych (Xi( ))ieN*,keId-



Wielokrotnie, liczac wartosci oczekiwane warunkowo, bedziemy catkowaé¢ tylko
wzgledem pewnego zbioru zmiennych. Przyjmijmy zatem notacje [E; na okreslenie
catkowania jedynie wzgledem zmiennych (Xi(k))i badZ zmiennej X, (w zaleznosci od
kontekstu, nie powinno to prowadzi¢ do niejednoznacznosci). Podobnie dla zbioru
1, E; bedzie oznaczaé catkowanie wzgledem (XZ(k))keI7i lub wzgledem (Xj)ker. Na
przyktad

B 3 h(xi)

lil<n

oznacza catke wzgledem (Xi(,f))kel,ign, zas

E/lh(Xy, ..., Xq)|

catke wzgledem (Xj)ger-

Bedziemy takze stosowali standardowe oznaczenia dla przestrzeni LP oraz p-tych
norm (|| - ||,) zmiennych losowych.
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Podstawowe fakty wykorzystywane
W rozprawie

W niniejszym rozdziale prezentujemy kilka podstawowych twierdzen z teorii U-
statystyk, w szczegolnosci twierdzenie o uniezaleznianiu, pochodzace od de la Peni
i Montgomery’ego-Smitha. Przedstawimy takze kilka klasycznych faktéw, dotycza-
cych zwigzkéw miedzy oszacowaniami momentéw i odchylen zmiennych losowych.

Twierdzenie o uniezaleznianiu

Jak juz wspomnielismy we Wstepie, jednym z najwazniejszych twierdzen, odpo-
wiedzialnych za przetom w teorii U-statystyk, jest wynik dotyczacy poréwnywania
odchylen i momentéw U-statystyk zwyczajnych i uniezaleznionych. Rezultat ten ma
istotne znaczenie, gdyz U-statystyka uniezalezniona moze by¢ warunkowo traktowa-
na jako suma niezaleznych zmiennych losowych, co pozwala stosowaé¢ do niej caly
klasyczny aparat matematyczny zwiazany z takimi sumami. Umozliwia to w szcze-
gblnosci przeprowadzanie dowodéw indukcyjnych, gdzie indukcja przebiega wzgle-
dem rzedu U-statystyki. Ponizej przedstawiamy wersje T'wierdzenia o uniezaleznia-
niu, pochodzaca z monografii de la Peni i Giné [12].

TWIERDZENIE 1 (de la Pena). Rozwazmy liczby naturalne n > d oraz (X;)P,
— cigg niezaleznych zmiennych losowych o wartosci w przestrzeni (3, B). Rozwaz-

my takze (X-(k))ign, k =1,...,d - niezalezne kopie ciggu (X;)I,. Niech ponadto

(2

(B, || - ||) bedzie oSrodkowq przestrzenig Banacha oraz, dla kazdego i = (iy,...,iq) €
I¢, miech hi: ¢ — B bedzie funkcig mierzalng, takq, ze E||hi(X,,, ..., X:,)|| < oo.

Niech ®: [0,00) — [0, 00) bedzie funkcjq wypuklq, niemalejacq, spetniajgcq warunek
E®(||hi( Xy, ..., Xi,)||) < oo dla wszystkich i € I¢. Wéwczas,

ECI)(H Z hi(Xiu s 7Xid)
ierd

) < Ecp(cdH izd h(xY, . ,X(d))‘

n

gdzie Cy = 2%(d? — 1)((d — 1)) — 1) x ... x 3. Jesli ponadto funkcje h; sq sy-
metryczne, tzn. dla dowolnych 1, ...,xq € X oraz wszystkich permutacji o zbioru

x1il



Iy={1,...,d},
hil,...,’id(xla e ,ZL‘d) = hi017...7iad (IL‘UI, e ,Jfgd),

to zachodzi nierownosé odwrotna, tzn.

1
Ed( W”(d—l)'H; m(x, x|

).

Prawdziwe jest takze twierdzenie, méwiace o poréwnywaniu odchylen U-statystyk
zwyczajnych i uniezaleznionych. Przedstawiamy je ponizej, réwniez w wersji z [12].
Wynik ten jest formalnie silniejszy od poprzedniego twierdzenia, ktore wynika z
niego poprzez catkowanie przez czedci, niemniej poréwnywanie momentéw uzywane
jest w jego dowodzie. W dalszej czedci pracy, do obu twierdzen bedziemy odwoltywaé
sie jako do twierdzenia o uniezaleznianiu.

), < IE(P(H > hi(Xiy, ..., Xay)
ield

TWIERDZENIE 2 (de la Penia, Montgomery-Smith).  Rozwazmy liczby naturalne
n > d oraz (X;)l, — cigg niezaleinych zmiennych losowych o warto$ci w przestrzeni

(3, B). Rozwazmy takze (X'(k))z‘gm k= 1,...,d - niezalezne kopie ciggu (X;)",.

Niech ponadto (B, || - ||) bedzie oSrodkowq przestrzeniqg Banacha oraz, dla kaZdego
i = (i1,...,1q) € I, niech h;: ©¢ — B bedzie funkcig mierzalng. Wowczas, istniejq

stale Cq € (0,00), zalezne tylko od d, takie, Ze dla wszystkich t > 0,

P(H Z hi(Xz'17 s 7Xid)

>1) < CP(|| S m(x, .. X5 > t/cy).
ield

iergd
Jesli ponadto funkcje h; sq symetryczne, tzn. dla dowolnych xi,...,xq € X oraz
wszystkich permutacji o zbioru Iy = {1,...,d},

hil,...,’id(xla e ,ZL‘d) = hi017...7iad (IL‘UI, e ,Jfgd),

to zachodzi nierownoscé odwrotna, tzn. dla dowolnego t > 0,

P(| S mx, . x| > 1) < DaP(|| 3 hi( X, X3,)
ierd ield

> t/Dd) ,
gdzie Dy € (0,00) zalezg tylko od d.

Podstawowe zwigzki miedzy oszacowaniami momen-
tow i odchylen zmiennych losowych
Przedstawimy teraz klasyczne fakty dotyczace oszacowan odchylen zmiennych loso-

wych, z ktorych bedziemy intensywnie korzysta¢ w dalszej czesci pracy. Zaczniemy
od nastepujacego prostego twierdzenia.

Xiv



TWIERDZENIE 3. Rozwazimy nieujemng zmienng losowg X . Dla dowolnego p >
0 zachodzi

P(X > el|X],) < e,

W szczegolnosci, jezeli dla pewnego py = 1 oraz liczb oy, ..., Qp, G0, 61,y Gy = 0
zachodzi

X, <ao+ K> p™a

=1

dla dowolnego p > py, to dla dowolnych t > 0,

P(X > eap+t) < Lexp [— i min (—)l/al},

gdzie L zalezy tylko od K, po, m © min;<,, o.

DoOwOD. Pierwsza nier6wno$¢ wynika wprost z nieréwnosci Czebyszewa. Aby
wykazaé¢ drugg nieréwnos¢, rozwazmy

1 . t\1/a
p=pmin ()"

Zauwazmy, ze jesli dla kazdego i = 1,...,m, L > mKe, to

Zatem, jesli p > po, to
P(X > eap+1t) <P(X > e]| X|,) <e7?.
Jesli z kolei p < pg, to dla Ly = eP°, mamy trywialng nieréwnosé
P(X > eap+1t) <1< Lye™P.

Laczac powyzsze oszacowania, otrzymujemy teze. ]

Uwaga Prawdziwe jest takze twierdzenie odwrotne, oszacowanie odchylen postaci

1 . t\1/ay
P(X > ag+1t) < Lexp [ -7 Jnin (a—) }
dla t > 0, implikuje nieréwnosé || X||, < ap + K YX1%, p™a;, p > 1, gdzie K zalezy
tylko od L i (a;);. Dow6d wynika w prosty sposéb z wzoru na catkowanie przez
czeSci.
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Bedziemy takze korzysta¢ z nastepujacej wersji nieréwnosci Paleya-Zygmunda
[42].

TWIERDZENIE 4 (Paley,Zygmund, [12], Corollary 3.3.2).  Dla dowolnej nieujem-
nej zmiennej losowej Y, catkowalnej z kwadratem oraz dowolnej liczby X € (0, 1),
» (EY)?
EY?2

P(Y > AEY) > (1))

Xvi
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Oszacowania momentow
i odchylen U-statystyk






Rozdziat 1

Nierownosci dla chaosow
wielomianowych

W niniejszym rozdziale prezentujemy nieréwnosci dla szczegdlnego typu U-statystyk,
jakim sg jednorodne chaosy wielomianowe, czyli formy wieloliniowe od wektorow lo-
sowych. Otrzymane wyniki uogélniaja nieréwnosci wyprowadzone prze Borella [7] i
Arconesa-Giné [6] dla chaoséw gaussowskich oraz uzupetniaja nieréwnosci Talagran-
da [47] oraz Bousqueta, Boucherona, Lugosi i Massarta [8] dla chaoséw rademache-
rowych. Istotnym elementem jest prosta metoda dowodu, pozwalajaca na jednolite
potraktowanie przypadku gaussowskiego i rademacherowego, dotychczas rozpatry-
wanych przy pomocy roéznych srodkoéw. Metoda ta, oparta na pewnym typie ,tenso-
ryzacji” pozwala takze na odtworzenie nieréwnosci Lochowskiego [40] dla chaoséw
generowanych przez zmienne o logarytmicznie wklestych ,ogonach” oraz innych klas
zmiennych losowych, posiadajacych odpowiednie wlasnosci koncentracyjne.

1.1 Koncentracja miary dla iloczynéw tensorowych

Gléwne twierdzenie tej sekcji sformutujemy i udowodnimy uzywajac iloczynow ten-
sorowych. W natychmiastowy sposéb bedzie mozna je wyrazi¢ w jezyku chaoséw
o wartosciach w przestrzeniach Banacha. Zanim sformultujemy twierdzenie, przy-
pomnijmy, ze péinorma nazywamy jednorodng funkcje nieujemng na przestrzeni
liniowo-topologicznej, spetniajaca nieréwnosé tréjkata (w przeciwienstwie do nor-
my, pélnorma moze sie zatem zerowaé na niezerowych wektorach).

TWIERDZENIE 5. Niech X = (X3,...,X,,) bedzie wektorem losowym wR™ (nie-

koniecznie o wspdlrzednych niezaleznych), dla ktdrego istnieje stala K taka, Ze dla
dowolnej pétnormy p: R™ — Ry, zachodzi Ep(X) < 0o oraz

lp(X) = Ep(X)[l, < Ky/p sup p(a)

laf=1



dla wszystkich p > 1, gdzie || oznacza norme euklidesowq wektora o € R™.
Wowczas, jesl Xy, ..., Xq sqg niezaleznymi kopiami X oraz ®f’:1 R" — R,
jest potnorma, zachodzi nierownosc

d d d
||77Z}(® Xz) - E¢(® Xi)”p < Ky Z p#I/QE sup <® Xi,f,(%)kez) J

i=1 i=1 IC{1,....d},I£0 o |<1: kel i=1
gdzie

. Xy jesli i g,
phlaeer =\ o, jedli i€ 1,

zas K4 jest stalq zalezng tylko od K oraz d.
DowOD. Indukcja ze wzgledu na d. Dla d = 1 teza twierdzenia pokrywa sie
z zalozeniem. Zalézmy zatem, ze teza zachodzi dla dowolnej mniejszej niz d (d > 2)

liczby zmiennych X;. Uzywajac warunkowo zalozenia indukcyjnego dla d; = 1 oraz
potnormy

pr1(z) =v(X1®...0 X4 @ 1),

otrzymujemy
d d p d—1
Ex, [W(QX:) — Ex,0(Q X;)| < KPp?/? i1 V(@) Xi @ a)l.
i=1 i=1 al<l =1

Zauwazmy, ze funkcja py(7) = supj, i ¥(r ® ) jest pémorma na Q%= Re. Za-
tem, z zatozenia indukcyjnego, nieréwnosci trojkata w LP oraz twierdzenia Fubiniego,
dostajemy

d

d
E’w(@ Xi) — Ex, (@) X5)

i=1

p

(1.1)

<KL, X PR s (@ Xareo))

IC{l,...,d},derl lo|<1: kel =1

dla pewnego K,_; zalezacego tylko od Ky_; oraz d.

Pozostaje oszacowaé E|Ex,(®%, X;) — E¥(®L, X;)[P. Rozwazmy w tym celu
funkcje ¢s3: @I R" — R, zdefiniowang wzorem ¢3(z) = Ei(r ® X4). Latwo
sprawdzi¢, ze 3 jest polnorma, a zatem z zatozenia indukcyjnego,
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d—1 d—1

E|903(@ Xz‘)—]ESOza(@ Xi)|P (1.2)
d—1

_ p
<K, ) pp#”z(E sup ¢3(®Xi,f,<ak>kez)>~

IC{1,..., d—1},1#0 log|<L: kel j=1

Wystarczy teraz zauwazy¢, ze dla kazdego I C {1,...,d — 1},

d—1 d
E  sup 903(®Xz‘,1,(ak)k61> <E sup ¢(®Xi,l,(ak)kej>)
|og|<1: kel i=1 log|<1: kel i=1
co wraz z (1.1) 1 (1.2) konczy dowdd. O

Natychmiastowym wnioskiem z powyzszego twierdzenia i nieréwnosci Czebyszewa
sg oszacowania odchylen zmiennej losowej ¢(®le X;) od $redniej.

WNIOSEK 1. Przy zalozeniach Twierdzenia 5, istniejq state Ky, zalezne tylko
od K oraz d, takie, ze dlap > 1,

P(IH(Q@X) - Ev(@ X))l >

i=1 i=1
d
K, Z p#1/2E sup w(®Xi,L(ak)keI))<e_p.
IC{1,....d},I40 lo|<1: kel =1

Uwaga Zalozenia Twierdzenia 5 sa spetnione dla szerokiej klasy wektoréw loso-
wych, w szczegdlnosci dla wektoréw posiadajacych wtasnosé koncentracji subgaus-
sowskiej dla funkgji lipschitzowskich, wypuktych. Wtasnosé te (ze stala niezalezng
od wymiaru n) posiadaja m.in. wszystkie wektory X = (X,...,X,,), gdzie zmienne
X; sa niezalezne i speliaja logarytmiczna nieréwnosé Sobolewa ze wspélng sta-
la, np. standardowy wektor gaussowski w R™, X ~ A(0,1Id) (zob. np. [38]). Wla-
snos¢ koncentracji dla funkcji lipschitzowskich wypuktych posiadaja takze wektory
o wspo6trzednych niezaleznych i ograniczonych (ze stalg zalezna tylko od normy L
sktadnikéw), a nawet dowolne wektory ograniczone. W tym ostatnim przypadku
stala w nieréwnoéciach koncentracyjnych, a w konsekwencji stata K w zalozeniach
Twierdzenia 5 zalezy od macierzy wspotczynnikéw P-mieszania miedzy sktadowymi
wektora X [45].

Warto takze nadmieni¢, ze Twierdzenie 5 mozna nieco zmodyfikowaé, mianowicie
jesli zastapimy w zatozeniach (p(X) —Ep(X)) przez (p(X) —Ep(X)), oraz w tezie
V(QL, X;)—Ep(®L, Xi) przez (v(QL, Xi) —E(®L, X;))4, twierdzenie pozosta-
je prawdziwe (dowdd rézni sie tylko formalnymi zmianami). Szeroka klasa wektoréw
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losowych o wspotrzednych niezaleznych, spelniajacych to zmodyfikowane zalozenie,
zostata wprowadzona w pracy [1]. Ponizej przedstawiamy odpowiednie twierdzenie.
Poniewaz zaréwno metoda dowodu, jak i tematyka nie dotycza bezposrednio tematu
niniejszej rozprawy, dowdd twierdzenia zostanie pominiety.

TWIERDZENIE 6. Niech Xi,..., X, bedqg niezaleznymi zmiennymi losowymi,
dla ktorych istniejg state C,T € Ry, a € [0,1) takie, Ze dlat > T zachodzq nieréw-
nosci

Wowczas istnieje stata K, zalezna tylko od C,T,« taka, Ze dla dowolnej funkcji
wypuklej 1-lipschitzowskiej ¢: R™ — R zachodzi Elp(Xy, ..., X,)| < oo oraz

Plp(Xy,..., X,) > Bp(Xy,... . X,) +1) < e /K
dla wszystkich t > 0. W szczegdlnosci

1(o(X1, .., Xn) — Bo(Xa, ..., X))+ llp < Ly/p

dla stalej L zaleznej tylko od C, T, «.

1.2 Oszacowania momentow dla chaosow wielo-
mianowych

Twierdzenie 5 ma interpretacje w jezyku chaoséw uniezaleznionych. Zanim ja przed-
stawimy, wprowadzmy niezbedne definicje.

Rozwazmy wektor losowy 1 = (11, . .., 7, ) oraz jego niezalezne kopie ), ... (@,
Niech 7" bedzie przeliczalnym zbiorem d-wskaZnikowych macierzy ¢: {1,...,n}¢ —
R, ograniczonym w metryce euklidesowej. Rozwazmy zmienng losowa

d

up | S IIn)l (1.3)
1

€ lign k=

Z = sup| 3 tft| s
teT t

lil<n
W tym miejscu po raz pierwszy stosujemy uproszczony zapis, wprowadzony w roz-
dziale OGOLNE ZALOZENIA I NOTACJA. Zapis ten bedziemy konsekwentnie stosowaé
w dalszej czesci rozprawy.

W nastepnej kolejnosci zdefiniujemy wielkosci charakteryzujace ,,rozmiar” zbioru
7.



DEFINICJA 1. Dla I C I; niech

1Tl =Esup  sup | 3 [0 [] ol

teT |a®|<Lkel i<n k¢l kel

)

gdzie wewnetrzne supremum dotyczy ciggéw wektoréw n-wymiarowych (o™ €

(R™)!, indeksowanych przez zbior I, zas |a®| oznacza norme euklidesowq wektora
(k) n

o\" e R™.

Nastepujace twierdzenie jest réwnowazna wersja Twierdzenia 5, wyrazona przy
pomocy chaoséw (réwnowaznosé jest natychmiastowym wnioskiem z definicji iloczy-
nu tensorowego i twierdzenia Hahna-Banacha).

TWIERDZENIE 7. Niech n = (n1,...,m,) bedzie wektorem losowym takim, Ze
dla dowolnej pétnormy ¢ na R,

(1) —Eem)|l, < K\/ﬁlig p(a)

dla wszystkich p > 1. Wowczas, dla dowolnego ograniczonego, przeliczalnego zbioru
d-wskaznikowych macierzy, zmienna losowa Z, zdefiniowana wzorem (1.3), spetnia

1Z-EZ|, <Kq > p T, (1.4)
IC{1,...,d},T#0

gdzie Kg zalezy tylko od K oraz d. W szczegolnosci dla p > 1 zachodzi nieréuwnosé

IP’(|Z “EZ|>Ke Y p#I/ZHTHI) <e. (1.5)
IC{1,...,d},I#0

Uwaga 7 reguly rozpatruje sie¢ chaosy zwyczajne, czyli zmienne losowe postaci

d
Z =sup| >t =sup| Yt [ mal-
teT T ]

ierd T jerd k=

Dos¢ tatwo mozna sprawdzi¢, ze ta klasa chaoséw jest ogodlniejsza od chaoséw unie-
zaleznionych, tzn. dla kazdego chaosu uniezaleznionego mozna, odpowiednio zmie-
niajac macierze (t;) znalezé reprezentacje w postaci chaosu zwyczajnego.

Dla chaosow zwyczajnych oraz 1 bedacego wektorem niezaleznych zmiennych
Rademachera, nieréwnos$¢ (1.5) zostala udowodniona w przypadku d = 2 przez
Talagranda [47]. Zostala ona potem rozszerzona na dowolne d przez Bouchero-
na, Bousqueta, Lugosi i Massarta [8], z ta réznica, ze rozpatruja oni tylko gérny
ogon”, tj. P(Z > BZ + KaXrcq. ayzo 72| T |1). W przypadku chaoséw gaus-
sowskich, Borell [7] oraz Arcones i Giné [6] udowodnili podobne oszacowania dla
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P(Z > KJEZ + Sicq. ayazo P2 T 1)), ich rezultaty sg szczegdlnym przypad-
kiem oszacowan Lataly i Lochowskiego (zob. Twierdzenie 8 ponizej). Nieréwnosci,
jak te rozpatrywane przez Borella i Arconesa, Giné moga by¢ natychmiast uzyskane
z Twierdzenia 7 przy pomocy twierdzenia o uniezaleznianiu (poniewaz zgodnie z tym
twierdzeniem, zarowno ,ogony”, jak i §rednie chaosu zwyczajnego i uniezaleznione-
go sa poréwnywalne). Nie mozna jednak bezposrednio uzyskaé w ten sposéb dla
chaoséw zwyczajnych koncentracji wokét éredniej (uzywajac twierdzenia o unieza-
leznianiu tracimy stata 1 przy EZ). Z drugiej strony w Twierdzeniu 7 nie zakladamy,
ze wektor 7 ma wspoirzedne niezalezne. Ponadto dowdd przebiega analogicznie dla
zmiennych Rademachera i gaussowskich, zas metody dowodu wspomnianych nieréw-
nosci znacznie réznia sie od siebie.

Dowdd Twierdzen 5 i 7 moze by¢ przeniesiony na chaosy generowane przez zmien-
ne losowe o innych wtasnosciach koncentracji. Zilustrujemy to podajac alternatywny
dow6d wspomnianej juz nieréwnosci Lochowskiego [40], dotyczacej chaoséw genero-
wanych przez niezalezne zmienne o logarytmicznie wklestych ,jogonach”.

DEFINICJA 2. Niech N = (U(k))kgd,ign bedzie macierzqg niezaleinych, syme-

trycznych zmiennych losowych o logarytmicznie wklestych ,ogonach”, tj. takich, ze
funkcje
NP(t) = ~1ogP(X[Y| > 1), ¢ > 0,

sq wypukle. Zatézmy dodatkowo (dla znormalizowania), ze
inf{t: NP (t) > 1} =1,
i zdefintugmy funkcje ./\Nfi(k), wzorem,

2
(k) t dla |t|<1
) =
N {/\f}“(m) dla |t| > 1.

Rozpatrzmy znéw zmienna Z, zdefiniowana wzorem (1.3) i wprowadzmy odpo-
wiedniki wielkosci || 7 ||; (doktadniej, beda to odpowiedniki wielkosci p#1/2||T||;).
DEFINICJA 3. Dla I C{1,...,d} orazp > 1 niech

k k
HTIIN,LpZEiu:I; sup > Gl IR,

€T aMeAy kel |ijl<n kel kgl

gdzie
Ay ={a e R": 3 NP (ai) <p}.

i=1



Nastepujace twierdzenie zostalo udowodnione dla d = 1 (przypadek kombinacji
liniowych o wspdtezynnikach wektorowych) przez Latate [34] oraz dla dowolnego d
przez Lochowskiego [40].

TwIERDZENIE 8 (Latata, Lochowski). Istniejq stale Ky (zalezne tylko od d)
takie, ze dla wszystkich p > 1,

1
= 2 ITlvie<Zlb<Es > Tlwnus

Kq IC{1,....d} IC{1,....d}

Po sformutowaniu powyzszego wyniku w jezyku péinorm, natychmiast wida¢, ze
dowdd Twierdzenia 5 mozna bardzo tatwo zaadaptowaé, by uzyskaé nastepujacy

FAkT 1. Teza Twierdzenia 8 dla d = 1 formalnie implikuje teze tego twierdzenia
dla dowolnego d.

DowoOD. Oszacowania z géry dowodzi sie analogicznie jak w Twierdzeniu 5.
Jedyna réznice stanowi fakt, ze nie pojawiaja sie czynniki p# /2, gdyz zaleznosé od
p ukryta jest w zbiorach Ay, zastepujacych tu kule euklidesowe z Twierdzenia 5.

Dowo6d oszacowania z dotu jest jeszcze prostszy. Ponownie uzywamy indukcji
wzgledem d.

Oczywiscie || Z]|, > || Z|l1 = || 7 ||x0,- Ponadto, dla dowolnego niepustego zbioru

I C{1,...,d} (niech r bedzie dowolnym elementem ), z zalozenia indukcyjnego
120, > s sup |3 6 TT 0| > Tl
Kl teT Oz(T)E.Ar,p lil<n  k#r P Kle—l

7 powyzszego twierdzenia dostajemy

WNIOSEK 2. Istniejg state Ky, cq takie, zZe dla wszystkich t > 1,

P<Z>Kd > ||T||N,1,t) < el

IC{1,....d}

P (Z > [3_ > HTHN,I,t) > e ' Ay
d rc{a,...d}

DowOD. Wynikanie oszacowan odchylen z oszacowan momentow jest wynikiem
do$¢ klasycznym i dowdd podajemy jedynie dla kompletnosci. Oszacowanie gorne
wynika bezposrednio z Twierdzenia 8 i nieréwnoéci Czebyszewa. Przytoczony ponizej
dowdd drugiej nieréwnosci pochodzi od Kwapienia i Gluskina [31] (przypadek sum
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niezaleznych zmiennych losowych). Z nieréwnosci Paleya-Zygmunda otrzymujemy,
ze dla kazdej liczby A € (0,1) i dowolnego p > 1

,(EZ7)
EZ%

P(Z > AlZI}) > (1 - ¥) (1.6)
Zauwazmy teraz, ze z wypuktosci funkcji M(k) oraz warunku M(k)(O) = 0 wynika, ze
./\/'i(k) (tx) > t./\/;(k)(x) dla x > 01it > 1. batwo sprawdzi¢, ze nieréwnos¢ ta zachodzi
takze dla funkcji /\N/;(k). Wynika stad, ze dla t > 11 p > 0, |7 |xvrep < T |n1p
W szczegolnosci, Twierdzenie 8 daje

1Z]l2p < Kall Z1l,.

dla wszystkich p > 1. Laczac to oszacowanie z (1.6) dla A = 1/4 i Twierdzeniem 8,
otrzymujemy dla p > 1,

1

P{Z>— > |Tlvis] > e’QPIOng/Q > e~ 2p(1+log Ka)
4K, Ic

{1,...d}

Podstawiajac teraz p = t/[1 V (2 + 2log Ky4)], oraz korzystajac z faktu || T ||x.1, >
Ky '\ T ||nr4, dostajemy

1
P(Z> _ T >e !
( AKaKq 2 “N’Lt> ’

{1,...d}

dlat > 1V (2 + 2log Ky), skad juz tatwo wynika druga nieréwnosé tezy. O
Poshugujac sie twierdzeniem o uniezaleznianiu, mozemy wywnioskowaé, odpo-
wiedniki Twierdzenia 8 i Wniosku 2 dla chaoséw zwyczajnych.

WNIOSEK 3. Niech T bedzie zbiorem d-wskaznikowych symetrycznych macierzy
(t:)jij<n, takich, ze t; =0 dla i ¢ I%. Rozwazmy chaos
Z =sup| Y tinl,
teT

ield

gdzie (1;)i<n to cigg niezaleinych, symetrycznych zmiennych losowych o logarytmicz-
nie wklestych ogonach. Niech dla 1 < k < d, (nz(.’“))i@ bedg niezaleznymi kopiami
ciggu (n;)i<n,

NP (t) = Ni(t) = —log P(|X,| > 1), t >0,

za$ funkcje /\N/i(k) oraz wielkosci ||T || a1 p bedg zdefiniowane jak w Definicjach 2 i 3.
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Wowczas, istniejg state Ky, cq,zalezne tylko od d, takie, ze dlap > 1,

1
= 2 Tl <12l < > Tlwas

d 1c{1,....d} Ig{l,...,d}

oraz dlat > 1,

P (Z 2 Kd Z ||T||./\/’7[7t) < e_t,
}

IC{1,..d

1
IP) (Z > ? Z ||T||N,I7t) > e_t N Cq.-
}

d1c{1,....d

Uwaga Oczywisdcie w analogiczny sposéb mozna uzyskiwaé nieréwnosci dla cha-
0s6w z ogolnych nieréwnosci dla kombinacji liniowych typu

SUP|th771 < (suplztmz

teT iy teT i3
gdzie By, jest pewnym podzbiorem przestrzeni R". Nierownosci jak powyzsza, ze
statag K niezalezng od n, dla niezaleznych zmiennych 7; mozna uzyskaé¢ na przyktad
ze zmodyfikowanych nieréwnosci logarytmicznych Sobolewa, ktére gwarantuja kon-
centracje miary dla funkcji lipschitzowskich. Przyktady tego typu nieréwnosci i miar
je spelniajacych mozna znalezé w pracach [9, 16, 17, 37]

Niedogodnoscig przedstawionych nieréwnosci dla chaoséw jest fakt, ze oszaco-
wania momentéw i nieréwnosci koncentracyjne sa wyrazone poprzez wartosci ocze-
kiwane supreméw proceséw empirycznych, ktére w ogélnym przypadku mogg byé
trudne do wyznaczenia. W przypadku supremum chaosow rzeczywistych, badz row-
nowaznie chaoséw o wartosciach w przestrzeniach Banacha, |7 ||;, zalezy w istotny
sposOb od geometrii zbioru 7 i nawet w przypadku d = 1, doktadne oszacowania
znane sg tylko w przypadku gaussowskim i wyrazone sg w jezyku miar majoryzu-
jacych. Tym niemniej, w przypadku rzeczywistym (tj. dla 7 jednoelementowego)
pozadanym wynikiem bytoby znalezienie oszacowan momentow chaoséw wielomia-
nowych przez wartosci ,deterministyczne”. Wyniki tego typu uzyskane zostaty przez
Latate w przypadku dowolnych zmiennych o logarytmicznie wklestych ,,ogonach ” i
d = 2 [34] oraz w przypadku chaoséw gaussowskich dowolnego rzedu [35]. Ponize]
przedstawiamy ten ostatni wynik, gdyz bedzie on punktem odniesienia dla zapre-
zentowanych w dalszej czesci rozprawy nieréwnosci dla rzeczywistych U-statystyk
(podobnie jak Twierdzenie 7 dla oszacowan momentéw U-statystyk o warto$ciach
w przestrzeniach Banacha).

Ponizsza definicja jest nieco szersza niz jest to wymagane dla przedstawienia
oszacowan momentéw chaosow gaussowskich. Bedzie ona jednak wykorzystana w
petnej ogdlnosci w dalszej czesci pracy.

-+ sup sup |Zﬁzt |)

teT ﬁEBPn i=1
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DEFINICJA 4.  Dla dowolnego skonczonego, niepustego zbioru I, niech Pr ozna-
cza rodzine ztozong ze wszystkich rozbi¢ zbioru I na niepuste, parami roztgczne pod-
zbiory. Niech ponadto, dla J € Pr, degJ oznacza liczbe elementow rozbicia J .
Kladziemy tez Pr = {0} oraz deg® = 0.

DEFINICJA 5. Niech (a;)jij<n bedzie d-wskaznikowq macierzq liczb rzeczywistych.
Dia J ={J1,...,Jx} € P1, zdefiniujmy

k k
(@il = sup { Saal,) a2l S @) <1, Y @) < 1}.
i iy i,
TwIERDZENIE 9 (Latala). Istniejq stale K, takie, Ze dla dowolnej d-wskaz-
nikowej macierzy liczb rzeczywistych (a;)jij<n, oraz gi(k), it=1,....,n, k=1,...,d -
niezaleznych zmiennych losowych o rozkladzie N'(0,1),

1
P72\ (a)ill s < <Kq Yy p" 7 P||(a)ill -

p jEP}d

Z a; gidec

lil<n

Kd jEP[d

1.3 Zastosowania. Wykladnicza calkowalnos¢ cha-
osu rademacherowego

Oszacowania typu Twierdzenia 8 i Wniosku 2, pomimo wspomnianej powyzej sta-
bosci, moga okazaé¢ si¢ przydatne. Zilustrujemy to, podajac dowdéd wyktadniczej
catkowalnosci chaosu rademacherowego w przestrzeniach Banacha. Rezultat ten zo-
stal udowodniony dla szeregéow rademacherowych w przestrzeniach Banacha przez
Kwapienia [30] oraz dla uogélnionych sum rademacherowych i chaoséw rzedu 2 przez
Ledoux i Talagranda [39]. Przedstawiony tu dowéd, choé¢ czesciowo korzysta z idei
opisanych w [39], jest znacznie prostszy i pozwala w przejrzysty sposéb udowodnié
rezultat dla chaoséw dowolnego rzedu.

Nastepujaca definicja chaosu rademacherowego w przestrzeni Banacha, pochodzi
z [39] 1 jest nieco ogdlniejsza niz standardowa.

DEFINICJA 6. Niech B bedzie przestrzeniq Banacha, dla ktorej istnieje przeli-
czalny zbior D = {1;} funkcjonatow taki, ze dla dowolnego x € B

z|lp = Slj;ple(x>|-

Zmienng losowg X o wartoSciach w B nazywamy uogdlnionym chaosem rademache-
rowym rzedu d, jesli istnieje d-wskaznikowa macierz (x;)jj<0o (spetniajoca x; = 0,
gdy 1, = 1; dla pewnych k # 1) taka, zZe dla kazdego j, cigg zmiennych rzeczywistych
Djij<n Vi(Ti)€; jest zbieiny p.n. przy n — oo oraz rozklady skoriczenie wymiarowe
procesu (V;(X))jen sq takie same jak procesu (3 <o ¥ (21)6) jen-

12



Udowodnimy nastepujace twierdzenie.

TWIERDZENIE 10 ([39], rozdz. 4 dla d = 1,2). Jesli X jest chaosem radema-
cherowym rzedu d, to dla dowolnego A € R zachodzi

Eexp(\[| X[|*?) < oo.

Zanim przejdziemy do dowodu, zauwazmy, ze mozemy zatozy¢, ze w Definicji 6,
B = U, 1; jest rzutowaniem na j-tg wspotrzedng, zas macierz z; jest symetryczna,
tzn. x4, dla kazdej permutacji 7: I; — [I;. Zachodzi nastepujacy
lemat.

a = Tig(1ysenina)

LEMAT 1. Jesli X jest chaosem rademacherowym w lo,, x; odpowiadajgcg mu
macierzq symetryczng, zas y; — rzutowaniem na j-tq wspétrzedng, to dla dowolnego
1 C 1; oraz ustalonej wartosci ije, zaleznosé

(V)= > () [] e

|i[|<OO kel
definiuje chaos rademacherowy rzedu #1 o wartos$ciach w {.

DowoOD. 7 klasycznej wlasnoéci hiperkontrakeji dla chaosu rademacherowego
modulo state wynika ona w szczegdlnosci z Twierdzenia 8) mam
y g Yy

17 wieilla < 3721 3 wieilla,

lij<n lij<n

gdzie (y;)jij<n to dowolna d-wskaznikowa macierz o wspélczynnikach z osrodkowe;
przestrzeni Banacha. Rozwazmy X" = 32 .,, (¥1(21), . . ., ¥m(71) )€, zmienna o war-
todciach w ¢7}. Z nieréwnoéci Paleya-Zygmunda

= Cd,

1 9 (EIX*)
PIX™| > =1 X™,) > —~—n L/
(171> S1X21) > {5 g
dla pewnej statej ¢q > 0. Niech ¢ bedzie dowolng liczba taka, ze P(|| X > t) < cq/2.
7 powyzszej nierownosci wynika, ze

X7 2 < 2t

Zauwazmy, ze jesli M spemia P(||.X|| > M) < c¢4/4, to dla kazdego m, P(|| XZ| >
M) < cq/4. Zatem dla duzych n (byé moze zaleznych od m), P(|| X > M) < ¢q/2,
czyli || X™|ls < 2M. Rozpatrzmy teraz X™ — uniezalezniony odpowiednik chaosu
X', dany wzorem

X = 3 (W), s ().

liI<n
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7 twierdzenia o uniezaleznianiu mamy
E| X * < CAEIIX | < 4CaM2.
Ponadto, zdefiniujmy przy ustalonym i,

Y= Y (Wales), o ma) [T

|1[‘<'I’L kel

oraz
Ynm = Z (wl(mi)7 e 7wm<xl)) H gik'
lir|g<n kel

7 zasady kontrakcji ([39], Theorem 4.4) wynika, ze E|Y"|]> < E|X7|]* <
4CyM?. Zatem, znéw z twierdzenia o uniezaleznianiu, E||Y,"||*> < 4Cy;M?. Ale (Y,™),,
jest martyngalem, stad zbiega p.n. i w L?(¢™) do pewnej zmiennej Y.™. To juz po-
zwala nam zdefiniowac (¢;(Y'))jen = (X, <00 ¥ (1) Ilker €1y )jen 2 tezy lematu jako
proces. Pozostaje wykazaé, ze z prawdopodobienstwem 1, (¢;(Y)) en € loo. Ale, ze
zbieznosci Y, w L*(¢21) wynika, ze Esup;,, [¢;(Y)]* < 4CqM?, wiec z twierdzenia
Lebesgue’a o zbieznoéci monotonicznej Esup; [4;(Y)[* < oo. O

Uwaga Zalozenie, ze macierz (x;); jest symetryczna (wykorzystane w dowodzie
przy powolaniu sie na twierdzenie o uniezaleznianiu) jest w powyzszym lemacie
istotne. Rzeczywiscie, juz w przypadku jednowymiarowym, dla d = 2 oraz z;; = 1
gdy ¢ > j, vy = —1 gdy @ < j, mamy 3, ; v;;6,6; = 0, ale szereg 3, 416 nie jest
zbiezny p.n.

LEMAT 2. Istniejg stale Ly (zalezne tylko od d) oraz dla kazdego o > 0 istnieje

stata eq(av) taka, zZe dla dowolnego chaosu rademacherowego X (rzedu d) i dowolnego
M spetniajgcego P(|| X || = M) < eq4(ar), dla wszystkich t > 1 zachodzi nieréuwno$é

P(|| X > LaMt??) < e~

DoOwOD. Zmienne Rademachera majg logarytmicznie wkleste ,,ogony”, zatem do
chaoséw rademacherowych, zdefiniowanych przez skonczone sumy, mozna stosowac
Whiosek 3. Latwo sprawdzi¢, ze w tym przypadku

Ay = Ap = {(): ZO‘? <p, oyl < 1} (1.7)

Standardowe metody, pozwalaja natychmiast rozszerzy¢ nierownosci Wniosku 3 na
przypadek uogdlnionych chaoséw, wprowadzonych w Definicji 6 przy czym 7 =
{(¥j(x:));i: j € N} (skoniczonos¢ |7 ||arre wynika np. z istnienia drugiego momentu
uogdlnionego chaosu, wykazanego w dowodzie Lematu 1).
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Zdefiniujmy
)= > ITlwu1s

IC{L,..d}
Z (1.7) wynika, ze
olot) < t120(x) (13)
dla dowolnych = > 0,t > 1 (wlasnosci tej uzyliSmy juz w dowodzie Wniosku 2)

Poniewaz ¢ jest niemalejaca, wynika stad, ze jest ciagta.
Jesli ¢(z) < KgM dla wszystkich x (gdzie K, to stala z Wniosku 3), todlat > 1,

B(|X]| > M) < inf B(|X]| > Kud()) < inf e = 0.

W przeciwnym razie, K;M = ¢(z) dla pewnego z. Zatem, jedli ¢ > P(|| X|| > M),
to z Wniosku 3,
e > P(|X|| > ¢(z)/Ka) > cae™,

¢
co dla ¢ dostatecznie malych, daje x > —loge. Ponadto, z (1.8), K Mt%? > ¢(tx)
dlat> 1, azatem dla e < cg Ae™?,

P(||X|| > KIMt7?) < P(||X]| > Kap(tr)) < e < e'oss < e

DowOD TWIERDZENIA 10. Indukcja ze wzgledu na d. Niech

Sp = Z L€,

U1y id 2N

gdzie powyzsza réwnos¢ rozumiana jest zgodnie z Definicja 6. Zbieznos¢ w sensie
Definicji 6 wynika z Lematu 1, poniewaz

Y oma= Y me-3 Y Hez-k[ )3 xinsl-k], (1.9)

n<iy,...,ig<m li|l<m ICIg |ife|<n kel€ n<ig<m, kel kel

a wyrazenia w nawiasach zgodnie z lematem, definiuja w granicy (wzgledem m)
uogolnione chaosy o wartosciach w £,

Ciag ||S,| jest odwrotnym podmartyngatem wzgledem o(g;: i > n), a wiec zbie-
ga p.n. do pewnej zmiennej losowej, ktora, z prawa zero-jedynkowego, jest p.n. stala.
Zatem istnieje M > 0 takie, ze dla dowolnego ¢ > 0, dla odpowiednio duzych n,
zachodzi P(]|S,|| > M) < e. Z Lematu 2, dla dowolnego 8 > 0, istnieje n takie, ze
dlat > 1,

P(||S,|| > LaMtY?) < P,

Réwnowaznie

161
P(allSull/? > ) < exp (—OW>
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dla t > (LgM)?4a, skad oczywiscie wynika EeI5n """ < oo dla o < 8/(LygM)?/.
Z (1.9) wynika, ze ||S; — S,|| jest ograniczone przez sume chaoséw nizszego rzedu
(dla d > 2) lub przez zmienng ograniczona (d = 1), a zatem (dla d > 2 razem
z zalozeniem indukcyjnym) nieréwno$é Holdera daje

2/d

dla o < 3/(LqgM)%2. To koniczy dowdd, gdyz 3 moze by¢ wybrane dowolnie. O
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Rozdziat 2

Oszacowania momentéow dla
U-statystyk o wartosciach
w przestrzeniach Banacha

Celem niniejszego rozdziatu jest znalezienie odpowiednikéw Twierdzenia 7 dla
kanonicznych U-statystyk o wartosciach w osrodkowej przestrzeni Banacha (B, || -|).
; ))iefmkgd o wartosci w prze-

strzeni (X, B). Zgodnie z zalozeniami z rozdzialu OGOLNE ZALOZENIA I NOTACJA
Y jest przestrzenig polska, zag§ B — o-ciatem zbioréw borelowskich. Rozwazmy tak-
ze d-wskaznikowa macierz (h;)jij<n funkcji borelowskich h;: ¥4 — B, kanonicznych

Rozwazmy zatem niezalezne zmienne losowe (X, (

(catkowicie zdegenerowanych) ze wzgledu na (Xi(k))@k, tzn. takich ze

Ephi(X8) =0,

dla dowolnego |i| < n oraz k € I,.
Glownym obiektem rozwazan bedzie uniezalezniona U-statystyka

Z =" h(X{).

lij<n

Wprowadzmy teraz wielkosci, za pomocg ktérych oszacujemy momenty zmien-
nej Z. Nasze oszacowania beda dotyczy¢ p-tych momentéw, dla p > 2, przy czym
wystepowa¢ w nich beda w szczegdlnosci p-te momenty poszczegdlnych sktadnikow
U-statystyki (podobnie jak w znanych nieréwnosciach dla sum niezaleznych zmien-
nych losowych). Dlatego tez mozemy zalozy¢, ze te momenty istnieja, w przeciwnym
razie nasze oszacowania beda trywialne (i oczywiscie zadne nietrywialne oszacowa-
nia nie moga by¢ uzyskane). W szczegélnosei dla kazdego i, E||h;(X)||? < oo, co
sprawia, ze calki w ponizszej definicji sg dobrze okreslone.
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DEFINICJA 7. Dla dowolnych J C I C Iy, I # () oraz ustalonej wartosci ige,
zdefiniugmy

(ko) hrs = Engsup {Es 3 (.m0 T £2(X0)s 6 € B 10l <

lirl<n jeJ
fx sRjeie L, EY |fPxP<1,je J}.
l (2.1)
Zdefiniugmy ponadto ||(hs)i,llop = 117 (X5)].

Uwaga Powyzsza definicja zalezy oczywiscie od (Xi(k))i,k, aby skrécié notacje nie
bedziemy tego jednak explicite zaznacza¢. Zauwazmy takze, ze dla I = Iy, ||(hi)illr.s
jest ,,determmlstycznq norma, podczas gdy dla I # I, jest zmienng losowa, za-
lezna od (sz Jkere. Warto takze zauwazyé, ze dla J = 0, mamy ||(h)illrs =
3, h(X{9).

W przypadku, gdy ¥ = R oraz hi(x1,...,24) = a;[1{_, 7%, dla pewnych a; €
B (tzn., gdy U-statystyka jest uniezaleznionym chaosem o wartosciach w B) oraz

E(X")2 = 1 dla dowolnych i € I,,, j € I;, mamy

[(h)if Nl 0. = I{({D, @)= ¢ € P},

gdzie @ jest dowolnym przeliczalnym gestym podzbiorem kuli jednostkowej w prze-
strzeni sprzezonej do span{a;: |i| < n}, za$ prawa strona zostata zdefiniowana w De-
finicji 1.

Ponizej przedstawimy kilka oszacowan momentéw zmiennej Z, w ogolnej prze-
strzeni Banacha oraz przy pewnych dodatkowych zalozeniach odnosnie wtasnosci
geometrycznych przestrzeni.

2.1 Nieréwnosci dla U-statystyk w ogélnych prze-
strzeniach Banacha

Gléwnym rezultatem niniejszej sekcji jest

TWIERDZENIE 11. Istniejg stale K, takie, Ze dla p > 2 zachodzi

EHZHp Kp {Z z:pp#c]/lk#lc ZEIC

ICId JC[ IIC

i lI7 J] : (2.2)

Ponadto, jesli dla wszystkich |i| < n, ||hil|le < K, to
BIZIP < K5(| X p* 72100l o] + w0 ). (23)

JCly
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Dowod powyzszego twierdzenia opierac si¢ bedzie na nieréwnosci Talagranda dla
supreméw proceséw empirycznych [47], a doktadniej, na oszacowaniach momentéw
takich supreméw, wywnioskowanych z nieréwnosci Talagranda przez Giné, Latate
i Zinna [18], ktére mozna otrzymaé takze z ogdlnych oszacowan momentéw funkeji
niezaleznych zmiennych losowych, podanych przez Boucherona, Bousqueta, Lugosi
i Massarta [8].

LEMAT 3 ([18, Proposition 3.1],[8, Theorem 12]). Niech Xi,..., X, bedg nie-
zaleznymi zmiennymi losowymi o wartosciach w (X,B) zas T przeliczalng klasq
rzeczywistych funkcji borelowskich, okreslonych na %, takq zZe dla kazdej funkcji
feTorazi € I,, Ef(X;) = 0 i Ef(X;)* < oo. Rozwaimy zmienng losowq
S = supser | 3 f(Xi)|. Wowezas, dlap > 1,

ESP < K? |(ES)” + p”?0” + p"Emaxsup | f(X;)["]
v feT

gdzie

o? =sup y Ef(X,)*
feT

zas K jest stalg uniwersalng.

W dowodzie Twierdzenia 11 bedziemy potrzebowac nastepujacego prostego wnio-
sku z Lematu 3.

LEMAT 4. Niech B bedzie przestrzenig Banacha, dla ktorej istnieje przeliczalny
zbior D = {1;} funkcjonatéw taki, ze dla dowolnego x € B
2]l s = sup [¢; ()]
j

Niech ponadto X1, ..., X,,Y bedqg niezaleznymi zmiennymi losowymi o wartosciach
w (2, B). Rozwaimy E = L3, (B) - przestrzen wszystkich catkowalnych funkcji o war-
tosciach w B, postaci f(Y'), takich Ze 1o f jest mierzalne dla wszystkich j. Rozwaz-
my funkcje h;: X% — B (i =1,...,n) takie, ze 1;oh; jest mierzalne dla wszystkich j,
Exhi(X;,Y) =0, Y-p.n. oraz hj(X;,Y) € E, X-p.n. Niech S =%, h;(X;,Y) € E.
Wowczas dla wszystkich p > 2,

ISl < K” [(BIS|5)? + 520" + B max s (X,, V) 3]
< K7 (@IS + %0+ 7Ex (K VI

gdzie

o = sup Ey sup | Y Exv;(hi(Xi, V) fi(X,))]
F=(fi(X0): YOEfF(Xi)<1 i

< Eysup(Y Exv;(hi(X;,Y))*)'2.
J i
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DowoOD. Skonstruujemy najpierw przeliczalny zbiér wektoréow postaci ¢(Y) =
(01(Y), 92(Y), . ..) taki, ze 3°;]¢;(Y)| = 1 p.n. oraz dla wszystkich g(Y) € E,

lg(Y )HE_SUP|ZEY¢J )i(g(Y))]- (2.4)

Zauwazmy, ze dla kazdego wektora losowego k(Y) = (ki (Y), ..., k,(Y)) € Ly (42)
istnieje wektor ¢(Y) = (¢1(Y), ..., ¢.(Y)) taki, ze

iwy Y)|=1pn. (2.5)

oraz

Emax k()] = | 32 B, (V)k(Y )],

gdyz dla kazdej wartosci Y mozemy zdefiniowaé¢ ¢(Y) = sgn k(YY) dla I = min{i <
n: |k;(Y)] = max;<, |k;(Y)|} oraz ¢;(Y) = 0 dla pozostatych wartosci (.

Poniewaz wszystkie takie ciagi ¢(Y), jako funkcjonaly na Li-(¢" ), maja norme
1 oraz Li.(f") jest osrodkowa (z zalozenia, ze ¥ jest przestrzenia polska), istnieje
przeliczalny zbiér 7, wektorow ¢(Y'), spetniajacych (2.5) i takich, ze

Erjngzag(]k( \—SUP‘ZE@ ki (V)

¢€n]1

dla wszystkich k(Y) € L, (¢%,). Ponadto, dla g(Y) € E,

lg() 1 = sup Emax [¢7;(g(Y))| = sup sup | > Ee; (Y)e5(9(Y))l;

€Tn i<n

wiec, aby otrzymacé (2.4), wystarczy wziaé zbior sktadajacych sie ze wszystkich wek-
toréw z ¢(Y) € U7, uzupethionych zerami do ciggéw nieskonczonej dtugosci.
Zachodzi zatem réwnosé

151l = sup| ZZEy% (X0 Y))oy (V)| = sup | 3 gy(X

co pozwala oszacowaé ||S||, przy pomocy Lematu 3 (formalnie dotyczy on sytuaci,
gdy do wszystkich X; jest przykitadana ta sama funkcja, ale tatwo zauwazy¢, ze
prosty zabieg formalny pozwala zastosowac¢ go takze w naszym przypadku. Zamiast
zmiennych X; mozna mianowicie rozpatrywaé¢ zmienne X; = (X;,1) oraz funkcje
ge(x,1) = géj(a:), co pozwala zastosowaé Lemat 3, gdyz jego zalozenia nie wymagaja
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identycznych rozkladéw zmiennych, definiujacych proces empiryczny). Mamy
o= Sip(z Exg(X:)*)"?

- sup Sup|ZEYZEx% i(X3, Y) fi(X3)) 95 (V)
f=(fi): Y0, Bfi(Xi)?<1 ¢

> Bxhs( i<Xi,Y>fz~( X))|-

= sup Ey sup
! J

O
Bedziemy takze potrzebowali nastepujacego prostego faktu, wiazacego normy
I(Ri)i, 7,5 z warunkowymi drugimi momentami odpowiednich U-statystyk.

LEMAT 5. Dla dowolnej przestrzeni Banacha B, kazdego J C I C I; oraz
dowolnej ustalonej wartosci ife zachodzi

HK%WJ\ﬁMZhXMW

17

DowOD. Z nieréwnosci Cauchy’ego-Schwarza i kanonicznosci h;,

m(fli)i, ’”%7J < EI\J sup EJZ<¢> Zhi<XideC)>2

peB*,||#I<1 iy in g

= Eny sup  Ey(e, D> hi(X{))? < Erfl D hi(X{)|%
veB o<1 y ”

]

DowOD TWIERDZENIA 11. Indukcja ze wzgledu na d. Dla d = 1, obie nier6w-
nosci sg prostym wnioskiem z Lematu 3, gdyz

Iha)ily0 = ENZI,
m>mum—wm¢zﬁ¢h

lglI<1

ZEIII |||@@—ZE||/”L D)7 > Emax | (X;)][”

oraz jesli |||l < K, to oczywiscie E max; ||h;||P < KP.

Rozwazmy najpierw nier6wnos¢ (2.2). Zatézmy, ze jest ona prawdziwa dla wszyst-
kich liczb mniejszych niz d. Oznaczmy I¢ = I°\{d} dla I C I,. Zalozenie indukcyjne
dla d; = d — 1, zastosowane warunkowo na X4 razem z Twierdzeniem Fubiniego,
daje

ElZIP < Kjy 3 D0 [P FEHEO S EREM QD bl | - (2.6)

IC{1,...,d—1} JCI ie iq
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Zauwazmy, ze z osrodkowosci B oraz &7, L*(X; Y )) w Definicji 7 mozemy zawezi¢
supremum do przeliczalnego zbioru funkqonalow i funkcji. Zatem Eqf| (2, )i, 7.
moze by¢ oszacowane przy uzyciu Lematu 4 (zastosowanego warunkowo Wzglgdem

(XM Joeie dlal # Iq_1,2Y = (X ))zGInJGI\J) Mamy

Lk
ralanally STE Bl O k)i, ) = PP /2 #(T0{d}))
ifc iq

X Y Eaugaye

i(rugaye

(hi)ifu{d} |||zl)u{d},J’

Dodatkowo, o z lematu jest ograniczone przez [|(hi)i,, ll1utay,sugay oraz
PP S B 2 () Wy gy = PRI
II'C

X Z E(Iu{d})cm(hi)izu{d}|”1;U{d},JU{d}'

irugaye

Aby zakonczyé dowdd nieréwnosci (2.2) pozostaje zauwazyé, ze

PP S S BB (Rl = PP Bl () I

e iq irc

Krok indukcyjny w przypadku nieréwnosci (2.3) jest analogiczny. Z zalozenia
indukcyjnego

B SO <G ([ 5 PR R

JC]d 1
- pip/2pp(d=2) (n%)”). (2.7)

Podobnie jak w przypadku pierwszej nierownosci, z Lematu 4 otrzymujemy

Eall3_ hi)s,,_ W7, 10 <Kp[!||( Dill7,.s
iq

+pp/2||’<hi)i’|};d,Ju{d}

+pEmax (o, |

Zauwazmy, ze dla kazdego i4, z Lematu 5

< nd=Dg.

Wiy, s < JE |

g4
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Otrzymujemy zatem
Eall (3" )iy, W,y s <EP (I, + 2720 00) 000y + ppnp(dl),ip)_
iq

Wstawiajac powyzsza nieréwnosé do (2.7) otrzymujemy teze (zauwazmy, ze p#.J/2+
p<p(d—1)/2+p=p(d+1)/2).
[

Uwaga W kontekscie uwagi o zwigzkach miedzy normami || - ||;,; oraz || 7|, poczy-
nionej po Definicji 7, Twierdzenie 11 moze by¢ uwazane za odpowiednik nieréwnosci
dla chaoséw, przedstawionych w Sekcji 1. Ponadto, nier6wnosé (2.3) jest wzmocnie-
niem wyniku uzyskanego niedawno przez Giné i Masona [19], w ktérym nie wyste-
puja normy || - ||7,s, a jedynie wariancja ze wspotczynnikiem pP¥2 odpowiadajacym
w (2.3) J = I,

2.2 U-statystyki w przestrzeniach typu 2

W nastepnej kolejnosci zaprezentujemy wzmocnienie przedstawionych dotad nie-
rownosci, ktore mozemy uzyskaé¢ po natozeniu na przestrzen B pewnych warunkéw
geometrycznych. Bedziemy rozwazaé przestrzenie typu 2, ktore pojawiaja sie dosé
naturalnie w rachunku prawdopodobienstwa, np. przy badaniu praw iterowanego
logarytmu (dla przyktadu, w przestrzeniach tych upraszczaja sie warunki konieczne
i dostateczne na prawo iterowanego logarytmu dla sum niezaleznych zmiennych lo-
sowych [39], z kolei dla U-statystyk, catkowalno$é¢ z kwadratem jadra U-statystyki
jest warunkiem dostatecznym dla prawa iterowanego logarytmu [12]).
Zacznijmy od przypomnienia podstawowych definicji.

DEFINICJA 8. Przestrzenn Banacha B nazywamy przestrzeniq typu 2, ze stalg
K, jesli dla dowolnego skonczonego ciggu (x;)i<n, elementéw B, zachodzi
1/2

n n
| e, < K (X llel?) ™
=1 =1

gdzie €1, . ..,&, to niezaleine zmienne Rademachera.
Przestrzenn B nazywamy przestrzeniq kotypu 2, ze stalq K, jesli dla dowolnego
skoniczonego ciqgu (;)i<n, elementéw B, zachodzi

<zzn:1 ||$z||2)1/2 > ;H Zzn:la?z&

Stosujac klasyczne nieréwnosci symetryzacyjne ([39], Lemma 6.3), otrzymujemy
nastepujacy

2
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FAkT 2. Jezeli B jest przestrzeniq typu 2 ze stalqg K, zas Xy, ..., X, niezalez-
nymi zmiennymi losowymsi o Sredniej 0, to

<AK?Y E| X
=1

Podobnie, dla kanonicznych U -statystyk rzedu d zachodzi nieréwnosé

E| Y h(X8)|[* < (4K2)? ST BJh(XE)|2

lij<n lij<n

Laczac powyzsza nieréwnos¢ z Lematem 5, otrzymujemy

LEMAT 6. Jesli B jest typu 2, to

I(hs)i, s < Ka(B), > Erllha(X{)]|2,
i
gdzie Ky(B), zalezy tylko od d i stalej w definicji typu 2 dla przestrzeni B.

TWIERDZENIE 12. Niech B bedzie przestrzenig Banacha typu 2. Istniejg stale
K4(B), zalezne tylko od d i stalej w definicji typu 2 dla B takie, Ze dla p > 2,

E|Z]P < KqB)P maXEIcmaXZ]EIHhH )P/ (2.8)

ICIy

+ Z pr#J/2+#IC)E maX Il Chs )i, ”|§,J] .

ICI, JCI

Naszym celem jest zatem zastgpienie zewnetrznych sum w nierownosci z Twier-
dzenia 11 przez maksima. Wykorzystamy nastepujace fakty.

LEMAT 7 ([18], nier6wnos¢ (2.6)). Niech &1, ..., &y bedq niezaleznymi, nieujem-
nymi zmiennymi losowymi. Wowczas, dla p > 1 oraz a > 0, zachodzi

P> EEP < 2(1 4 p*) max |p*” Emax&?, (ZE&)p} :

W ponizszych lematach, dla uproszczenia notacji, bedziemy pisa¢ g; na oznacze-
nie g;(X{).

LEMAT 8 ([18], Corollary 2.2.). Rozwaimy nieujemne funkcje gi: ¢ — R.
Dla dowolnego p > 1,

maxE] max O Epegi)? Zgl < KDY p*PE, max O Epeg)?

IIC ]CId IIC
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LEMAT 9. Dla a > 0 i dowolnych nieujemnych funkeji gi: £¢ — Ry orazp > 1
zachodzi

P Egl < K

ierg

apEmaxgl + > p*PE; max O Eregi)?
Il i

DowOD LEMATU 9. Indukcja ze wzgledu na d. Dla d = 1, nieréwnosé, z K, = 4,
wynika z Lematu 7. Zal6zmy, ze teza zachodzi dla wszystkich liczb mniejszych od
d > 2. Stosujac zatozenie indukcyjne do Ey . 41y 1 uzywajac tej samej notacji, co
w dowodzie Twierdzenia 11, otrzymujemy

pP Z Eg’ < Kg_lpa(d_l)Ed Z [ PE gy max g-

id 1{ }e

+ Z p? PR, maX Z:IEICQl

IC{1,...,d—1} e

Lemat 7 oraz Lemat 8 daja

K?_p° o(d— I)Ede PE{g}e I}{l&}xgl Kfi’_lp E{d}cEde {I{lﬁi{gl
ig

< Kip™ B max gl + Kip*Buaye (3 Bage)

< Khp*'pEmax gl + Kip* Y p?PE; max O Eregi)?
! IC{1,..d—1} e

Ponadto dla kazdego I C {1,...,d — 1} z Lematu 7 (zastosowanego z .« = #17),
faktu, ze p*! < p? < K% oraz Lematu 8, otrzymujemy

KL p® a(d—1) ZE pt pE;maX ZEICgI

iq 115

:Kfl’flpo‘(d VE #IPZIE max Z:IEZICg1

iq ize

<K"p a(d— 1)p#1p#IpE1u{d} max ( Z E(ruapeg:)”

O G aye

+ Kgpa(d_l)p#IE](Z E[cgi

<KLp™p*PE1uqay lmé{D; > Euugayegi)?

rugaye
KP ad #JpE E
+ b J maX chl
JCI lJC
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DowOD TWIERDZENIA 12. Dla p = 2, teza jest oczywista, poniewaz w prze-
strzeniach typu 2 zachodzi

B[ D m(X{)|* < Ka(B) 3 Elhs(X{*)|*.

Dla p > 2, wychodzac z Twierdzenia 11, a nastepnie stosujac do > . Ere[|(hi)s, |7 s
Lemat 9z ,p=p/2" i a = 2(#1°+ #J/2) + #1° < 4d (oraz korzystajac z faktu, ze
(n/2)° < K3), otrzymujemy

E|Z) < k3| Y S ¥

( )#Kp/2#16p/2

p/2
Ex max( > Eregll(ha)i NI J)

ICIy JCI KCI® ire\x
£ ST PO x| () I,
ICI,; JCI

Lemat 6 daje

p/2
e max (EMK SR 12 J> < By max (Z Ece||h

IIC\K 1gc

Pozostaje zauwazyé, ze (p/2)#Kp/2=#10/2 L 1, O

p/2
(X))

Uwaga Z Lematu 8 wynika, ze w przestrzeniach kotypu 2 (a zatem w szczegdlnosci
w przestrzeniach Hilberta), wielkosci max;cy, Ere max;,. (3, Er|hil|?)P/? sa (przynaj-
mniej z doktadnoscia do statych) niezbedne, gdyz

1 ec ec
5Bl D e m(X{)|P >

E|\|Z|P >
1217 > gaBl 3 ol

E(Y (X [2)772

1
> Ka(B) rlrgs}XEp max Z]EIHh (Xdeey||1? )p/2
gdzie K4(B) zalezy tylko od d i stalej w deﬁn1q1 kotypu 2 dla przestrzeni B.

Na zakonczenie dyskusji oszacowan momentow w przestrzeniach typu 2, podamy
wniosek z Twierdzenia 12, ktory jest prostszy w sformutowaniu, a moze okazaé sie
wystarczajacy do zastosowan. Aby go otrzymac, wystarczy zastapié¢ ||(h;)i, [ 7, dla
I # 1, oraz E||Z|| = ||(hi)||1,0 przez oszacowania podane w Lemacie 6.

WNIOSEK 4. Jesli B jest typu 2, to dla p > 2

E[[Z|F < KB ZEIIhII P+ ST PG,
JCIy4,J#0
+ ) PR cmax(ZEznh )’ ] ,
ICI4

gdzie stale K4(B) zalezq tylko od d i stalej z definicji typu 2 dla przestrzeni B.
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2.3 U-procesy indeksowane przez VC klasy

W analogiczny sposéb jak dla przestrzeni typu 2, mozemy z Twierdzenia 11 uzyskac
nierownosci dla U-proceséw, indeksowanych przez regularne klasy funkcji. Schemat
dowodu jest analogiczny jak dla Twierdzenia 12, jedyna roznicg jest uzycie zamiast
Lematu 6, Lematu 5 w potaczeniu z nastepujaca nieré6wnoscia.

LEMAT 10 ([12], rozdzial 5). Niech H bedzie przeliczalng klasq kanonicznych

funkcji h: X% — R, punktowo ograniczonych przez funkcje H. Wéwczas

<
2

> h(Xi)

lil<n

> h(X{)

lil<n

sup
heH

sup
heH

Ya/4q
1/2

< KdA< > ]EHQ(X?‘*C)> :

lil<n

gdzie
00 d/2
A= / [sup log N(H, || - HLa(Q),s(QHQ)l/Q)} de,
0 Q

pray czym supremum jest wziete po wszystkich miarach probabilistycznych @ na 3¢,
takich ze QH? = [ H?dQ < oo, za$ N(T,d,e) oznacza entropi¢ metryczng prze-
strzeni metrycznej (T, d) (zob. np. [12], rozdziat 5.1.2)

Uwaga Powyzszy lemat, podobnie jak oszacowania momentow, ktore przedstawi-

my, mozna rozszerzy¢ na nieprzeliczalne klasy H o ile spetniaja one odpowiednie,

standardowe w teorii procesow empirycznych, zalozenia dotyczace mierzalnosci.
Stata A jest skonczona na przyktad dla klas o skonczonym wymiarze VC.

TWIERDZENIE 13. Przy oznaczeniach Lematu 10, jesli A < oo, to dla pewnej
stalej Kq4(A), zaleznej tylko od d i A oraz p > 2 zachodzi

E sup | Z h(XideC)|p < Ky(A)P {mcaXIEIC max(n#IE1H2)p/2

hEH i I Id lrc

+ 30 Y pFIHOR, max ()i, M7 5

ICI; JCI

gdzie (hi)ji<n jest macierzq o réwnych wspdlezynnikach hy = (R)pey, hi: B¢ —
L>®(H).
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Uwaga Przestrzen L*°(H), w przypadku H nieskonczonego, nie jest osrodkowa,
ale oczywiscie istnieje w niej przeliczalny zbiéor funkcjonatéw, jak w Definicji 6 czy
Lemacie 4. Dowdd jest zatem analogiczny jak dla Twierdzenia 12, z ta réznica, ze
Twierdzenie 11 stosuje sie do supremum po skonczonych podzbiorach H. Podobnie,
aby zdefiniowa¢ ||(hs);, [|1.; wystarczy jako funkcjonaty w Definicji 7 bra¢ rzutowania
na elementy H.

2.4 Kilka uwag o potencjalnych zastosowaniach

Przedstawione w tej czesci pracy oszacowania U-statystyk i U-proceséw zawiera-
ja wartosci oczekiwane supreméw pewnych procesow empirycznych. Podobnie jak
w przypadku oszacowan chaoséw w ogolnej przestrzeni Banacha, zastgpienie tych
wartosci oczekiwanych przez wielkosci, w ktorych kolejnosé catkowania i supremum
jest odwréocona, wydaje sie by¢ trudnym zagadnieniem, zaleznym w istotny sposob
od geometrii konkretnej przestrzeni Banacha. W dalszej czesci pracy przedstawimy
rozwiazanie tego problemu dla prostej i, ogolniej, dla przestrzeni Hilberta. Niemniej,
warto zaznaczy¢, ze oszacowania przedstawione do tej pory, moga mie¢ potencjalne
zastosowania. Dla przyktadu, nieréwnosci Giné i Masona, implikowane przez Twier-
dzenie 11, wspomniane w uwadze po dowodzie twierdzenia, zostaty uzyte do zbada-
nia centralnego twierdzenia granicznego i praw iterowanego logarytmu dla lokalnych
U-statystyk, w teorii estymacji gestosci [19, 20]. Oszacowania dla U-proceséw rzedu
2, korzystajace z supremow proceséw empirycznych, zostaty takze niedawno uzyte
w [10] przy analizie problemu rankingu w statystycznej teorii uczenia sie. Wresz-
cie, oszacowania dla przestrzeni typu 2 (oraz VC klas), pozwalaja ostabi¢ znane
dotychczas warunki dostateczne na prawo iterowanego logarytmu dla kanonicznych
U-statystyk w tych przestrzeniach (oraz dla odpowiednich U-proceséw).
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Rozdzialt 3

Nierownosci dla U-statystyk
rzeczywistych
i o wartosciach w przestrzeniach

Hilberta

W poprzednim rozdziale przedstawione zostaly odpowiedniki nieréwnosci Arcone-
sa i Giné dla U-statystyk o wartosciach w przestrzeniach Banacha oraz ich ogranicze-
nia, wynikajace z uzycia jako wielkosci szacujacych momenty wartosci oczekiwanych
supremoéw proceséw empirycznych. Celem niniejszego rozdziatu jest wyeliminowanie
wspomnianych trudnosci, w szczegdlnym przypadku U-statystyk o wartosciach w
przestrzeniach Hilberta. Otrzymane rezultaty, w przypadku rzeczywistym mozna
traktowaé jako odpowiedniki wynikéw Lataly [35], dot. oszacowan momentéw rze-
czywistych chaosow gaussowskich (przedstawionych powyzej w Twierdzeniu 9). Cho¢
nie jest to explicite wspomniane w pracy [35], metoda Lataly pozwala takze na zna-
lezienie dwustronnych oszacowan momentéw chaoséw gaussowskich w przestrzeni
Hilberta.

Dla d = 1, U-statystyki sprowadzaja si¢ do sum niezaleznych zmiennych losowych
o $redniej zero. Oszacowania momentéw i odchylen takich sum (takze w przypadku
przestrzeni Banacha) sa klasycznym zagadnieniem w rachunku prawdopodobien-
stwa, obejmujacym wiele wynikow, uzyskanych m. in. przez Bernsteina, Hoeffdinga,
Hoffmana-Joergensena, Pinelisa i Talagranda. Wyniki zaprezentowane w niniejszej
sekcji mozna uzna¢ za uogodlnienie na U-statystyki dowolnego rzedu klasycznej nie-
rownosci Bernsteina. W przypadku U-statystyk rzedu 2 zostaly one uzyskane przez
Giné, Latale i Zinna [18], alternatywny dowdd zostal podany takze przez Houdré
i Reynaud-Bouret [29]. Trudnosci z przeniesieniem tych wynikéw na U-statystyki
dowolnego rzedu zwigzane sg z koniecznoscig oszacowania wartosci oczekiwanej sum
niezaleznych zmiennych losowych w przestrzeni operatoréw wieloliniowych. Podobne
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problemy dla $rednich gaussowskich w przestrzeni macierzy zostaly przezwyciezone
przez Latale w pracy [35]. Okazuje sie, ze warunkowe zastosowanie tego wyniku, w
potaczeniu z nieréwnosciami pomiedzy stabg i silng wariancjg procesu empirycznego,
przedstawionymi przez Boucherona, Bousqueta, Lugosi i Massarta [8] (implicite za-
wartymi juz w [18]), pozwala na oszacowanie wartosci oczekiwanej sumy dowolnych
zmiennych niezaleznych o warto$ciach w przestrzeni operatorow.

Metody dowodu dla U-statystyk rzeczywistych i o wartosciach w przestrzeni Hil-
berta sa bardzo zblizone, jednak przypadek ogdlny wymaga dodatkowego skompliko-
wania notacji, ktéra staje sie dos¢ ztozona juz dla prostej rzeczywistej. Z tego wzgle-
du, a takze aby lepiej zobrazowa¢ najwazniejszy przypadek, najpierw przedstawimy
wyniki dla U-statystyk rzeczywistych, ze szczegdlnym naciskiem na U-statystyki
rzedu 3, dopiero nastepnie pokazemy, w jaki sposéb uogodlniajg sie one na dowolne
przestrzenie Hilberta. Cze$¢ technicznych lematow, ktorych tres¢ w przypadku rze-
czywistym jest intuicyjnie oczywista, zostanie jedynie sformutowana, natomiast ich
dowody przedstawimy podczas omawiania ich uogélnionych wersji dla przestrzeni
Hilberta.

Rozwazmy zatem (hi)icyd,jij<n, gdzie hs: ¥4 — R sg kanoniczne ze wzgledu na

(XZ»(] )),-6 I,..jer, oraz zmienng Z, zdefiniowang, jak poprzednio, wzorem

Z =Y h(X{).

lil<n

Oszacowania momentéw zmiennej Z beda si¢ wyraza¢ w terminach norm wpro-
wadzonych w ponizszej definicji. Korzysta ona z notacji wprowadzonej w Definicji
4. Podobnie jak w Definicji 7, zaktadamy, ze E|h;(X8)|> < oo dla kazdego i.

DEFINICJA 9. Dla niepustego zbioru I C Iy rozwazmy J = {Ji,...,Jx} €
Pr. Dla dowolnej d-wskaznikowej macierzy (hs)p<n funkeji rzeczywistych na ¥4 oraz
dowolnej ustalonej wartosci ije, zdefiniuymy

deg(J

H(hi)iIHJ = sup{ ZEI Xdec H flJ) Xdec . flgjj) E#Jj ~ R

]EZ\fU () 1dlaj:1,...,deg(j)}.

Niech ponadto ||(hi)i,llo = |7 (X))
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Przyktad Dla d = 2 mamy (upraszczajac notacje i piszac np. || - ||{132) zamiast
- ey 2n)

|(rig)igllay = sup { 32 Bhyy (X0, Y)) fig (X0, Yi): E Y fi5(X0,Y)” < 1}
,j<n 7,J<n
:\/Z ]Ehzj 09 j a
L,j<n
I(Rig)isllayey = sup {32 Ehyy(Xi, Y5) £i(Xi)gs (Y7):
L,j<n
EY fi(X)?<LEY g;(v;)?* <1}
i<n j<n
= sup {, [3°Ex (X Evhy(X.,Y; jm))?:EZgjm)kl}
i<n jisn i<n
:sup{ Y Ey (> Exhi(X:,Y;) 2 ED fi(Xy) }
jsn i<n jsn

oraz przy ustalonym i,

(R, V)l = sup {By D (X0, Y)) (V) : YEf(V)? < 1}

i<n Jj<n

ZEYh 5 ]

is<n

Uwagi Powyzsza definicja jest pod pewnym wzgledem zblizona do Definicji 7.
W szezegblnosed, dla I = Iy, ||(hi)i,||7 jest ,deterministyczna’ norma, zas dla I #
I; zmienng losows zalezng od (ij ))je 1, (jak tatwo zauwazy¢, jest to analogiczna
norma, obliczona warunkowo dla podmacierzy nizszego wymiaru). Dla uproszczenia
notacji, zaleznosci od (Xij )) jere, podobnie jak w przypadku Definicji 7, nie bedziemy
zaznaczad.

Oczywiscie istotng roznicg miedzy Definicjami 71 9 jest fakt, ze w tej drugiej nie
wystepuje catkowanie supreméw zmiennych losowych.

Gdy ¥ = R oraz hi(x1,...,24) = a;[[¢_, zx, dla pewnych a; € R (tzn. gdy
U-statystyka jest uniezaleznionym chaosem) oraz (Xi(j)) to niezalezne zmienne o
rozktadzie N(0, 1), jak tatwo sprawdzi¢, powyzsza definicja sprowadza sie do Defini-
cji 5, doktadniej [|(hi)]|7 = ||(@i)]| 7. Normy tego typu nie sa nowe, wystepuja one w
analizie funkcjonalnej w kontekscie iniektywnych iloczynow tensorowych. Jak tatwo
zauwazy(, sa to po prostu normy macierzy (macierzy funkcji) interpretowanej jako
wieloliniowy funkcjonat na odpowiednich sumach prostych iloczynéw tensorowych
przestrzeni Hilberta.
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Zauwazmy ponadto, ze gdy J jest rozbiciem zbioru I C I; na singletony, mamy
|(R)i,ll7 = lI(hi)i,llzs- Z kolei, dla rozbicia trywialnego J = {I} oraz dowolnego
J C 1, zachodzi

I(ha)i, |7 = ZEI (X§)2 > [I(hi)s, |

I,J-

Zatem, stosujac do prostej Twierdzenie 12, mozemy rzeczywiscie otrzymac osza-
cowania momentow rzeczywistych U-statystyk za pomoca wielkosci wprowadzonych
w Definicji 9. Dla d = 1, uzyskana nieréwnos¢ jest z doktadnoscia do statych row-
nowazna nierownosci Bernsteina

B 2P < K[ B2 4 pEman 2], 3.1)

gdzie Z; sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o $redniej 0 (doktadniej, nier6wnosé ta
jest rownowazna oszacowaniom Bernsteina na odchylenia sum niezaleznych zmien-
nych losowych, réwnowaznos¢ ta jest wykazana np. w [18]). Dla d = 2, uzyskujemy
nieréwnos¢ Giné, Lataly, Zinna [18]

B S oy (X" < o (S, (6, X))o
1,7 [2¥}

%
+ p"/*E; max (ZEQ (X, X)) ) (3.2)

p/2

+ p3p/2E2 Hl]aX ( Z Elhz‘,j (Xl(l), XJ(2))2)
+ pPE max [h (XD, X?) yp} .
Z7j

Dla d > 3 uzyskane nierownosci, cho¢ silniejsze niz znane dotychczas oszacowania
momentoéw rzeczywistych U-statystyk, nie sg niestety satysfakcjonujace, ze wzgle-
du na nieoptymalng zaleznos¢ od p. Zauwazmy, ze juz dla d = 3, zastapienie
Il - |H%1 2.3),(1,2) Przez wariancje U-statystyki sprawia, ze wspolczynnik przy wariancji
wynosi p#{12P/2 = pP W konsekwencji, otrzymane oszacowania nie odzwierciedlaja
gaussowskiego zachowania momentéw i odchylen U-statystyk dla matych wartosci
odp. p i t. Takie zachowanie sugerowane jest zarowno przez przedstawione powyzej
nieréwnosci dla d = 1,2, jak i oszacowania momentéw chaoséw gaussowskich dane
w Twierdzeniu 9.

W dalszej czesci pracy potrzebna nam bedzie jeszcze jedna definicja norm || - || 7
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DEFINICJA 10. Dlai € (N*)?! x I, niech a;: ¥ — R bedzie funkcjg mierzalng.
Dla podziatu J = {J1,...,Jx} € P1, (zalézmy dla ustalenia wwagi, ze d € Jy),
zdefiniugmy

2
d d b
I (X il :sup{JZE( > a(x()af)-al)))

iy iId\Jl

Sl <L e <)

i iy,

Uwaga Zauwazmy, ze podobnie jak w Definicjach 5 oraz 9, H(a/i(Xi(j)>>jHj jest

norma macierzy (ai(Xi(j)))i traktowanej jako k-liniowy operator na odpowiedniej
sumie prostej iloczynéw tensorowych (w tym wypadku na @?iglj(@)ie 5, H;), gdzie
Hy = @F LQ(XZ-(d)), za$ dla i # d, H; = (3). Ponadto normy te sa dobrze zde-

ig=1
finiowane takze dla skoniczonych macierzy (ai(Xi(j)))i, gdyz mozemy rozszerzyé je
zerami do macierzy nieskonczonych. Interpretacja w jezyku iloczynéw tensorowych
uzasadnia stosowanie takich samych oznaczen, jak w Definicjach 5 i 9, niemniej
w dalszej czesci rozprawy, bedziemy do macierzy (ai(XZ(d)))i stosowali rowniez nor-

my z Definicji 5, warunkowo, przy ustalonych zmiennych Xi(j) (a zatem traktujac
(a;(X .(d)))i jako d-wskaznikowa macierz o wspoétezynnikach liczbowych). Aby unik-

id
na¢ niejednoznacznodci, otrzymana w te sposéb liczbe (a wlasciwie zmienng losowa,
zalezna od (Xi(d))i) bedziemy oznaczaé przez || (ai(Xi(j)))iij (litera D ma oznaczac,

ze stosujemy norme || - |7 macierzy ,deterministycznej”).

3.1 Rzeczywiste U-statystyki rzedu 3

Aby przeanalizowaé zachowanie momentow dla U-statystyk rzedu 3, upro$émy nieco
notacje i zapiszmy

Z =y hip(X, Y5, Zy),
ijk=1
przyjmujac, ze we wszystkich poprzednich definicjach Y; i Z;, odpowiadajg zmiennym
X@ x?.
j 0k

Analizujac teze Twierdzenia 12 dla d = 3 oraz korzystajac z przedstawionych
powyzej uwag, dotyczacych zwiazku miedzy normami || - |7 oraz || - ||;.s, mozna
zauwazy(, ze aby uzyskaé oszacowania momentéw z zaleznoscia od p przy || - || 7 dla
J € Ppi2,3), odpowiadajaca Twierdzeniu 9, wystarczy oszacowac
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I (Piji)ijrllin2syqr2y = Bzsup{ DD Exyhie(X:,Y;, Zi) fi(Xi)g; (V) :

k 17

ZEfi(Xi)27 ZEQJ‘(YJ‘)Z <1}

oraz symetryczne wyrazenia ||(hijr)ijkll1,2,3), 01,30 1 [|(Rijr)ijell (1,2,3},42,3) -

Rozwazmy e,, = (e} (X1),...,e"(X,)), £, = (L (Y1),...,f2(Y,)) — bazy orto-
normalne odpowiednio w L*(X;)@®. .. L*(X,,) oraz L*(Y1)®. .. L*(Y,). Oznaczmy
@ik (Zk) = Y im Exy himi (X1, Yo, Zk)eﬁ(Xl)f;”(Ym). W przypadku, gdy ktéras z po-
wyzszych przestrzeni jest skonczenie-wymiarowa, zakres indeksu ¢ lub j moze by¢
tylko skonczony, ale oczywiscie mozemy uzupelni¢ macierz a;j;(Zy);; do macierzy
nieskonczonej ktadac na dalszych miejscach zera. Ten zabieg kosmetyczny pozwoli
nam interpretowaé¢ sumy po ¢, j zawsze jako sumy nieskonczone.

Przy powyzszych oznaczeniach, mamy

l(Pije)ijelliesy ey = Esup{d Y ain(Zi)ziy;: [|z]2, [yl < 1}
ki

= E| (aijn(Z)ijllea—es = EI D (aiju(Ze)iill 32y
k k

gdzie >,y Ea;r(Zk)* < oo, przy czym wykorzystane tu zostaly standardowe wia-
snoéci przestrzeni L? oraz ich iloczynéw tensorowych (w szczegdlnoéci np. réwnosé
(@:L%(X3)) ® (8, L(Y)) = @i L3 (X, Y))).

Problem sprowadza si¢ wiec do oszacowania wartosci oczekiwanej normy opera-
torowej sumy niezaleznych macierzy losowych.

Aby kontynuowaé, zauwazmy, ze poniewaz normy | - |7 zar6wno dla macierzy
funkeji, jak i macierzy losowych typu (aijx(Z))i;x maja interpretacje jako normy
funkcjonatow wieloliniowych na odpowiednich iloczynach tensorowych przestrzeni
Hilberta, zachodzi nastepujacy

LEMAT 11. Dla dowolnego rozbicia J € P23},
(i )igellr = Nl (@i (Zi))igll -

Aby oszacowaé E|| Y5 (aijk(Zk))ijllin—i» uzZyjemy warunkowo nastepujacego wy-
niku Lataty, kluczowego w dowodzie oszacowan momentow chaosow gaussowskich.

LEMAT 12 ([35], Theorem 2). Rozwaimy 3-wskaznikowq macierz A = (a;jy).
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Wowczas dla wszystkich p > 2,

(S s,

=E[| (3 aingn):s
k
<K (Al + 1Al .0

1
+ Ml + VoAl ayens )-

Istotny bedzie tez nastepujacy fakt, wyrazajacy zwiazki miedzy silng i staba wa-
riancjg procesu empirycznego. W nieco stabszej wersji zostat on udowodniony przez
Talagranda, ponizsze sformutowanie pochodzi od Boucherona, Bousqueta, Lugosi i
Massarta [8], zas dowdd jest implicite zawarty takze w pracy [18].

{12}

lo—lo

LEMAT 13 ([8, Lemma 7]). Niech Xi,...,X, bedq niezaleznymi zmiennymi
losowymi, o wartosciach w (X,B) za§ T — przeliczalng klasq funkcji mierzalnych
f:3 — R, takich ze dla kazdego i, Ef(X;) = 0. Wéwczas

Esup Y f*(X;) <supd Ef(X;)>+32VEM2Esup | f(X;)| + 8EM?,
feT feT fer

gdzie M := max;supser | f(Xi)|-

Mozemy teraz wroci¢ do oszacowan E| (X @ik (Zk) )ijlles—e,- Rozwazmy €4, ..., e,
- cigg zmiennych Rademachera, niezaleznych od (X;), (Y;);, (Zk)k. Uzywajac stan-
dardowych technik symetryzacyjnych ([39], Lemma 6.3), faktu, ze srednie radema-
cherowe sa zdominowane przez gaussowskie oraz Lematu 12 warunkowo na (Zy)g,
otrzymujemy

s
Bl (3 st 2l e SZENS aie(Zo)el < 20 SEI(E avan(Zi)ge )
k k k
SK (EH(CLUk(Zk))||{1}{2,3},D + Ell(aije(Zi) ll12).41,33.0

1
+ ﬁEH(aijk(Zk))H{1,2,3},D (3.3)
+ VPE (aiit(Z)l 1y 21310 -

gdzie zgodnie z uwaga po Definicji 10, ||(aijx(Zk))| {1342} (33,0 0znacza, norme z De-
finicji 5 zastosowang do macierzy liczbowej przy ustalonych zmiennych Z.
Oczywiscie
1

1 1
—E Qjj Z < — E Qjj 1) = — Qjj Z ,2,3)- 3.4
7 [ (@ijr(Zk)) l1,2,35.0 7 %k: ik (Z) \/ﬁH( (Z)llpzsy. (34)
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Zajmiemy si¢ teraz oszacowaniem pozostalych sktadnikéw po prawej stronie
(33) Zacznijmy od EH(azgk(Zk))H{l}{Q}{S},D Niech

M? = max sup | g aijk(Zk)xiij = max ||(aijk(Zk))ij||§2%£2.
k — k
llzll2;llyll2<T 45

7 Lematu 13 otrzymujemy

Ell(aije(Zi) Ity oyp0 =B sup > (3 ain(Zi)wiy;)?

lzllzllylla<l g 45
< sup EZ(Z@ijk(Zk)xiyj)2
llzll2,llylle<T g 45
+ 32V EM2EH(Z @ik (Zk))ijll etz + SEM?
%
=l @i (ZiDlty ey + B2VEMIEN R aign(Z))iles—rs
%

+ 8EM?.

Uzywajac nieréwnosci vab < /pa/e + be/\/p, otrzymujemy ostatecznie dla 0 <
e<l,p=2,

g
El[(aijrx(Zr)) l{13123133.0 <K <||(az‘jk(Zk))||{1}{2}{3} + %EH(Z ijk(Zr))ijll et
k

+ 2 B lan 200 ). 35)

Przejdzmy do oszacowan dla E||(a;x(Zk))| (231,30 Mamy

EH(&ijk(Zk))H%Q}{l,S},D =E sup Z(Z aijk(Zk)yj)2

lylla<1 45 5
2
=E sup Z €k Z(Zaijk(zk)yj)2 -
lylla<1 g i
Niech
S= sup |> e Z(Zaz’jk(zk)yj)z"
lylla<1 ! g i

Uzywajac ponownie Lematu 13, tym razem do zmiennych X = (Zj, &g, k) oraz
funkcji fy(Zg, ex, k) = 5k\/2i(2j a;jk(Zy)y;)?, otrzymujemy
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Ell(aik(Zi)l{oy (1,3).0 =E ”Sﬁlpl > fo(Zien, k)?
Yy 2< k

< sup ED OO aiyu(Zi)y;)? + 32VEMZES + 8EM?

lyll2<1 55 5

=[1(aijx(Zk))ijr 713y 2y + 32VEMZES + 8SEM?. (3.6)

Aby zakonczy¢, nalezy zatem oszacowaé¢ ES. Rozwazmy w tym celu g1, ..., g, —
niezalezne zmienne losowe o rozkltadzie N'(0, 1), niezalezne od zmiennych Zj. Mamy,
ponownie korzystajac z dominacji srednich gaussowskich nad rademacherowymi,

ES =E sup |3 ¢, \/z@aijazk)yj)?
k i J

llyll2<1
T
<\/>E sup |ng Z(Zaz‘jk(zk)yj)Q
2 Jyl<t ~ G
—/2E sup |X,| ]E (sup X+ sup X))
lyll2<1 lyll2<1 lylla<1
-2/ E sup X7 =2 'E sup Xy, (3.7)
lyll2<1 lyll2<1

gdzie Xy = > gk \/ >i(22; aiji(Zk)y;)? jest procesem (warunkowo) gaussowskim in-
deksowanym przez kule jednostkowa w ¢y (przy czym w przedostatniej réwnosci
uzylismy faktu, ze procesy (X,), i (—X,), maja te same rozklady, zas w ostatniej,
ze X() = 0)

Dla dalszych rozwazan, zatézmy chwilowo, ze dla pewnej liczby naturalnej N, z
prawdopodobienistwem 1, liczby a;;,(Zy) sa réwne 0, gdy max(s, j, k) > N.

Struktura kowariancji procesu X indukuje metryke na zbiorze indeksujacym,
dang wzorem

dx(y,9)° = EglX, — Xy|? 2
- X wzmz aigh(Z2);)? — @@ az-jk<zk>yfj>2)
= S enlZukll = IS w205
< Zuzawk (2)( :&mn%ﬂ
= ZZ%;@ (Zi)(y; — 9;)° = dx(y,9)%,
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gdzie X, = S gir > aije(Zr)y; jest réwniez procesem (warunkowo) gaussowskim
(gir sa zmiennymi i.i.d. o rozktadzie N (0, 1), niezaleznymi od zmiennych 7).

Zalozenie o skofczonosci nosnika macierzy (a;;r(Zk))ijr implikuje, ze wszystkie
sumy w definicjach X, i Xy sg skonczone. W szczegdlnosci oba procesy sa dobrze
okreslone i maja ciagle trajektorie ze wzgledu na y (zalozenie to nie jest potrzeb-
ne, z warunkow na zbieznosé¢ szeregéow gaussowskich w przestrzeni Hilberta mozna
bowiem tatwo wykazac, ze oba procesy wyznaczajg miary gaussowskie na odpowied-
nich przestrzeniach /5, tym niemniej upraszcza ono szczegbty techniczne dowodu, w
szczegblnosci pozwala ,automatycznie” zmienia¢ kolejnosé sumowania).

Ciaglos¢ trajektorii pozwala nam zastosowaé Lemat Slepiana (np. [39], Corollary
3.12) , ktoéry daje

lyll2<1 l[yll2<1 ik

< 2 Eain(Ze)? = (aijn(Ze)igrll .23
ijk

Uzywajac powyzszej nieréwnosci w potaczeniu z (3.6) i (3.7) oraz korzystajac z
faktu vab < \/pa + b//p, otrzymujemy dla p > 2,

E sup X, <E sup Xy:E\/Z(Zaijk(Zk)gik)z
J

Ell(ain(Ze) li2y(1.3y.0 < [[(@sin(Zk))ijrll 1,323 (3.8)
K
+ %H (aijn(Zk) )ijell (12,3 + K\/I_?\/E max [|(aijk(Zk) )is e

przy dodatkowym zatozeniu o skonczonosci nosnikéw macierzy. Latwo widaé¢, ze

powyzsza nierOwnos¢ rozszerza si¢ na ogolny przypadek macierzy, o niekoniecznie
. ;. . . 2 .

ograniczonych nosnikach, takich ze E Y, 1 aiju(Zx)? < oo (wynika to w standardowy

sposob z dominacji norm || - || 7 przez norme || - ||{1,2,33 oraz twierdzenia Lebesgue’a
o zbiezno$ci zmajoryzowanej).
7, symetrii
Ell(aije(Zi) 32310 < ll(@in(Ze) [l 13 2.3y (3.9)

K
+ 7 | (@ije(Zi)) |l (1,2,3y + K\/ﬁ\/E max | (ai(Zx))is 17, e,

Nieréwnosci (3.3)—(3.5) (z € dostatecznie matym) oraz (3.8),(3.9) razem z Lema-
tem 11 implikuja nastepujace twierdzenie, dotyczace wartosci oczekiwanej normy
sumy niezaleznych macierzy losowych.

TWIERDZENIE 14. Niech Zi,...,Z, bedqg niezaleinymi zmiennymi losowymsi
o wartosciach w (X, F). Dla i,j € N*, k € I,,, niech a;;,: ¥ — R bedg funkcjami
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maerzalnymi takimi, ze Eza;;,(Z)) = 0. Wowcezas, dla dowolnego p > 2,

1
E ;s Z iilllo— <K|: ;5 Z )2,
||(§k: ik (Z1))ij ot \/ﬁH( ik (Zi))l 12,3

+ [[(aije(Z) Iy ey + @i (Z0) Iz 0.3
+ Pl (aije(Ze)) | 11312343}

4+ p\/E max 1(@iji(Ze))isllFiy 2 |-

Otrzymujemy stad nier6wnos¢, pozwalajaca na oszacowanie momentow U-statystyk.

WNIOSEK 5.  Dla dowolnego p > 2,

1
[ (Pije) 1 11,2,31 1,2y < K{\/]—)||(hz‘jk)||{1,2,3} + | (hijr) [l {13 42,3y +

+ 1(Rige)ll 2y .31 + VoIl i)y 21 5)
B mp Nl

Uwaga Porownujac powyzsze Twierdzenie z Lematem 12, mozemy zauwazy¢, ze
pojawil sie dodatkowy sktadnik p\/EZ maxy, [|(aik(Z1))ij | F1y12)- Jego obecnodé jest

do pewnego stopnia naturalna, gdyz z reguty w rozszerzeniach nieréwnosci dla sum
niezaleznych zmiennych gaussowskich na ogoélne niezalezne zmienne losowe, pojawia
si¢ dodatkowy sktadnik, zwigzany wtasnie z maximum tych zmiennych. Jako przy-
ktad moze tu stuzyé poréwnanie wzrostu momentow dla zmiennych gaussowskich z
nieréwnoscig Bernsteina.

7 powyzszego rezultatu oraz Twierdzenia 12 otrzymujemy nastepujace oszaco-
wania momentow U-statystyk rzedu 3.

TWIERDZENIE 15. Dla dowolnego p > 2,

E|> hin(Xi, Y5, Z)

ijk

p c
< Kp|: Z Z pp(deg(J)/Q-i-#I )Elc H}aX”(hmk%I”?] .
I1C{1,2,3} J€Pr Ic

3.2 Rzeczywiste U-statystyki dowolnego rzedu

Analiza nieréwnosci Bernsteina (3.1) oraz Giné, Latalty i Zinna (3.2) pokazuje, ze
moga by¢ one zapisane w takiej samej formie jak nieréwnos¢ z Twierdzenia 15, po-
przez zastapienie zbioru {1,2, 3} odpowiednio przez {1} i {1,2}. Sugeruje to postaé
oszacowan momentow dla U-statystyk dowolnego rzedu d. Rzeczywiscie, okazuje sig,
ze zachodzi nastepujace twierdzenie.
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TWIERDZENIE 16. [stniej@ state K4 takie, ze dla p > 2,

< Kp[ Y )R, max||( 1)11||137}-

ICI; JEP;

lil<n

Aby udowodni¢ powyzszy wynik, bedziemy potrzebowaé¢ odpowiedniej wersji
Twierdzenia 14.

TWIERDZENIE 17. Niech Zy,...,Z, bedqg niezaleznymi zmiennymi losowymi o
wartosciach w (X, F). Dla i € N*=1 x I, niech a;: ¥ — R bedg funkcjami mierzal-
nymi takimi, ze Ezai(Z;,) = 0. Wowczas istniejg state Ky takie, Ze dla dowolnego
p > 2 zachodzi

B> ai(Zi,))i,, I <Kg > pOHaeD=D72)(4,(Z,)ll 5

iq JEP1,
1K, Z p1+(1+deg(J) )/2 Ema‘X”<a1(Zid))ild_l||?77
JEPr, td
gdzie || - || oznacza norme (d — 1)-wskaznikowej macierzy, jako (d — 1)-liniowego
funkcjonatu na (62)~" (czyli norme || - ||q1y...ta—1y2 Definicji 5). W szczegdlnosci,
Eall( Zh i, Myqay <Ka Do pUrees=02) (h) 7
jEP}d
Z piH(1des()- d/2\/EmaX||( 1)11(171||?7.
JE'P]d 1

Uwaga W Definicji 9 przyJthmy konwencje niezaznaczania zaleznosci ||(hy);ll 7
od zmiennych losowych (X ) W powyzszym twierdzeniu, [|(3=;, hl)ud Ny ga-1y

oznacza zmienng losowa, zalezng od (X; d))iejn, zdefiniowang jako H( Diero {1y 4d-13
gdzie (hy)ier, , jest (d — 1)-wskaznikowa losowa macierzg funkcji, danych wzorem
Ez&,...,id_l (w1, ... wa—1) == 2, hi(wr, .., 2ao, Xi(j)). Innymi stowy, dla ustalonej war-
tosci (Xz‘(j)>id61n7 warunkowo liczymy || (l~zi)ield71 | {1}..{a—1}, traktujac pozostate zmien-
ne (Xi(k))iejn,kgjd71 jako argumenty odpowiedniej U-statystyki.

Druga czes¢ twierdzenia wynika z pierwszej, jak w przypadku Twierdzenia 14,
poprzez przejscie do odpowiednich baz ortonormalnych. Kluczowe jest tu ponizsze
uogdlnienie Lematu 11, wynikajace z interpretacji norm || - || 7 jako norm funkcjona-
tow wieloliniowych.

LEMAT 14. Niech dla k € 141, €pm = (e,lgm(Xl(k)), e (X)), m =

1,2, ..., bedzie bazg ortonormalng w L2(X(k)) @ LA(X W), Zdefiniujmy
ai(Xi(j)) = Z E{lv Hd— 1} Xdec H ek Zk
lil<n,ja=iq
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Wowczas, dla dowolnego rozbicia J € Py,

1(h)illr = Nl (X))l -

Powotamy sie wreszcie na uogélnienie Lematu 12.

LEMAT 15 (Latata, [35], Theorem 2). Istniejq stale K, takie, Ze dla wszystkich
p = 2 oraz dowolnej d-wskaznikowej macierzy A = (ai)icrd,

B3 aigi)i, layfay < Ko o p'T=92)(a)] 5.
td JEP1,

DowOD TWIERDZENIA 17. Podobnie jak w dowodzie Twierdzenia 14, mozemy
zalozy¢, ze nosnik macierzy jest ograniczony. Randomizujac niezaleznymi zmiennymi
Rademachera, ograniczajac srednie rademacherowe przez gaussowskie oraz stosujac
oszacowania dla srednich gaussowskich, warunkowo na Z (Lemat 15), otrzymujemy

B> ai(Zi,)),, | < Ka Y p""9PE|(a(Z) g0 (3.10)
id JEP1,

Rozwazmy dowolny sktadnik z prawej strony (3.10), odpowiadajacy J = {J, ..., Ji}
dla deg(J) > 1. Bez straty ogélnosci mozemy zatozyé, ze d € J;. Mamy (z Lema-
tu 13, uzywajac argumentéw analogicznych jak w dowodzie Twierdzenia 14) dla
0<e<,

PR (ai(Z,) )il 70

k 4
<p(1+k7d)/2 E A sup Z Z (Z a/i(Zid) H.I'l(i))2
@2 ll2<1: =2,k 0 iy g\ =2
J
SN
=) 2
< B s Y {el ¥ (X alz,) T2}
@) l2<1: =2,k ia \ay i\ J=2
J

<Kp 0 (J@(Z,)l

9
+ —E sup
VP @) la<ts j=2,
J

NDIAOD ai(Zid)Hﬂii(ﬁV)

i@y irg\s J=2

p
+ % fEmax 1@ (Ze e, By )
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gdzie dla J; = {d} naduzywamy nieznacznie notacji, utozsamiajac rodzine zbioréw
{0, Jo, ..., Jx} z rozbiciem {Js, ..., Ji} zbioru I ;.
Podobnie jak w przypadku d = 3, Lemat Slepiana implikuje, ze

E s [Ygu| X (3 aZ) [0

1)<t =2k i v g i=2
S
J
<2E sup |Z:giJ1 > ai(Zy) I1 xiJj|
”(Il(j; )||2<1: J=2,....k iJl ild\‘]l J=2

<Ky > pUHIER=REE (ai(Z;,))illk,
KePr, deg(K)<k
przy czym w ostatniej nieréwnosci ponownie uzyliémy Lematu 15 (grupujac indek-
sy odpowiadajace zbiorom Ji\{d}, Jo, ..., J; i traktujac je jako nowe, pojedyncze
indeksy).

Zauwazmy ze dla J; = {d}, uzycie Lematu Slepiana niczego nie zmienia (po-
dobnie jak dla d = 3), jednak nie wyrézniamy tego przypadku, aby skrécié i tak
rozbudowany pod wzgledem zapisu dowod.

Ostatecznie otrzymujemy

pIHaesN DR (a;(Z;,))ill 7.0
< Kgp" e D=D72) (a4(Z, )il 7

+ Kq4e > pUFIERI=DR| (4 Z;, ) )il
KePy, deg(K)<k

i Kdg—lpl-i-(l—i-deg(h\{d},h,...7Jk)—d)/2\/EH%?XH((Zi(Zid))iId1 |]?,1\{d}7‘]27_“717k

Nieréwnosé ta jest prawdziwa takze dla deg(J) = 1 (tzn. J = {l4}), gdyz

Ell(ai(Zi,)illiza,o < [(ai(Zi))ill1ray-
Sumujac po wszystkich J € Pr,, otrzymujemy

> ptdes-D2R) (a;(Z;))ill 7.0

JEP1,

<Ky Y pUraesI=DR2 (q,(Z,))ill o
JEP1,

+Kge Y pUtdeeN=DR2E| (ay(Z;,))ill 7.0
JEP1,

Ky _

424 Z p1+(1+deg(J) d)/2 IEmiaXH(ai(Zi ))ild,1||?7‘

TEP1y_4 !

Ustalajgc € dostatecznie mate, otrzymujemy stad goérne ograniczenie na prawg
strong (3.10), co na mocy Lematu 14, pozwala zakonczy¢ dowdd. ]
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Zmierzajac w strone dowodu Twierdzenia 16, wprowadzmy nastepujaca definicje.
DEFINICIA 11.  Zdefiniugmy czesciowy porzgdek < na Py jako
I=<J
wtedy 1 tylko wtedy, gdy dla wszystkich I € T, istnieje zbior J € J taki, ze [ C J.
Twierdzenie 17 daje nastepujacy
WNIOSEK 6. Niech Z € Py, . Wowczas

Ed” (Z h'i)ild71 ||I ng[ Z p(deg(J)—deg(I))/Z“(hi)i”j
id Je€Pr,: TU{{d}}=T

+ 3 DO, fima (o)
JEPr, | :I=J d

Dos¢ techniczny dowdd powyzszego wniosku przektadamy do czedci poswieconej
U-statystykom o wartosciach w przestrzeniach Hilberta, gdzie bedziemy potrzebowaé
nieco ogdlniejszego faktu (Lemat 17).

Mozemy teraz przystapi¢ do dowodu Twierdzenia 16. W przypadku d < 3 wy-
wnioskowalismy je z Twierdzenia 12. Okazuje sie jednak, ze w ogélnym przypadku
wygodniej jest nasladowa¢ dowdd Twierdzenia 12 i uzy¢ indukceji ze wzgledu na d.

LEMAT 16. Istniejg state Ky takie, ze dla dowolnego p > 2,
E]Zh (Xde)" < K2 ST ST S0 pp#HAs DR | (hy)y, |17 (3.11)

ICIl; JEPT ifc

DowOD. Prosta indukcja w duchu dowodu Twierdzenia 11. Dla d = 1, (3.11)
jest natychmiastowym wnioskiem z (3.1), gdyz E|> k| < VEX hZ = |[(h:)sll 13-
W kroku indukcyjnym, stosujemy zatozenie indukcyjne (warunkowo na Xi(j)) do

funkcji Bilwwid—l(xl? oy @) = 2 hi(, L g, X.(d)) otrzymujac

E Zhi<Xidec) KP Z Z pr #°+deg J)/?)E Ed” Zh HHP’

I1Cl; 1 JEPT IIC
gdzie, podobnie jak w dowodzie Twierdzenia 11, I¢ = I°\{d}.
Stosujegc Lemat 3, otrzymujemy dla I C I, 1, J € Py,

Eq|( Zh il < K[ (Ball( Zh Jillg)” 22 (s rotcany + PP B [ (ha)s 1.

Aby zakonczyc dowéd, wystarczy zatem oszacowal Eql|(3;, hi)i, |l 7. W tym celu
uzywamy Wniosku 6, korzystajac z faktu, ze

1/p
VE" max | (hi)y,,, 1% < (Ba 2 (i), I5)
1d
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DowOD TWIERDZENIA 16. Postepujemy podobnie jak w dowodzie Twierdzenia
12. Aby zastapi¢ sumy wzgledem i;c po prawej stronie (3.11) przez odpowiednie
maxima, wystarczy uzy¢ Lematu 9 dla funkcji g;,. = [|(h:);, ||%, z p/2 zamiast p oraz
a = deg(J) 4 2#I1°¢ + #I° oraz zauwazy¢, ze z nieréwnosci Cauchy’ego-Schwarza,

dla J C I oraz J € P, mamy Eje\; 35 .. | | (R)i, 1% < (| (ha)ie %JC}. [

3.2.1 Oszacowania odchylen dla U-statystyk

Z nieréwnosci Czebyszewa (Twierdzenie 3) oraz Twierdzenia 16 otrzymujemy na-
stepujacy wniosek.

TWIERDZENIE 18. Zalézmy, ze wszystkie funkcje hy sq ograniczone. Wowczas
dla pewnych statych Ky oraz wszystkich p > 2,

(2

Rownowaznie, dlat > 0,

“

Uwaga Powyzsze twierdzenie jest w pewnym sensie optymalne. Nierownosci Lata-
ly dla chaoséw gaussowskich (wniosek z Twierdzenia 9), méwia, ze gdy hi(z1,. .., 2q) =

Z h Xdec

)| > Ko X2 30 gD ma | () Il 7| )

1CI4 JePr

t

2/(deg(J)+2#1°)
(X{*)| > )

t) < Kgexp

1
T Kqichger, <H” hs 11HJH

aixy ...Tq Oraz (Xl-(j )) sg standardowymi zmiennymi normalnymi, to

P(I > m(X{) > ka Y p* 2 |(m)illg) > kane?,
i JG'P[d

P(I D> hl > Ka 3 p* 2 (ha)illg) < e?,

JE'P[d

co, razem z centralnym twierdzeniem granicznym dla U-statystyk, pokazuje, ze z
doktadnogcia do statych, sktadniki p#“+de(7)/2)||(h;);, || 7 dla I = I; sa poprawne i
nie moga by¢ zaniedbane. Dla dyskusji nad optymalnoscia pozostatych sktadnikéw,
rozwazmy V = G [[;c; Xi, gdzie X; i G sa niezalezne, X; sa symetrycznymi zmien-
nymi Poissona z parametrem 1, za§ G = 37, . @i, [1jere gg) to chaos gaussowski
(gz(j ) sa niezaleznymi zmiennymi A (0,1)). Wtedy V jest staba granica U-statystyk
V,, zadanych przez funkcje [Ic; fw)]an ie [jer gz-(j) (i € I%), gdzie XT(LJBJ to scen-
trowane zmienne Bernoulliego z parametrem p = 1/n, a wspétczynniki a,;,. sa
odpowiednio dobrane z nieskonczonej podzielnosci zmiennych gaussowskich. Wow-

czas P(V > kaay X sep,e D52 |(21,0)]l7) = ka A e7P, gdzie ol/# loga, ~ p, co
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pokazuje, ze z doktadnoscia do czynnika rzedu (logp)#!, takze pozostale sktadniki
s§ poprawne.

Zauwazmy takze, ze gdy Xi(j)

majg ten sam rozktad oraz h; = h dla pew-
nej funkcji h, wielkosci z Definicji 9 upraszczajg sie. Dokladniej HH(hl)”HJH =

n#l/ 2H 1Al jH , gdzie ||h|| 7 oznacza odpowiednia norme macierzy jednoelementowe;
(hi,..1)) z ha,..1) = h, np. dla d = 3:

1A ( X1, Xo, X3)|l(1,233) = sup{EA(X1, Xo, X3) f(X1, X2)g(X3):
Ef(X17X2>2aE9(X3)2 < 1}

Otrzymujemy zatem

WNIOSEK 7. Jesli (Xi(j))ielmjgd sqg zmiennymi i.i.d., to dla dowolnego t > 0,
]:ED <
Uwaga W szczegolnosci widzimy, ze odchylenia U-statystyki, generowanej przez

ograniczong kanoniczng funkcje h jest rzedu n%?, co zgadza sie z centralnym twier-
dzeniem granicznym dla kanonicznych U-statystyk [44].

. t
K, Igg%nepl <n#I/QHHhH~7Hm

) 2/(deg(J)+2#1°)

3 h(X{)

> t) < Kgexp

3.3 U-statystyki o wartosciach w przestrzeni Hil-
berta

Przedstawione do tej pory metody pozwalaja bez wigkszych trudnosci rozszerzy¢
oszacowania momentéw i odchylen rzeczywistych U-statystyk na przypadek ogolne;j
przestrzeni Hilberta. Pewnym problemem staje sie notacja, gdyz okazuje sie, ze same
odpowiedniki norm z Definicji 9 nie sg wystarczajace. W niniejszej sekcji przedsta-
wimy nieréwnosci dla przestrzeni Hilberta, podajac przy tym dowod ogdélniejszej
wersji Wniosku 6 z dowodu oszacowan dla przypadku rzeczywistego. Pominiemy
natomiast szczegdlty argumentow indukcyjnych, ktore sa takie same jak w dowodach
Twierdzen 11, 12 czy Lematu 16 i Twierdzenia 16.

Rozwazmy zatem osrodkowa przestrzen Hilberta (H, |- |). Zauwazmy, ze jesli w
Definicji 9, zinterpretujemy |-| jako norme w H, otrzymamy poprawna definicje ||-|| 7
dla U-statystyk o wartosciach w H. Niestety, jak juz wspomnielismy, wielkosci te
nie wystarczaja do uzyskania wlasciwych (np. z punktu widzenia prawa iterowanego
logarytmu) oszacowan. Okazuje sie jednak, ze Definicje 9 mozna nieco zmodyfikowacé.
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DEerFINICIA 12.  Dla niepustych zbiorow K C I C I; rozwazmy dowolne J =
{J1,..., Ik} € Pnk. Dla d-wskaznikowej macierzy (hi)icra funkcji o wartosciach w
H oraz dowolnej ustalonej wartosci ije, zdefiniugmy

deg(J
(i), . :Sup{ ZEI Ba(XE), g1, (X0 H fu Xo)
f- : 2 S R, giK:ZK—>H,

]EZW’ X)) < ldlaj=1,...,deg(J),

]EZ\glK (Xiee)|? 1}.

Jezeli jeden ze zbiorow K, I jest pusty, oznaczmy ||(hi)i, k.7 = || (hi)i, |7, gdzie ||-|| 7
jest normg z Definicji 9.

Uwaga Definicja 9 moze by¢ zatem interpretowana jako w pewnym sensie ,zdege-
nerowany’ przypadek Definicji 12. Jest to uzasadnione, gdyz oczywiscie w przypadku
przestrzeni Hilberta, Definicje 9 mozna zapisa¢ jako

deg(J

T e O
geH, |g| <1, (J” zJJ LR,

JEZW) X{)? < Ldlaji=1,. deg(j)},

czyli w formie analogicznej jak w Definicji 12, z deterministycznym g.
Oszacowania momentéw przyjmuja nastepujaca forme.

TWIERDZENIE 19. Dla dowolnego p > 2,

BIY AP < KE( 3 Y p IR () e )

KCICI, jEPI\K

Potrzebny nam bedzie nastepujacy lemat, bedacy zapowiedzianym w poprzedniej
sekeji uogoélnieniem Wniosku 6.

LEMAT 17.  Dla dowolnego K C 151 oraz J = {Jy,..., Jp} € Pr, \xk t kazdego
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p = 2, zachodzi

Eall (2 ma(X5*))ir, .7

id

T DR (e

KCLCIg, )cepld\L:
JU{K {d}}<KU{L}

+ Z p1+(degIC—dng)/2\/]Ed fo H(hi)ifd,l H%JC)

KCLCIg 4, K:ePId_l\L :
JU{K}<KU{L}

Dowod Lematu 17 jest nieskomplikowany i polega gtownie na zmianie bazy, ze
wzgledu jednak na skomplikowanie oznaczen, trudno jest zapisa¢ go bezposrednio
i wygodniej bedzie uzy¢ notacji zwiazanej z iloczynami tensorowymi. W tym celu
potrzebny bedzie nastepujacy

LEMAT 18. Niech H bedzie osrodkowq przestrzenig Hilberta, zas X zmienng
losowq o wartosciach w Y. Wéwczas, H® L*(X) ~ L*(X, H), gdzie L*(H) to prze-
strzen catkowalnych z kwadratem zmiennych losowych postaci f(Y), f: ¥ — H-
mierzalne (iloczyn tensorowy rozumiany jest jako iloczyn przestrzeni Hilberta). Przy
powyziszym utozsamieniu, dla h € H, f(X) € L*(X), mamy h ® f(X) = hf(X) €
L*(X, H).

DowOD. Lemat wynika w prosty sposob z przedstawienia H jako L?(Y), gdzie
Y jest zmienng niezalezng od X oraz standardowej réwnosci L*(X) @ L*(Y) ~
LA(X,)Y). O

DowOD LEMATU 17. Argumentacja, ktérg przedstawimy nie jest skomplikowa-
na, niemniej dos¢ ktopotliwa w zapisie. W zwigzku z tym, zamiast podawac wszystkie
szczegoty techniczne, naszkicujemy jedynie gtéwna idee, opuszczajac dosé oczywiste
rachunki, zwigzane np. z utozsamieniem roéznych iloczynéw tensorowych przestrze-
ni Hilberta. Podobnie, rozwazajac funkcjonaty liniowe na przestrzeni zadanej na
kilka sposob6w (np. explicite i jako iloczyn tensorowy), bedziemy przechodzi¢ bez
szczegotowych wyjasnien do zapisu odpowiadajgcego roznym reprezentacjom.

Niech

Ho = H & [ Qiex (@1 LX) 2 @10 LKL, H)

1 )

oraz, dla j =1,...,k,
H; = Rie; (@?zlLQ(Xi(l))) = EBIiJjISnLQ(X?;C)'

W sytuacji, gdy K = (), mamy zachowujac naturalne konwencje dot. pustych
iloczynéw, Hy ~ H.
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Dla iy = 1,...,n oraz ustalonej wartosci Xi(j), niech A;, bedzie funkcjonatem li-
niowymna H = @md_lKnLQ(XiZ: ,H) ~ ®%_ Hy, zadanym przez (hi(X?ec))md_l\gn

H, wzorem

Aid((gifd_l (X'dec ))ild_l) = <<gild_1 (X'dec ))ild_17 (hi<Xidec))izd_1>I:I

g 1 g 1

= 5 Bl , (XI5 M)

|iId,1 ‘gn

Jako funkcje Xl(d), A, = A, (Xi(j)) sg niezaleznymi losowymi funkcjonatami linio-
wymi. Wyznaczajg zatem takze losowe funkcjonaty (k+ 1)-liniowe na @fZOH &, dane

wzoreim

(ho,hl,,hk>'—>Ald(h0®h1®®hk>

Jesli przez || - || oznaczymy norme funkcjonatu (k + 1)-liniowego, prawa strona nie-
rownosci z Lematu, moze by¢ zapisana jako

| 3 Ao

Zdl

Ponadto, oznaczajac przez ||A;,||ns norme Ay, jako operatora liniowego na ®}_oH,
(przez analogie z norma Hilberta-Schmidta macierzy), mamy

Z E[|A;, (X, HHS = ||(hy)s ||?d,@ < 00,

ig=1

zatem cigg zmiennych losowych A;, (Xi(j)), wyznacza funkcjonat liniowy A na prze-
strzeni H @ (@7 L2(X( ))] ~ P LA (X, H) o~ @gzle(X.(d) H), dany wzorem

ig=1 1q

Algr (X, . ga(X D)) ZE i (XD (g1, (X)),

ig=1

przy czym tatwo wykazaé, ze jesli zinterpretujemy dziedzine tego funkcjonatu jako
iloczyn @j<, L*(X{, H), to odpowiada mu macierz (h;(X));.

WprowadZzmy dodatkowo nastepujaca notacje, spéjna z definicja norm || - || 7.
Jesli T' jest funkcjonatem liniowym na ®7.,F; dla pewnych przestrzeni Hilberta £,
za$ T = {Ls,...,L,} € Pr,uq0y, to przez ||T'||z oznaczmy norme 7' jako funkcjonatu
r-liniowego na ®j_,[®jer, F;|, danego wzorem

(e1,...,6) —T(e1 ®...®e,).

Oznaczajac ponadto Hy, 1 = LQ(Xl ) ), mozemy zastosowaé powyzszg de-

finicje do H @ [@7

zdl

L*(X; (d))] ®FI3H; oraz skorzysta¢ z Twierdzenia 17, aby

tg=1
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otrzymacé

EH ZAzd X(d H K, Z p(1+deg(I)—(k+2))/2||AHj
ig=1 1Py, u{o}
A piH(1deg(D)—(k+2))/2 \/EmaXH Aid(Xff))H%-
IGPIkU{O} v

(3.12)

Powyzsza nieréwno$¢ to juz inaczej zapisana teza lematu, co wynika z ,tacznosci”
iloczynu tensorowego oraz jego ,rozdzielnosci” wzgledem sumy prostej przestrzeni.
Rzeczywiscie, oznaczajac dodatkowo Jii1 = {d}, mamy dla 0 ¢ L;, oraz U =
Ujer, Jj,

®Rjer, Hj ~ Qjer, Rie, (@1 LX) ~ @pev (7, LH(XD)) ~ EBIiU|<"L2(X(i]15C)'
Podobnie, gdy 0 € L;,

®jerHj = [@ye)cn LXK H)| X [©ogjer; ®res; (@1 LX)

1 7
= @\iUKnLQ(X?;C? H)?
gdzie U = (Uo;éJeL J;) U K. Korzystajac z faktu, ze dla ustalonych X9 A,

14 1d Od'
powiadaja macierzy (h (Xdec)) <ns zas A odpowiada macierzy (h; (X)) 1<

liry_
otrzymujemy, ze kazdy sktadnik ﬁ - ||z po prawej stronie (3.12) jest réwny pewnemu
sktadnikowi || - ||. x z prawej strony tezy. Méwiac nieformalnie i naduzywajac nieco
notacji (w sytuacji gdy K = 0), ,taczymy” elementy rozbicia {{d}, Ji,..., Jp, K}
lub {Ji,..., Jx, K'} w sposob zadany przez rozbicie Z, uzyskujac rozbicie {L} U IC,
gdzie L jest zbiorem odpowiadajacym w nowym rozbiciu zbiorowi L; € Z, zawiera-
jacemu 0 (w szczegdlnosel, jesli K = () oraz {0} € Z, to L = (}). Zauwazmy ponadto,
ze deg(Z) = deg(K) + 1, a zatem

1+ deg(Z) — (k +2) = deg(K) — deg(J),

co dowodzi, ze takze potegi zmiennej p po prawej stronie tezy oraz (3.12) sa zgodne,
pokazujac rownosé obu wyrazen i konczac dowdd. ]

DoOwOD TWIERDZENIA 19. Dowdd jest analogiczny jak dla Twierdzenia 16.
Najpierw dowodzimy indukcyjnie stabszej nieréwnosci z sumami zamiast maksimow
(odpowiednik Lematu 16), korzystajac z Lematu 3 i zastepujac Wniosek 6 Lematem
17. Nastepnie, uzywajac Lematu 9, zastepujemy sumy przez maksima. Il
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Na zakonczenie podamy jeszcze oszacowania odchylen implikowane przez Twier-
dzenie 19 i nieréwnosé Czebyszewa (Twierdzenie 3).

TWIERDZENIE 20. Jes$li wszystkie funkcje hy sq ograniczone, to dla kazdego

>0,
> K, [ Bh(X*) + )

> hi(X{)

?

lil<n
1 t 2/(deg(J)+2#1°)
< Kgexp {— I min jrr%pin ( ) ]
KCICI .
Kotdg bty HH(hl)uHKJHOO

3.4 Zastosowanie. Wielokrotne catki stochastycz-
ne

Pierwsza czes¢ pracy, dotyczaca nieréwnosci dla U-statystyk zakonczymy podaniem
zastosowan do szacowania odchylen wielokrotnych calek stochastycznych funkcji de-
terministycznych wzgledem proceséw o przyrostach niezaleznych. Obiekty te sa bez-
posrednio zwiazane z U-statystykami, gdyz moga by¢ zdefiniowane jako odpowiednie
izometrie (catki It0), poprzez przyblizenie ich chaosami jednorodnymi. Poniewaz na-
szym celem jest jedynie zilustrowanie zastosowan nieréwnosci dla U-statystyk, nie
bedziemy przypominaé standardowych definicji, zwigzanych z catkami stochastycz-
nymi. Mozna je znalezé np. w ksiazce [33]

Oszacowania odchylen dla wielokrotnych catek stochastycznych wzgledem proce-
su Wienera, wynikaja oczywiscie z nieréwnosci Lataly (Twierdzenie 9). Dla procesow
ze skokami oraz jednokrotnych i dwukrotnych catek stochastycznych, odpowiednie
nieréwnosci zostaly znalezione przez Reynaud-Bouret [43] oraz Houdré i Reynaud-
Bouret [29]. Nieréwnosci te maja potencjalne zastosowania statystyczne, w estyma-
¢ji funkcji intensywnosci niejednorodnych proceséw Poissona. Metody dowodu we
wspomnianych pracach réznig sie od przedstawionej ponizej i polegaja na nieréwno-
Sciach logarytmicznych Sobolewa [43] lub nier6wnosciach martyngalowych. Wersja
drugiej z tych metod (dla czasu dyskretnego) zostata uzyta przez autoréw takze do
uzyskania do$¢ dobrych statych w nieréwnosci Giné, Lataty i Zinna dla U-statystyk
rzedu 2. W naszym przypadku, postapimy inaczej i wykorzystamy bezposrednio
oszacowania U-statystyk, by otrzymac nieréwnosci dla catek.

Przedstawmy podstawowe zalozenia. Niech (Nt(l))te[o,ﬂ (¢ € 1;) beda niezalez-
nymi procesami cadlag o przyrostach niezaleznych, Néi) = 0. Oznaczmy V'(t) =
VarN{”. Niech ponadto Ai(t) = EN{" bedzie kompensatorem N, zag NO)(t) =
N(t) — A(t).

Zatozymy takze, ze wszystkie skoki proceséw N; sa jednostajnie ograniczone
(skad wynika, ze Vi(t) < oo, [15]). Poniewaz jest to tylko kwestia normalizacj,
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a w przypadku nieciagtym, typowym procesem, jaki mamy na mysli, jest niejedno-
rodny proces Poissona, przyjmiemy, ze wszystkie skoki sg nie wigksze niz 1.

DEFINICJA 13.  Dla niepustego podzbioru I C Iy oraz J = {J;}}_, € Pr, zdefi-
niuymy
deg(J)

iy = sup{[ bttt TT 9 (i) TTV/(8):

Jj=1 iel

/[O,T]#Jj P ((E)ies)I* TT dVi(t:) < 1}

iEJj

Zdefiniujmy takze ||h||g = |h]|.

Uwaga Zauwazmy, ze podobnie jak w przypadku U-statystyk, dla I = I, ||h| 7
jest norma, zas dla I # I; — funkcja (;)icre.

Oznaczenie ||h|| 7 stoi w niewielkim konflikcie z notacja uzyta we Wniosku 7, gdzie
w taki sam sposob oznaczaliémy norme funkcji, definiujacej U-statystyke, oparta
o cigg zmiennych i.i.d. Poniewaz jednak nie bedziemy teraz korzysta¢ z tamtego
oszacowania, nie powinno to prowadzi¢ do niejednoznacznosci.

Udowodnimy nastepujace

TWIERDZENIE 21.  Niech h: [0,T]% — R bedzie ograniczong funkcjq borelowskq.
Rozwazmy calke stochastyczng

Z = h(tlw--atd)dNt(ll) dNt(dd)
[0,7]x...x[0,T]

Istniejq state Ky takie, zZe dla wszystkich p > 2,

P(mmz > I | | )<
ICI, JeP; e >

Metoda dowodu powyzszego twierdzenia polega¢ bedzie na klasycznym przybli-
zaniu funkcji h przez funkcje schodkowe, zas catki stochastycznej przez odpowiednie
U-statystyki. Jednak aproksymowa¢ funkcje h mozemy w L%, natomiast Twierdze-
nie 21 zawiera normy typu L°°. Nalezy zatem skonstruowac¢ cigg funkcji prostych,
przyblizajacych h,, dla ktorych te normy sg ograniczone przez odpowiadajace im
normy funkcji h. Do konstrukeji wykorzystamy nastepujacy lemat.

LEMAT 19. Rozwazmy przestrzenie probabilistyczne (S, 1), i < d oraz ) =
Xier, S, b = Rier i - Istniejg stale Ky takie, ze dla kazdego € > 0 oraz kazdego
mierzalnego zbioru A C Q, spelniajgcego p(A) > 1 — e, istnieje B C A taki, ze
u(B) > 1— K2 oraz dla wszystkich 0 # 1 C Iy iz € Xier8 albo Bil =0
albo pye(BL,) > 1 — Kue¥?'' | gdzie pre = Qiegep, 2as Bl = {yr € XiereQi:y €
B,y; = xr}.
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DoOwOD. Zacznijmy od kilku uwag, dot. notacji. W dowodzie bedziemy uzywaé
indukcji ze wzgledu na d i w kroku indukcyjnym bedziemy rozpatrywaé pewne zbio-
ry C' C X8 dla I C I;. Dla takich zbioréw oraz J C I i x; € X 8 przez
C;IJ bedziemy oznaczaé zbior {yn; € Xiens$%: yr € C,y; = x;}, co moze by¢
nieznacznie niespojne z notacja z w sformulowaniu lematu. Dodatkowo, rozpatru-
jac iloczyny kartezjanskie wielu zbioréw nie bedziemy zwraca¢ uwagi na kolejnosé
mnozenia (spojrzenie na iloczyn kartezjanski jako na zbiér funkeji okreslonych na
zbiorze indeksujacym czyni go ,przemiennym”).

PrzejdZzmy do dowodu. Dla d = 1, teza jest oczywista. Zatézmy zatem, ze teza
zachodzi dla wszystkich liczb mniejszych od d > 1. Dla () # I C I, niech A; = {z; €
Xier$i: pre(AL) > 1 — /e}. Z twierdzenia Fubiniego, u;(A;) > 1 — /e, a zatem
na mocy zaltozenia indukcyjnego, istnieja zbiory B; C Aj, spelniajace p;(Br) >
1— Ky 162" takie, ze wszystkie ich ciecia sa albo puste, albo miary wigkszej niz
1 — Ky 1Y2""" . Zdefiniujmy

B= (1 U {z} x4l = ) (Br x (X)) N A

p£AICI, z1€Br P£ICI,

Wowezas pu(B) > 1 — K/ Rozwazmy dowolny zbiér @ # J C I oraz dowolny
element x ;. Mamy

Bg}]J ={yr:y€eBys=2;} = ﬂ {ysey e U {21} % AilayJ =z;}. (3.13)
@#Ig[d Z1€By

Wykazemy, ze By jest pusty lub miary wigkszej niz 1 — Kge'/ 27! Zalozmy
zatem, ze istnieje x;c € B .- Niech z bedzie elementem x;c7,€2; otrzymanym przez
konkatenacje x; i xj.. Wowcezas x € B, a zatem x; € By dla wszystkich I C 1.
Stad dla I N J¢ # (), mamy x5 € (Br)I7 | a wiec ten zbiér jest niepusty, czyli z

Ting’

1297 7 definiujmy teraz

definicji By, miary wickszej niz 1 — Ky_¢
U=A.n ( Xiegenr §2i X (Bl)i?ri)

ICI4,INJe#D

Oczywiscie pye(U) > 1 —Id( dlsl/ 217! poniewaz wszystkie przecinane zbiory majg miare
wieksza niz 1 — Kqg_1e"/*" (wlaczajac A7, gdyz x; € By C Ay). Dla x5 € U,

mamy x € A (gdzie z jest ponownie konkatenacja x; i x ). Ponadto dla I N J¢ # 0,

Tinse € (Br)fY . a wiec x; € By. Z dyskusji przeprowadzone] tuz po zalozeniu, ze

B? jest niepusty, jest to takze prawda dla () # I C J. Zatem dla kazdego ) # I C I

J
mamy x € {x;} X Ail, gdzie x; € By. Z (3.13) wynika, ze x;c € Bg}]]- Wykazalismy

zatem, ze U C BJ{], co oczywiscie implikuje, ze UJC(Bi]) > 11— Kd€1/2d—1. B

LEMAT 20. Istniejg funkcje schodkowe, tzn. funkcje postaci

_ Ny
D D RN

N ig Vigtl
161kn
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takie, ze h, — h p.n. oraz w L? (wzgledem miary produktowej na [0, T|¢ o rozktadach

jednowymiarowych zadanych przez V') oraz Hth”JH <
1 C 1y oraz J € Py.

dla wszystkich

DowOD. Zauwazmy najpierw, ze jesli zastapimy N@ przez ¢; N, to ||h|| s zo-
stanie przemnozone przez [[;c; ¢;. Zatem, bez straty ogolnosci mozemy zatozyc¢, ze
VO(T) = 1, co pozwoli nam uzyé Lematu 19. Rozwazmy dowolny ciag h,, funkcji
schodkowych zbiegajacy p.n. do h, taki, ze HiLnHOO < ||h||so- Dla dowolnego I C I,
oraz J € Py, mamy ||h,||; — ||h||7 p.n., zatem mozemy przejé¢ do podciagu i z8-
tozyé, ze dla duzego zbioru A(ITZ) (powiedzmy z (Agc)) miary mniejszej niz ¢/2"2" "
gdzie ¢ zostanie dobrane pééniej)7 zachodzi ||h,|l; < 2“||h||g)’oo Niech wéwezas

B™ bedzie podzbiorem N I(A 7 x [0, 7)) danym przez Lemat 19 zastosowany do
o-ciata generowanego przez zbiory postaci (tl(?),tz(-ﬂl] X ... X (tz(:),tf 11, gdzie ¢
odpowiada funkeji schodkowej h, jak w sformulowaniu Lematu. Zdefiniujmy dla
t=(t1,.. ta), hn(t) = hn(t) 1w (t). Wowezas h,, jest funkcja schodkows i z lematu
Borela-Cantelli wcigz mamy h, — h p.n. i w L? (z twierdzenia Lebesgue’a o zbiez-
nosci zmajoryzowanej). Ponadto, dla wszystkich [ oraz tre, funkcja g, (t;) = h,(¢)
jest albo tozsamosc10w0 rowna 0 albo rozni sie od h,, na zblorze miary mniejszej
niz Kd€1/2 /2” Jesli g, nie jest réwne 0, mamy t;c € AIC , wiec w punkcie tje

Pl < 2|lIBlls] . Zatem [[hally = 0 Wb [[hully < [lhn = Bully + Balls <

Ka[lhnlloo + 1Bnlloo)e > /272 + 2|1l 7| < 3||lIBlls|  dla & dostatecznie ma-
bych. > >

DowOD TWIERDZENIA 21. Udowodnimy oszacowania momentéw dla calek z
funkcji ograniczonych, teza twierdzenia bedzie z nich wynika¢ poprzez nieréwnosé
Czebyszewa. Rozwazmy zatem funkcje h,,, dane przez Lemat 20. Mozemy oczywiscie
zatozy¢, ze max;<g, |1§Z - | —, 0. Niech Z,, bedzie d-krotng caltka stochastycz-
ng h,. Poniewaz h, — h w L2, mamy Z, — Z w L? oraz mozemy zalozyé, ze
Zn, — Z p.n. Oznaczmy (z drobnym naduzyciem notacji) przez || Z,|| 7 normy || - ||7
macierzy funkeji ktore definiuja jednorodny chaos Z,, traktowany jako U-statystyka
(oznaczajac w ten sposéb, odréznimy te normy od ||h, |7 danych w Definicji 13).
Latwo zobaczy¢, ze dla J € Py, zachodzi || Z,||7 < ||hn||7 oraz dla I C I, J € Py,

dowolnej wartosci ize i kazdego tre € Xpere (tz(:),tl(-:ll],

7 (k
1Zalls < Ihall7 TT 1IN, = NG,
1k

kere ikt
gdzie ||h,|l7 po prawej stronie jest wartoscia tej funkcji w punkcie t.. Zatem z
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lematu Fatou, Twierdzenia 16 oraz definicji h,,, otrzymujemy
E|Z]P =E limninf | Z,|P < limninfE|Zn|p

< lim inf Kg( > ppdeg(j)/ZthH%

JEP1,
+ Z Z pP#IC+deg NIDE CmaXHHh HJH H ’N((’jw _ (Mp)
ICI; JEP; bt 'k
<KL Y. S pr@#rrdes @) |
ICI, TeP; o
xElchmsupmaX 11 |N(n) —N( )]
1rc kelc zk+1 ’Lk
<KL S0 pHI D2 )| |
ICI, T€P; >

przy czym w dwdch ostatnich nieréwnosciach uzyliémy zatozenia, ze skoki N*) sg
ograniczone przez 1 (wéwczas limsup jest takze ograniczone przez 1, a ponadto
procesy N*) maja wszystkie momenty [15], co razem z nieréwnoécia Dooba i faktem,
ze N® to martyngaly, pozwala dokonaé przejscia granicznego). O
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Czes¢ 11

Prawo iterowanego logarytmu dla
U-statystyk
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Rozdziat 4

Wstepne fakty

W niniejszym rozdziale przedstawimy wstepne intuicje zwigzane z prawem iterowa-
nego logarytmu dla U-statystyk oraz wykazemy réwnowaznos¢ prawa iterowanego
logarytmu dla réznych wersji U-statystyk (zwyczajnych, uniezaleznionych, dodatko-
wo zrandomizowanych). Wprowadzimy takze klasyczne narzedzia, pomocne w dowo-
dzie gtéwnego wyniku tej czesci pracy, jakim jest charakterystyka prawa iterowanego
logarytmu w terminach jedynie funkcji h oraz rozktadu zmiennych losowych gene-
rujacych U-statystyke.

Od tej pory bedziemy zajmowaé sie U-statystyka opartg o jedng funkcje h: ¢ —
R oraz (X;)ien — ciag niezaleznych zmiennych losowych o tym samym rozkta-
dzie. Podobnie jak w poprzednich twierdzeniach, wygodniej bedzie pracowac z U-
statystykami uniezaleznionymi. Dlatego rozwazaé¢ bedziemy takze (Xi(J))jeldﬂ-eN*,
macierz niezaleznych kopii zmiennej X;. Miejscami bedziemy potrzebowac¢ ogol-
niejszej macierzy (XZ-(J))J-E 1,ien+ hiezaleznych zmiennych losowych, niekoniecznie o
tym samym rozktadzie. Bedziemy wtedy zaznaczaé, ze odpowiednie fakty dotycza
ogolniejszej sytuacji.

Zdefiniujmy takze, dla unikniecia probleméw technicznych, LL = loglog (zVe®).

Klasyczne prawo iterowanego logarytmu, pochodzace od Kotlmogorowa, Hart-
mana, Wintnera i Strassena (zob. np. [39]) moéwi, ze w przypadku d = 1, jesli
Eh(X;) =0, Eh(X;)? < 00, to

= /Eh(X;)? p.n.

Ponadto, jesli powyzsze warunki na catkowalno$¢ h nie zachodza, rozpatrywana
granica gorna jest nieskonczona.

lim sup

1 n
—— h(X;
n—00 \/ZnLLn’; (%)

Fakt ten pozwala juz na ustalenie naturalnego normowania w prawie iterowanego
logarytmu dla U-statystyk. Rzeczywiscie, jesli np. d = 2, h(z,y) = zy, zas X; sa
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rzeczywistymi scentrowanymi zmiennymi losowymi o skonczonej wariancji mamy

n n

DX X)) =0 X)P - X7
i,j<n =1 i=1

i#]

Zatem z prawa iterowanego logarytmu oraz prawa wielkich liczb dla sum zmiennych
i.i.d., mamy

| > h(Xi, X;)| = 2EXT.
L,j<n
i#]

W niniejszej rozprawie bedziemy sie zajmowaé prawem iterowanego logaryt-
mu dla U-statystyk, z normowaniem sugerowanym przez powyzsza rownosc, tzn.
(nLLn)%?, gdzie d jest rzedem U-statystyki. Pokazemy w szczegdlnodci, ze prawo
iterowanego logarytmu z takim normowaniem, implikuje kanoniczno$é (catkowite
zdegenerowanie) jadra h. W przypadku U-statystyk o innym stopniu zdegenerowa-
nia, moga pojawi¢ si¢ inne normowania. Mozna to tatwo zaobserwowaé, analizujac
opisany ponizej rozktad Hoeffdinga U-statystyki, my nie bedziemy jednak poruszaé
tych zagadnien.

Zanim przejdziemy do prezentacji nowych wynikéw, opiszmy dotychczasowy stan
wiedzy, dot. prawa iterowanego logarytmu dla kanonicznych U-statystyk. Arcones i
Giné [5], wykazali, ze warunek Eh(X71, ..., X4)? < oo, implikuje

li L
11m su

lim sup = sup{|En(X1, ..., Xa)g(X1) - - g(Xa)|: Eg*(Xy) < 1}.

n—oo

1
(2nLLn)?/2 | iez;d hXi)
' (4.1)

Nastepnie, Giné i Zhang [21] skonstruowali przyktady, pokazujace, ze catkowalnosé
z kwadratem funkcji generujacej U-statystyke nie jest warunkiem koniecznym dla
skonczonosci granicy w prawie iterowanego logarytmu.

Dla d = 2, warunki konieczne i dostateczne zostaly znalezione przez Giné, Kwa-
pienia, Latale i Zinna [24]. Okazuje sie, ze skonczono$¢ granicy gérnej po lewej stronie
(4.1) jest réwnowazna kanonicznosci funkcji h oraz nastepujacym warunkom:

E(h2(X1, X) Au) < CLLu

sup{EA (X1, X5) f(X1)g(X2): [f(X1)ll2, l9(X2)[l2 < 1, 1 flloss lgllee < 00} < C

dla pewnej stalej C' < oo, przy czym granica gorna szacuje si¢ przez KC', gdzie K
jest pewng stata uniwersalna. Dokladna warto$¢ granicy goérnej nie jest w ogdlno-
Sci znana. Kwapien, Latata, Oleszkiewicz i Zinn [32] znalezli jej postaé w pewnych
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szczegbdlnych przypadkach, gdy funkcja h nie jest catkowalna z kwadratem, ale ma
odpowiednia blokowa posta¢. W niniejszej pracy nie bedziemy zajmowac sie proble-
mem doktadnego wyznaczenia granicy, uogolnimy natomiast powyzsze twierdzenie
Giné, Kwapienia, Lataly i Zinna na U-statystyki dowolnego rzedu. Prezentowane
wyniki pochodza ze wspoélnej pracy autora i Rafala Lataly [3], przy czym znaczna
czes¢ dowodu zostata uproszezona.

4.1 Podstawowe narzedzia

4.1.1 Rozkltad Hoeffdinga

Zaczniemy od przypomnienia klasycznego rozktadu U-statystyki, generowanej przez
jadro o éredniej 0 na sume catkowicie zdegenerowanych U-statystyk roznych rzedow,
wprowadzonego przez Hoeffdinga [27] i bedacego jednym z podstawowych narzedzi w
analizie U-statystyk. Zgodnie ze wstepnymi uwagami pracujemy z ustalonym ciggiem
X1, Xo, ... zmiennych losowych i.i.d. oraz oznaczamy przez X, wektor (X1, ..., Xy).

DEFINICJA 14 (Projekcje Hoeffdinga). Dla funkcji h: X% — R, spelniajgce;
warunek E|h(X)| < oo, oraz k =0,1,...,d, zdefiniujmy mph: ¥* — R wzorem

mh(x1, .. 1k) = (0, —P)® (00 —P) ®...® (6,, — P) @ P“Fh,

gdzie P to rozktad zmiennej X1, za$ dla miary p i funkcji f, pf := [ fdp.
W szczeglnosci moh = Eh, mh(z1) = B, ayh(21, Xo, ..., Xgq) — Eh.

W dalszej czesci pracy bedziemy potrzebowaé naturalnego odpowiednika powyz-
szej definicji (dla k£ = d) dla uniezaleznionej U-statystyki, opartej o ciag zmiennych
o niekoniecznie tym samym rozktadzie.

DEFINICJA 15.  Niech h: ¥y x...x3Y; — R bedzie funkcjg mierzalng. Rozwazmy
niezalezne ciqgi (X](-l))j,. e (X](d))j zmiennych i.i.d. o wartosciach odpowiednio w
Y, ..., 5q. Zalozimy, ze E|h(X1(1), o ,Xl(d))| < 00. Zdefintugmy wgh: 31X ... XX —

R wzorem

ﬂdh(l‘l, ce ,:L‘d) = (5“ - PX(I)) ... ((5” — PX(d))h,

1 1

gdzie PXY) jest rozktadem zmiennej Xl(i).

Uwaga Oczywiscie, gdy ¥y = ... = ¥, oraz (Xi(j ))ieN* sg niezaleznymi kopiami
ciagu (X;)ien+, obie definicje mzh pokrywaja sie.
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Bezposrednio z definicji wynika, ze w przypadku i.i.d., dla k > 1, mh jest kano-
niczna wzgledem rozktadu X;. Ponadto zachodzi réwnosé moh = Eh.

Udowodnimy teraz prosty fakt, dotyczacy porownywania momentow dla U-statystyk.

LEMAT 21. Rozwazmy dowolng d-wskaznikowq macierz catkowalnych funkcji
hi: X1 X ... x Xg — R, |i] < n. Dla dowolnej macierzy (Xi(j))i,j jak w Definicji 15
oraz p > 1 zachodzi

H > 7Tdhi(X?eC) < QdH T edeopy(X8o9)||

lij<n lil<n

p
gdzie (egj)
(X7

)

)i,j jest macierzq niezaleznych zmiennych Rademachera, niezaleznych od

DowoOD. Dla d = 1, teza jest klasyczng nieréwnoscig symetryzacyjng dla sum
niezaleznych zmiennych losowych (np. [39], Lemma 6.3). Dowdd ogdlnego przypadku
przeprowadzimy przez indukcje ze wzgledu na d. Dla uproszczenia notacji, oznaczmy
przez T4_1h; odpowiednia projekcje Hoeffdinga funkcji h; traktowanej jako funkcja
zmiennych xo, ..., x4, przy ustalonym pierwszym argumencie. Doktadniej, niech

ﬁdflhi(x) = 511 X (5952 — PXf)) ®X...Q (5“ — PX§d))hi.

Zalézmy zatem, ze lemat zachodzi dla wszystkich U-statystyk stopnia mniejszego
od d. Rozwazmy (Xi(k))leN* k<d, n1ezalezn@ kopie (Xi(k))leN* k<d- Oznaczmy przez E,
wartosé oczekiwang ze wzgledu na X (M. Wowczas, kanonicznosé mgh; oraz nieréwnosé
Jensena, implikuja

By 37 mahs(X{) ?

fil<n
=By 3 (mahs(X, X = By (XD, XD X))
il<n

<SEE| Y (maha(XY, . X)) = maa (XD, XD X))
ji<n

= EE, Zg (mahi(X3, X)) = waha (XD, XD, X))
lij<n

SIS (m 1h(X111)>"'7Xi(j))

lil<n

(X, X))

i1 )

7 nieréwnodci trojkata, otrzymujemy

| 5w, < 2] 32 efdmaa(xi]

li|l<n li|l<n
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Twierdzenie Fubiniego oraz zalozenie indukcyjne zastosowane do macierzy funk-
il Piy,.. i) (T2s - - - s Ta) = Dicn 5,&11)hi(Xi(11), Tg,...,xq) dla ustalonych wartosci zmien-
nych (XZ-(l))Z-, (51(-1))2-, konczy dowdd. O

Bedziemy takze potrzebowa¢ wspomnianego juz twierdzenia Hoeffdinga, dajacego
rozktad U-statystyki na sume nieskorelowanych, kanonicznych U-statystyk réznych
rzedow.

LEMAT 22 (Rozktad Hoeffdinga, np. [12], str. 137). Niech h: ¢ — R, bedzie
niezmiennicza ze wzgledu na permutacje argumentow. Zdefiniugmy

vam) = " DS ),

ielgd

Wowcezas

U, (h) = zdj (Z) Uy (mph).

k=0

4.1.2 Dolne oszacowania odchylen dla chaoséw rademache-
rowych

Zaprezentujemy teraz nieco inne niz w Rozdziale 1 nieréwnosci dla chaoséw ge-
nerowanych przez niezalezne zmienne Rademachera. Oszacowania te postuza nam
w dalszej czesci pracy do znalezienia warunkow koniecznych na prawo iterowanego
logarytmu dla U-statystyk.

DEFINICJA 16.  Dla d-wskaznikowej macierzy (a;)jij<n oraz dla kazdego rozbicia
J ={,...,In} € P1,, zdefiniugmy

* a k k
@)1, == sup | 3 @ [T ol Y(afy)* <p,
lij<n k=1 i,
k
vimaxJkEIn Z(al(J,€)>2 < 17 k = 17 A 7m}7

io.lk

gdzie oJy, = J\{max Ji} (przyjmujemy konwencje 3=;, a; = a;).

Uwaga Powyzsza definicja jest niesymetryczna, gdyz wyrozniamy dla kazdego
zbioru Jj, indeks imax s, . Czynimy tak tylko dla ustalenia uwagi i mogliby$my oczy-
wiscie wyrézni¢ dowolny inny indeks i;, gdzie j € Jj.
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Przyktad Dla d =1, powyzsza definicja sprowadza sie do wzoru

H(al)l<n|’{1}p_Sup{‘zalaz : ZOC p,|061 <1l,1= 1,...,%}.

7 kolei dla d = 2, otrzymujemy

[ (aij): ,J<n||{1} (2 = SUP{’ Z Qi zﬁy‘ ZO‘ pyzﬂ? <SP
j=1

1,5=1

Vier,|ail < 1,¥jer, || < 1},

I(@i3)ss<nllf1zp,p = sup {| Z i Qij | - Z oy <p,Vjer, Y_af <1},
=1

1,j=1 1,j=1

LEMAT 23.  Niech (a;)jj<n bedzie d-wskaznikowq macierzq liczb rzeczywistych.
Rozwazmy zmienng losowq

d
S:=1> w H5§:)| =13 ael.

li<n k=1 li[<n
Wowczas, dla p > 1
1
151> 7= > @)l
d JG'P[d

W szczegolnosci dla pewnej statej cg,

PS> e X la)ly,) > cane™
jG'PId

DowoOD. Druga czesé lematu wynika z pierwszej analogicznie jak we Wniosku
2. Aby udowodnié¢ oszacowania momentéw, uzyjemy indukcji ze wzgledu na d. Dla
d = 1 odpowiednia nieréwnos$¢ zostata udowodniona przez Hitczenke [26], dla d =
2 przez Latale [35] (jako cze$¢ precyzyjnych oszacowan dwustronnych). Zalézmy
zatem, ze oszacowania momentow sa prawdziwe dla chaoséw stopnia mniejszego niz
d> 3.
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Rozwazmy najpierw rozbicie J = {I;}. Mamy

Lel| X

td

>Ed’25 Er, .| > (IIHE ’p

ESP =E.E;, ,

a;

gy
7]]3 ‘ZE 1/2‘
lld 1
LPLP UP{ZO% lldzl 1/2 ZOZ p,|ogl < }p,

gdzie pierwsza nieréwnos¢ wynika z nierownosci Jensena, druga z wlasnosci hiper-
kontracji dla chaoséw rademacherowych (zob. [12], Theorem 3.2.5, p. 114) oraz za-
sady kontrakcji dla $rednich rademacherowych (zob. np. [39], Theorem 4.4., str. 95),
trzecia wreszcie z zatozenia indukcyjnego.

Pozostaje pokazaé, ze

sup { 3 i, (3 af)*: e, <prlad < 1} > 1@l
td

Uy
Niech zatem (v;) bedzie d-wskaznikowa macierza taka, ze > ;72 < p, Zifd,l v <1
dla wszystkich 4. Wowczas
> el <3 llal <D0 ADVA(Y o)
i i iq lld 1 lfd 1
< sup{Zaid( S ad) Y af <p,lay| < 1}.
id irg 4 iq
Niech teraz J = {J1,...,Jm}, m > 2. Z zalozenia indukcyjnego i nieréwnosci
Jensena
1 5 . P\ /P
11 > 7 (Ba (1 IT =00
—#J1 iy keJi
]' *
> —||( )
@l
O

4.1.3 Oszacowania odchylen U-statystyk

Przedstawimy teraz oszacowania odchylen dla U-statystyk, bedace prosta konse-
kwencja Twierdzenia 16 oraz Lematu 21.
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WNIOSEK 8. Niech h: ¢ — R bedzie dowolng (niekoniecznie kanomniczng)
funkcjqg ograniczong. Wowczas dla kazdego t > 0,

P(| 2 mah(X™)

liI<n

>t)

1 . t 2/deg(J)
< - -
< Ld exp [ P (JHGHIIId (nd/2\|h\|j) )

) t 2/(d+#1°)
A\ (?&2 (n#I/QH(EIhQ)l/QHoo) )}
DowOD. Korzystamy z Twierdzenia 16, aby oszacowan momenty U-statystyki

> nx),

lil<n

ktore z Lematu 21 szacuja momenty U-statystyki z tezy wniosku. Poniewaz nasze
zmienne maja identyczny rozktad, uwaga przed Wnioskiem 7 pozwala wyrazi¢ normy
| - |7 macierzy funkcji, poprzez n i normy pojedynczej funkcji h (zauwazmy, ze
normy | - || 7 macierzy (ef*°h(X{))j<, sa takie same jak macierzy (h(X{))<n).
Zatem, z podanego na poczatku rozprawy Twierdzenia 3, dajacego zwiazek miedzy
oszacowaniami momentéw i odchylen, otrzymujemy oszacowanie na U-statystyke
generowang przez mgh, jak we Wniosku 7. Pozostaje oszacowaé¢ dla I C I, normy
|h||7 przez odpowiednie drugie momenty. O

4.1.4 Whnioski z calkowalnosci funkcji h

Przypomnijmy, ze zgodnie z rozdzialem OGOLNE ZALOZENIA I NOTACJA, w sytuacji
gdy pracujemy z ciggiem X1, Xy, ... zmiennych i.i.d. oraz U-statystyka rzedu d, przez
X oznaczamy wektor (X, ..., X;). Niniejsza sekcja poswiecona jest konsekwencjom
warunku

E(h(X)* Au) = O((loglogu)*™),

ktéry, jak udowodnili Giné i Zhang [21], jest konieczny dla prawa iterowanego loga-
rytmu dla U-statystyk rzedu d.

LEMAT 24. Jesli E(h(X)? Au) = O((loglogu)?=1) to dla I C Iy oraza >0
SN 2P (Ep(R(X)? A 27) > 22 ogdn) < oo
=0 n=3

W konsekwencji

> 2% (log n) P (Er(h(X)? A 27" > 2% (log n)? ™) < oo

n

dla wszystkich k > 0.
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DowoOD. Dla ustalonych [ oraz k, mamy
Z 2[+#ICnPIC (E[(h(X)2 A 2an) > 22l+#lcn lOgd n)

2k <log n2k+1

< Y 2R <E1 (h(X)2 A 2“@2'”1) > 22l+#fcn+d’f)

2k <log n2k+1

<2Ep Y 2%

2k+1

{EI (h(X)Q/\2”‘e )222l+#]cn+dk}

k+1 k41
Er(h(X)2 A20¢" ) .. (logae®™)d-1
l I l
< 2'Ege [2 YT ] < 27K Sk
logd_1 a
-1 —k
< 27K < ok +2 ),

gdzie K zalezy tylko od h, co po wysumowaniu wzgledem [ > 01 k > 0, dowodzi
pierwszej czesci lematu. Druga nieréwnos$é moze by¢ otrzymana przez przyblizona
zamiang zmiennych 2#1°™(logm)=F ~ 2#I°" i uzycie zbieznosci wewnetrznej sumy
dla | = 0 w pierwszej nieréwnosci, przy a > 2d.
O
LEMAT 25. Jesli £ > 0 jest zmienng losowq takg, ze E(£2 Au) = O((loglog u)?),
to
(loglog s )P )
. :

Eflgessy = O(

DowOD. Rzeczywiscie, dla u > e, mamy P(§ > u) < K(logl;j%)ﬁ, a zatem dla
odpowiednio duzych s,

> > loglog 2F5)”
Efl{g)s} = ZE§1{2k5<§<2k+18} < Kz 2k+18%

k=0 k=0 2%s

(loglog 2% s logl A
QKZ ogog )’ :O((OgogS) )
s
O
LEMAT 26. Jesli E(h(X)?* Au) = O((loglogu)?) t
h(X)|?
LR

Dla kazdego € > 0.
DowoOD. Dla duzych n
E |h(X)]? L _ KE(|h(X)|2 A 222n+1) _ f(2(n+1)5
(LL|h(X)])5+¢ (22" <Jh(x)|<222" Ty S on(B+e) S on(Bte)
= K202,
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]

LEMAT 27. Zaléimy, ze h: ©% — R spelnia E(h(X)* A u) = O((loglog u)?™1).
Niech dla I C I
h'Im, = h]-A{la

gdzie
= {z: h(x)* < 2"1log? n, 271" (logn)~2¢ < E(h? A 229) < 2% (logn)?}

Wowczas B (X)2
Z ( In

(T st ) < .

DoOwOD. Zauwazmy, ze

Eh7,, <ER® A 2110 n)-2aa-#1n8, (h2n220)< (log n) )
3d

< Z E[uE[(h2 A 22nd>1{(10gn)d7k<27#lanI(h2/\22nd)<(logn)d+1fk}
k=1

3d
<D 2 (log n) P (B (B2 A 2200) > 271 (log n)™F).

k=1
Zatem
Z (Eh7,)? > Eh7,,
—~ (logn)% = —~ (logn)d+!
il oI 2 2nd #I d—Fk
<K P (E;(h? A 2%) > 2#In(] -
];anoogn)k I( I( ) (Ogn) )
< 00
7z Lematu 24. OJ

4.2 Roéwnowaznos$é roznych sformutowan prawa ite-
rowanego logarytmu

W dalszej kolejnosci przedstawimy kilka ogdlnych faktow, dotyczacych rownowazno-
sci roznych wersji prawa iterowanego logarytmu. Wiekszosé przytoczonych tu faktéw
jest rozwinieciem pomystéw z prac [21, 18].

Podstawowa wersja prawa iterowanego logarytmu, ktora bedziemy rozwazac, jest

<oopn

n—oo
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Zauwazmy, ze z prawa zerojedynkowego Hewitta-Savage’a wynika, ze powyzsza gra-
nica goérna jest z prawdopodobienstwem 1 stata. Zatem, prawo iterowanego logaryt-
mu moze by¢ rownowaznie zapisane jako

< Cpan., (4.2)

1
limsup ———+ h(X;
n—>oop (nLL n)d/2 ’ i;i ( )
dla pewnej statej C' < oo.

Prezentacje podstawowych faktéw dotyczacych prawa iterowanego logarytmu za-
czniemy od nastepujacego lematu, pochodzacego od Giné i Zhanga [21]. Dla petnosci
rozprawy, lemat przytaczamy wraz z pochodzacym z tej samej pracy dowodem.

LEMAT 28. Niech h: £% — R bedzie funkcjg symetryczng. Wéwczas istniejq
state Ly takie, ze jesh

) 1
hiﬂﬂsolip (nLLn)d/Q‘ Z:d h(Xl) <C p-n.,
ielg
to -
> IP’(’ 3 eleep(X )| > p2nd/? log®/? n) < 00 (4.3)
n=1  [il<2"
dla D = L,C.

DowOD. Zdefiniujmy I = {i = (i1,...,iq) € (N*)?: Vj1k jker, ij 7 ik}
Dla skonczonego zbioru A C N*, oznaczmy Sa = Y icrnae (X)) 1 zauwazmy, ze

jesli Ag, Ay, ..., Agq sa parami roztacznymi, skonczonymi podzbiorami N*; to
d
Y h(X)=> (-1 > S ApUAL, U...UA,, » (4.4)
iI€EAIX...xAyg r=0 1<51<...<8-<d

co wynika z rownosci
d d—k
—1)4 = Oka-
Sr(iy) =
Dlan € Noraz k=1,...,d, zdefiniujmy zbiory
Jop=[2"-1)d+2"(k—1)+1,(2" - 1)d+2"k]| NN

i dla kazdego k = 1,...,d, przenumerujmy ciag (Xi)ieuéoljjk, 07ZNnaczajac go w
=1 T3,

naturalnej kolejnodci przez (X );en-. Innymi stowy, jesli i = d2"—=1)+2"(k—1)+t,

0<t<2" toX; = Xé’i)_1+t. Woéwcezas ciagi (Xi(k))ieN* sa niezaleznymi kopiami

ciggu (X;)ien+. Mozemy zatem napisa¢ Xde¢ = (Xi(ll), e ,Xi(j)). Rozwazmy takze

(€:)ien — ciag niezaleznych zmiennych Rademachera, niezalezny od (X;);en+ oraz

67



uniezalezniong tablice (5§k))ieN*7keld, otrzymana z (g;); w analogiczny sposob, jak
(X 7 (X
Zauwazmy, ze dla n € N; zmienna losowa

> )

iy, ig <21

jest suma 2¢ wyrazen, postaci

+ > WXy,
i€An1X... XAy 4

gdziedlak=1,....d, Ay ={i € Jop: e, =1} lub A, ={i € Jop: &, = —1}.

Dla ustalonej wartosci ciagu (g;);, rozwazmy teraz dowolng z 2 rodzin zbioréw
(Ap k) nenker, (zadanych przez niezalezny od n wybér znakow w powyzszej réwnosci,
definiujacej zbiory A, dla k =1,...,d). Niech A,y = (0, (2" — 1)d] N N.

Wracajac do (4.4), zauwazmy, ze dla dowolnego ciagu zbioréw B,, C B, 1, ta-
kiego, ze B, C (0, (2" —1)d| NN,

|Sp,| < CdY? pa.,

1

r

TP a2 log??(n +1)
gdyz (Xi>ieU.Bj ma taki sam rozklad jak (X;);en+. Zatem, korzystajac z inkluzji

J

Ak C Juk € (2" = 1)d, (2" —1)d] dla k = 1,...,d i stosujac powyzszy fakt do
B =A,0UA,; U...UA,, przy dowolnych ustalonych 1 < s; < ... <s, < d i
korzystajac z (4.4), otrzymujemy

1
lim sup h(Xi)‘ < 24q4%C p ..,

n—oo 2d(n+1)/2 10gd/2(n +1) ‘ Z

iGAml ><~~~><An,d

warunkowo na zmienne Rademachera. Zatem, z twierdzenia Fubiniego,

elecn (X )| < LyC pan.

iy, ig <21

. 1
limsup o 7l

, n € N*, sg niezalezne.

Zauwazmy, ze zmienne losowe ‘ Sonciy..ig<onti_1 €°Ch(X{)
ego implikuja, ze

Zatem, powyzsza nierownos¢ wraz z lematem Borela-Cantel

SE| Y i
n=1

iy, ig<2n 1

> L,C2nd/? logd/2 n) < 00,

co jest rownowazne tezie. O]
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LEMAT 29. Jesli dla pewnego D < o0,
lim ]P)(‘ Z dech Xdec)

n—oo

> D22 ]pg?? ) =0,

lij<2n
‘o E(h(X)?
A\
lim sup Ldu) < 0.
u—00 loglog “u

DOwOD. Zauwazmy, ze z nieréwnosci Paleya-Zygmunda oraz wlasnosci hiper-
kontrakeji dla chaosu rademacherowego (np. [12], Theorem 3.2.2), otrzymujemy dla

dowolnego n

dech Xdec Z h Xdec 1/2) 2‘ (45)
d

li|l<n lil<n

Ponadto, jesli E(h(X)? An) > 1, to
E( S AP An) =3 S 3 E(RXE) AnlbX{*) An)

li|l<n ICI  lil<n lil<n
{k: ig=jr}=1

! ERX)? A0+ > @ndJr#Ian(h(X)Z An)
ICIg I

< 2 E(h(X)* An)]? + (27 — Dn*E(h(X)? An)
<2 E(M(X)? An))? =2UE( D h(X{)? An)).

N

lif<n
Zatem, znow z nieréwnosci Paleya-Zygmunda
1 1
P X h(X{) > SnlB(h(X)* A n)) > =,
d

lii<n

co razem z (4.5) daje

P(| 3 6 (X

[i<n

- 1
> L2 JE(h(X)? A n)) > =
d

7, drugiej strony z zalozenia, dla odpowiednio duzych n,

P(| 3 en(xi)

lij<2n

1
> D22 ]ogd? n) < =
Lq

Laczac powyzsza nieréwnosé oraz (4.6) z n zastapionym przez 2", dostajemy dla

duzych n, )
E(h(X)* A2") < D*L31log"n,

co juz jest rownowazne tezie.
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Laczac powyzszy fakt z Lematem 28, otrzymujemy

WNIOSEK 9.  Prawo iterowanego logarytmu (4.2) implikuje, ze BE(h?(X) Au) =
O((loglog u)?).

Uwaga Jak juz wspomnielismy, Giné i Zhang [21] wykazali, ze prawo iterowanego
logarytmu (4.2) implikuje silniejsza catkowalnosé, tj. E(h(X)?*Au) = O((loglog u)®~1).
W dalszej czesci pracy, rozpatrujac warunki konieczne i dostateczne dla (4.2) poda-
my nowy dowdd tego faktu, sprowadzajac go do jednego z przedstawionych warun-
kéw. Dowod bedzie jednak korzystat z prostszego oszacowania, danego w powyzszym
Whniosku. Okazuje si¢ tez, ze dla wykazania rownowaznosci réznych form prawa ite-
rowanego logarytmu, powyzsze, ostabione oszacowanie jest wystarczajace.

LEMAT 30. Dla symetrycznej funkcji h: ¢ — R, prawo iterowanego logarytmu
(4.2) jest réwnowazne z uniezaleznionym prawem iterowanego logarytmu

< Dpn. (4.7)

n—oo

. 1 dec
lim sup (/njLLW‘ Z h(Xl )
ierd

Doktadniej, (4.2) implikuje (4.7) z D = LyC' oraz odwrotnie, z (4.7) wynika (4.2)
dla C = LdD

DowOD. Warunek (4.2) moze byé réwnowaznie zapisany jako

. 1
llm P<Sup W’ Zdh(Xl) > C+E> = O,
ierd

k—o0 n>k

dla wszystkich € > 0, co moze by¢ z kolei sformutowane w postaci

klggop(u S X >+ 5) 0, (4.8)
it

gdzie dla 7,k € N, h;j, jest funkcja o wartosiach w {, zdefiniowang wzorem

h h h
)

dla 7 < k oraz

hix =
(O 0 h h h )
&G (i DL G+ )2 (aLLn)#?"
ik
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w przeciwnym przypadku. Latwo zauwazy¢, ze uniezalezniona wersji warunku (4.8)
jest w analogiczny sposéb réwnowazna (4.7). Zatem, gdybysmy mogli skorzystaé
z twierdzenia o uniezaleznianiu, teza zostataby dowiedziona. Pojawiajg sie jednak
dwa techniczne problemy, powodujace, ze nie mozemy sie na to twierdzenie powotaé
bezposrednio. Mianowicie, przestrzen (., nie jest osrodkowa, a dodatkowo zbieznos¢
wielokrotnego szeregu w warunku (4.8) nie jest zbieznoscia w normie, a jedynie po
wspotrzednych. Sa to jednak trudnosci pozorne, gdyz na dowolnej ustalonej wspot-
rzednej mamy tylko skonczong U-statystyke, co pozwala nam zastosowacé twierdzenie
o uniezaleznianiu do rzutu na pierwsze m wspoétrzednych (czyli w osrodkowej prze-
strzeni (7)), a nastepnie przej$¢ z m do nieskonczonosci, aby dostaé teze. Il

LEMAT 31. Istnieje stata uniwersalna L < oo taka, Ze dla kazdej funk (72 h: XX
. X Xq — B, gdzie (B, || -||) jest przestrzenig Banacha oraz macierzy (X;”), jak w
Deﬁmcyz 15,

(max H > h(Xde)

lil<n

>t) < LP(|| 32 nxi=)

irip<jg,k=1...d lil<n

>t/L7).

DowOD. Teze udowodnimy indukcyjnie. Dla d = 1, jest to wynik Montgome-
ry’ego-Smitha [41]. Zalézmy zatem, ze teza zachodzi dla U-statystyk rzedu mniej-
szego niz d i rozwazmy funkcje h: ¥q x ... x g — B. Wowczas, warunkujac na X (@,

stosujac zalozenie indukcyjne do przestrzeni (% (B) oraz funkcji g(xq,...,24-1) =
(i< bz, ... ,xd_l,Xi(j)): [ < n), a nastepnie uzywajac twierdzenia Fubiniego,
otrzymujemy

P(max > h(X{e)

, > t)
il s, <Grk=1..d

<Ld_1]P’(maXH > h(X{)

Jj<n

> /L),

lil<n: iq<y

Aby zakonczy¢ dowdd, wystarczy ponownie zastosowaé wynik Montgomery’ego-
Smitha, tym razem warunkowo na (X ... X(@=1) [

WNIOSEK 10.  Rozwazmy funkcje h: ¥y X ... X ¥g — R, macierz zmiennych
(X ) jak w Definicji 15 oraz o > 0. Jedli

STP(] Y] X)) > 02" log® n) < oo,
n=1 li|l<2n

to
< LgoC pon.

: 1 ec

n—oo |1|<TL
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DowoODp. Dla 0 < D < oo mamy

- dec
P(:gg(nLLn ’|z<: h(X5)| > D)

L dec

S P<k>|_1021]1\71/)10ggj ok r1n<8;<2k (2’“10gk’ l; h(X§)| > D)
L,

< P max - = h Xdec > D

k>Uog¥/log2J (2’“’ 2k (2k log k) ‘ Z )
wiec teza wynika z Lematu 31. 0O

Nastepny lemat pokazuje, ze przy pewnych zatozeniach, dot. catkowalnosci, wktad
w U-statystyke uniezalezniong, pochodzacy od ,przekatnej”, czyli indeksow i ¢ I¢
jest zaniedbywalny. Pozwoli to, w zaleznosci od potrzeb, dodawaé lub usuwac ,,prze-
katng” w prawie iterowanego logarytmu.

LEMAT 32. Jesli h: ¢ — R jest kanoniczna i spetnia
E(h(X)* A u) = O((loglog u)?),
dla pewnego 3, to
. 1 dec
limswp | X AKE)

lil<n
3j#rij =1k

=0 p.n. (4.9)

DowOD. Podzielmy sume po ,przekatnej” na czeSci, zaleznie od ,poziomic”
indeksu i. Dla podziatu J € P;, niech Az(n) bedzie zbiorem tych [i| < n, dla
ktorych i jest stale na J dla kazdego J € J (i traktujemy jako funkcje okreslong na
1;). Zauwazmy, ze suma

S A

€Ay (n)
moze by¢ traktowana jako uniezalezniona U-statystyka rzedu deg 7, o ile potraktuje-

my zmienne Xdec dla kazdego J € J jako jedng nowsg zmienng. Oznaczmy ponadto
dla j < k, j,kE[d,A]k—{l li| < n,i; = ix} oraz A = {(j,k) C I7:j < k}.

Z wzoru wlaczen i wytaczen otrzymujemy dla dowolnego |i| < n
(2) -
1{3j;ﬁkij:ik} LJ(7 k)EA Z Z (_]-) ]-Ajlklﬂ...ﬂAjlkl .
=1 (1.k1)s (k) EA

v'r“;és (jr:kr)3’é(j87k5)

Dostajemy stad

Yoo X)) = > agUgz(n),

HES JePr,
3j £kt =ik deg 7<d
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dla pewnych liczb a7, co do modutu nie przekraczajacych statej, zaleznej tylko od
d. Poniewaz liczba sktadnikéw po prawej stronie rowniez nie zalezy od n, wystarczy

pokazac, ze
. Ug(n)|
hgljogp (nLLn)d/2
dla dowolnego J takiego, ze deg J < d. Na mocy Wniosku 10, wystarczy wykazac,

SR S s h(XE)

i€eA7(27)

=0

> 02"d/? |og?/? n) < 00 (4.10)

dla dowolnego C' > 0 (tutaj mgeg 7 0znacza projekcje Hoeffdinga jadra h jako funkcji
deg J zmiennych, jak wyjasniono powyzej. Mamy zatem mges 7h = h). Nieréwnosé
(4.10) nie jest trudna do udowodnienia, gdyz liczba sktadnikéw w U-statystyce jest
rzedu istotnie mniejszego niz 2"¢. Oczywiscie #A;7(2") = 2ndee L 27(d=1)_ Niech
I bedzie dowolnym podzbiorem [, takim, ze dla kazdego J € J, #(I N J) = 1.
Stosujac do hy, = hlj>onay Lemat 25, otrzymujemy

)logﬁn _ Klogﬁn

dec dec
E‘ Z €, h"(Xi ) ond on

iEAJ (2”)

< 2n(d_1)E|hn| < K2n(d—1

zatem zbieznos¢ (4.10) z h zastapionym przez h,, wynika z Lematu 21 oraz nieréw-
nosci Czebyszewa. Z drugiej strony, dla h,, = h1jj<onay,

~ 2 ~ ~
E| Siea () €0 hn (X45) _ #As(2MERZ _ 2" VER?
C22rd]og? n S oC2ndlogly T C220d]og?n
< KC7%22 " log’ 4 n,

co (ponownie z Lematu 21 i nieréwnosci Czebyszewa) pozwala zakonczy¢ dowod. [

WNIOSEK 11.  Dla symetrycznej, kanonicznej funkcji h: ¢ — R, prawo itero-
wanego logarytmu (4.2) jest réwnowazne uniezaleznionemu prawu iterowanego loga-
rytmu ,z przekgtng”

: 1 ec

lil<n

tzn. istniejq state Ly takie, ze (4.2) zachodzi dla pewnego D, to zachodzi takze (4.11)
dla D = Lq4C, i odwrotnie, (4.11) implikuje (4.2) dla C' = LyD.

DowOD. Aby wykazaé, ze (4.2) implikuje (4.11), wystarczy uzyé Lematu 30, a
nastepnie Lematu 32, aby dodaé¢ ,przekatna” (odpowiednia catkowalnosé h wynika
z Wniosku 9).

73



Aby otrzymaé druga implikacje, wystarczy udowodni¢ warunek E(h(X)% A u) =
O((loglog u)?), gdyz wéwezas mozemy skasowaé przekatnag (Lemat 32), a nastepnie
zastosowaé Lemat 30, aby uzyskaé (4.2).

7, zalozenia wynika, ze dla dowolnego ¢ > 0 oraz odpowiednio duzych n

P((] > h(X{*)

lij<n

> Dn%?loglog d/2n) <E.

Zauwazmy, ze 7z Lematu 31, dla dowolnych zbioréw Ay, ..., Ay C I,

Pl 3 ()

I€EA] X...X Ay

> LDn??loglog d/Qn) < Ll

Ponadto, dla ustalonych wartosci zmiennych (q(j )), wyrazeniey <, edech(Xdec) jest
suma 2% wyrazen postaci & Y ica, x.xa, R(X), gdzie 4, = {i: 51@) = +1}. Zatem,
stosujac warunkowo powyzsze oszacowanie oraz twierdzenie Fubiniego, dostajemy

dla dostatecznie duzych n

B(| 3 e h(X)

il<n

> 2912 Dn?loglog d/2n) < 20L7%.

Zadana catkowalnoéé¢ wynika zatem z Lematu 29 O]
WNIOSEK 12.  Zrandomizowane i uniezaleznione prawo iterowanego logarytmu

, 1
lim sup

fiech Xgiec
n—00 (nloglogn)d/Q‘ZEI (X

lil<n

<C (4.12)

jest rownowazne (4.3). Dokladniej jesli zachodzi (4.12), to prawdziwe jest rowniez

(4.83) z D = LqaC oraz (4.3) implikuje (4.12) z C'= LyD.

DowoOp. Implikacja (4.3) = (4.12) wynika z Wniosku 10. Implikacja (4.12) =
(4.3) wynika z Wniosku 11 oraz Lematu 28 (zauwazmy, ze jesli (&), (553))1,]-, sa
niezaleznymi zmiennymi Rademachera, to sa nimi rowniez (eisgj ))iu’)- O
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Rozdziat 5

Prawo iterowanego logarytmu dla
rzeczywistych U-statystyk

Jak pokazuje wynik Giné, Kwapienia, Lataly i Zinna, juz dla U-statystyk rzedu
2, warunki konieczne i dostateczne na prawo iterowanego logarytmu sa duzo bar-
dziej skomplikowane niz dla sum niezaleznych zmiennych losowych. W przypadku
ogblnym, sytuacja jest jeszcze bardziej ztozona i aby scharakteryzowaé¢ prawo itero-
wanego logarytmu, wygodnie bedzie wprowadzi¢ nowa notacje.

Przypomnijmy, ze przez X oznaczamy wektor (X, Xo,..., Xy), zas dla J C I,
Xy = (Xi>i€J~

DEFINICJA 17.  Dla funkcji h: X% — R, podziatu J = {J1,...,Jx} € Py, oraz
dodatniej liczby u, zdefiniujmy

HMUMZHMXNMM=$W{EWQ3ILMX@W

i=1

)l < LA e S, i = 1 k.

Przyklad Dla d = 3, powyzsza definicja daje
17(X1, X2, X3)|l{1,2,310 = SUP{ER(X1, Xo, X3) (X1, Xy, X3):
Ef(X17X27X3)2 < 17 HfHOO < U},
| R (X1, Xo, X3)|lq1,2143),0 = SUP{ER(X1, Xo, X3) f( X1, X3)g(X3):

Ef(X17X2)27]E9(X3)2 <1
[ flloos [[9lloe < u},

17(X1, Xo, X3)|| (134231310 = SUP{ER(X1, Xo, X3) f(X1)g(X2)E(X3):
Ef(X1)% Eg(X2)* Ek(X;3)* < 1
[ flloos 19]ocs 1E]loo < u}.
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Mamy wiec do czynienia ze sparametryzowang rodzina norm. Okazuje sig, ze
warunki konieczne i dostateczne na prawo iterowanego logarytmu, zwigzane sg ze
wzrostem funkcji w +— ||h|| 7. Zanim przejdziemy do sytuacji ogdlnej, zauwaz-
my, ze dla d = 1, warunek EAh(X)? < oo, moze byé wyrazony jako ograniczo-
nosé¢ funkcji u +— ||h||{1y,4. Podobnie dla d = 2, ||h][z2—2 < oo jest rownowazne
ograniczono$ci||h| f1}(2},.. Ponizszy prosty lemat pokazuje, ze podobna sytuacja ma
miejsce w przypadku drugiego z warunkéw podanych w twierdzeniu Giné, Kwapie-
nia, Lataly i Zinna.

LEMAT 33. Dla dowolnej funkcji h: ¥ — R

: (E(R(X)? Aw)' 1]l (143
hglsogp (loglog u)(d—1)/2 _h?—gp (loglog u)(d—1)/2"

DowOD. Oznaczmy granice gdrne po lewej i prawej stronie odpowiednio przez a
oraz b. Zatdézmy takze bez straty ogélnosci, ze h > 0. Wykazemy najpierw, ze a < b.
Rzeczywiscie, albo E(h? Au) < 1, albo mozemy uzy¢ jako funkcji testowej w definicji
”h“{[d}ﬂi funkcji

h A vu

1= ®0 A7

otrzymujac dla u > 1,

E(h* A /uh

Mamy zatem (E(h* A u))"/? < 14 ||All{r,}.u, co natychmiast implikuje nieréwnosé
a < b. Aby udowodnié¢ nieréwnosé¢ w druga strone, zauwazmy, ze jesli a < oo, to dla
u dostatecznie duzych i dowolnej funkeji f takiej, ze || f|l2 < 1, f|lco < u, Lemat 25
implikuje

K (loglog u?)4!
02

Ehf < \/ER21gcuey + uB|R|1 g2y < (E(R2Au")YV2 +u

skad juz wynika, ze b < a, gdyz

_ loglogu*
lim ———— =
u—oo loglog u
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5.1 Prawo iterowanego logarytmu dla uniezalez-
nionych U-statystyk
Sformutujemy teraz pierwszy z gtownych wynikow tej czesci pracy, charakteryzujacy
prawo iterowanego logarytmu dla kanonicznych i uniezaleznionych U-statystyk.
TWIERDZENIE 22. Niech h bedzie kanoniczng symetryczng funkcjg d zmien-

nych. Wtedy uniezaleznione prawo iterowanego logarytmu

1
lim sup h(X{e)
n—oo  n%?(loglogn)4/? ’ |§n

< C < oop.n. (5.1)

zachodzt wtedy 1 tylko wtedy, gdy dla kazdego rozbicia J € Py,

. 1
hiris;ip (loglog u)(d—deg.J)/2 12/l

Doktadniej, jesli zachodzi (5.1), to (5.2) jest spetnione dla D = LqC' i odwrotnie,
(5.2) implikuje (5.1) z C = LqD, gdzie Ly jest stalg zalezng tylko od d.

< D < o0, (5.2)

Uwaga Zauwazmy, ze zgodnie z Lematem 33, warunek (5.2) dla J = {I4}, jest
réwnowazny podwyzszonej catkowalnodci E(h(X)? Au) < LyC?(loglog u)4~1. Dowo-
dzac powyzszego twierdzenia, wykazujemy wiec takze warunek konieczny na prawo
iterowanego logarytmu, pochodzacy od Giné i Zhanga, zgodnie z zapowiedzia z uwa-
gi po Wniosku 9.

DowOD KONIECZNOSCI. Udowodnimy najpierw nastepujacy lemat.

LEMAT 34. Niech g: ¢ — R bedzie funkcjg catkowalng z kwadratem (wzgledem
rozkladu wektora X ). Wowczas

Var( ) g(X{*)) < (2 = D)n*Eg(X)*.

lij<n

DowOD. Mamy

Var( Y (X)) = E( Y (9(X{*) — Eg(X{)))’

fil<n lil<n
=3 Y Y E[((XI) — Eg(X{*)(g(X{*) ~ Eg(X{*))]
ICIqlil<n lil<n:
= X Y Elg(X) — Eg(X{) (9(X{e) — Eg(X{*))
Ig[dyl7é® ‘1|<TL lil<n:
< Z ndnd_#[Var(g(X)) < (2d _ 1)n2d_1Eg(X)2,
ICI,, 140
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O

Przechodzac do dowodu (5.2), zauwazmy najpierw, ze wystarczy jesli wykazemy

teze dla C' > 0. Z Wniosku 11 i Lematu 28, szereg (4.3) jest zbiezny. Ponadto z
Whniosku 9,

E(h(X)* Au) < K(loglog u)*. (5.3)

Poniewaz lim,,_, Zz’;n% = log 2, istnieje Ny takie, ze dla wszystkich N > N,

istnieje N < n < 2N, spehiajace

1

P(| S elech(X )| > LyC2"? log"? n) < Ton-
n

lil<2n

(5.4)

Rozwazmy dowolne N > Nj i liczbe n, spetniajaca powyzszy warunek. Niech
J ={Ji,...,Jx} € Pr,. Ustalmy takze funkcje f;: ¥#/ — R, j =1,..., k takie, ze

175Xl
15 (XMl

Y

<1
< on/(2k+1)

7 nieréwnoéci Czebyszewa mamy

1

P( Y f(X{5) logn < 10-22#57 logn) > 1 — 7.

lig;|<2m
Ponadto dla odpowiednio duzych N,
1 doer2 ongtod; 22n/(2k+1) log n
Z on#J; fj(XiJejC> -logn < on#J;

|i<>Jj |<2n

92n/(2k+1) |

X

Bez straty ogélnosci mozemy zatozy¢, ze ciagi (Xi(j ))i,j oraz (6§j ) )ij sa zdefiniowa-
ne jako wspotrzedne na produktowej przestrzeni probabilistycznej. Jesli dla kazdego
j =1,...,k oznaczymy zbior z (5.5) przez A;, mamy ]P’(ﬂ;‘f:l A;) > 0.9. Uzyjemy
teraz Lematu 23. Na zbiorze N}_; A; mozemy oszacowaé normy || - %7 10 n Macierzy

(R(X))jij<an, uzywajac jako ciagéw testowych

fi (X?ZC)\/log n

Jj - 101/29d/29n4#J;/2"

Qi
Zatem, z prawdopodobienstwem przynajmniej 0.9 mamy
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log n)k/2 k
h Xdec d<on * > ( h X.dec Xdec
||( ( i ))| <27 || 7 logn Qdk/Zl()k/QQ(zg #J;)n/2 | I;Qn ( i 1;[
(logn k/2 dec b dec
2dk/210k/22dn/2| > WX H X : (5.6)

‘<2n :

Naszym celem jest znalezienie dalszego ograniczenia z dotu na prawa strone
powyzszej nieréwnosci, aby poprzez Lemat 23, kontrolowaé¢ odchylenie zmiennej
>jij<on €°°h(X{), pod warunkiem (X(]))

Aby kontynuowaé, zatdézmy, ze
k
|ER(X H (X)) > 1. (5.7)

Nieréwnos$¢ Markowa i Lemat 25 daja

ec 2nd|Eth: f’
P(] > AXI) L0 W}Hfj X{)| > =10

<2 4
L 2 [ fslle) -E\h|1{|h|>2n} PR L T
(logn)?
ARSI (5.8)
9 2k+1

Niech teraz h,, = hl{j<2n}. Z nieréwnosci Czebyszewa, Lematu 34 i (5.3) dostajemy

k k 2nd k
IP)(| Z hn(XideC H ){deC QndE(hn H f])| > ?|Ehn H f]|)
j=1 j=1

lij<2n j=1
Var(Zan hn(XideC) H§:1 fg(X?fJC))
2, T T

(2d 1)2n(2d71)
22nd Eh k 2 ‘h Hf3|2
[Ehn [T /]

< 25

X

22nk/ 2k+1)Eh2
27 |Eh, Hle fil?
logd n
27/ (1) |Ehy, [T5_, f*

<2524 — 1)

< 25K (2% 1)

(5.9)
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Zauwazmy takze, ze dla duzych n, z (5.3), Lematu 25 oraz (5.7)

k
IEh, T[] £;| > |EA H Fil = IERL{jpy52my H /il
j=1

jl
1ogn

n |]Eh H fil = (5.10)

> |Eh H f]l . 2nk/(2k+1 K2

OO\CN

Nieréwnosci (5.8), (5.9) oraz (5.10) implikuja, ze dla duzych n z prawdopodo-
bienstwem przynajmniej 0.9, mamy

k
| Z h(xidec H Xdec
i<z =1
k
> Y ha(X(™) H Xdec =1 D2 X)L xdee) 52m) Hf] Xdeo
i<z =1 i<z

4
> 2"!( = [Eh, 121 fil = 4\Eh£[1 i)

k d k
T 2n
>2(2 JET] 5l - =R L 4l) > 2 ER LA
j=1 j=1 j=1

Laczac ten fakt z (5.6), otrzymujemy, ze dla duzych n, z prawdopodobienistwem
przynajmniej 0.8

. 24/ 1ogh/?
() ii<2n 17 10g n = W‘Eh Hl il
iz

Zatem, z Lematu 23, dla duzych n

P(| 32 efen(xi«)

lij<2n

2nd/2 logk’/Q ]
> g B ILA1) > g5,

co razem z (5.4) daje

k dk/210\k/2

4.2 10
ERT] f;] < LaC—————log!®™M/2n,
Cd

=1

W szezegdlnodcei, dla dostatecznie duzych N oraz dowolnych funkeji f;: $#7% — R,
j=1,...,k takich, ze

£ ()l <1,
1£5(X7)lee < oN/(2k+1)

Y

8
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mamy

k 4 - 2dk/210k/2
‘Eh H fJ| < LlC————"—1Io g(d k)/2 n < LdCIOg(d k)/QN
=1 Cq

Stad, dla duzych u (u > ug)

kol

sup{|EA(X H [ £ (X2 < 115X llee < u/EHD}

< LyC(loglog u) @72,

a wiec

k

sup{[Eh(X H [ 115 (X )2 < LX) lee < u}

< LdC(loglog w)4=k)/2,

: 1/(2k+1 , , : , . . . .
dla wszystkich u > uo/ ( ), co konczy dowdd koniecznosci warunkow z Twierdzenia

22 [l

DOWOD DOSTATECZNOSCI. Przedstawiony ponizej dowdd jest zmodyfikowang
(uproszczona) wersja dowodu z pracy [3]. Sktada sie on z kilku krokéw. W kazdym
z nich wykazemy, ze

i P(’ > Taha(X{)

n=1 lij<2n

> C2"4/2 og?? n) < 00, (5.11)

gdzie h,, = hl,, dla pewnego ciggu zbioréw A,,.
Zanim przejdziemy do wtasciwej czesci dowodu, zauwazmy, ze z naszych zatozen
dla J = {I,} oraz Lematu 33, mamy

E(h2(X
lim sup E(K) Aw)

< D%
u—oo  (loglogu)d—1

Krok 1 Nieréwnos¢ (5.11) zachodzi dla dowolnego C > 0, jesli

A, C {x: h*(x) > 2™ logdn}.

Z nieréwnosci Czebyszewa i nieréwnoéci E|mgh, | < 2¢E|h,| (wynikajacej bezposred-
nio z definicji my i bedacej trywialnym przypadkiem Lematu 21), otrzymujemy
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S| D maha(Xi)

n |i‘<2n

> C«Qnd/Z lOgd/2 n)

< Z ]E’ ZMan Wdhn<X?eC) 2ndE|h|1{|h‘>2nd/2 logd/2 n}

d
m O2nd/210g% 2y 2 C'27d/2 10g¥?

2nd/2 ‘h|2

_ 9d-1 o
= 2°C~'E|h| Zn: @1{‘h‘22nd/210gd/2n} < L,C EW

< 00,
przy czym ostatnia nieréwnos$¢ wynika z Lematu 26.
Krok 2 Nier6wno$¢ (5.11) zachodzi dla dowolnego C' > 0 , jesli

A, C {x € X% W (x) < 22, 31491, Br(R? A 2200 > 27 og? n}

Z Lematu 21 oraz nieréwnosci Czebyszewa, wystarczy udowodnié, ze

El > jij<on €51 (X51°°)
5

- 2nd/21og%?

< OQ.

Zbiory A, moga by¢ zapisane jako

ICIg T#-14,0
gdzie zbiory A, (I) sa parami roztaczne oraz
An(I) C {z: h2(x) < 22 Bp(h* A 22 > 2% log? n}.

Wystarczy zatem udowodnié, ze

s~ Bl Zien X Ly (X)

. 12
~ ond/2 logd/2 n <0 (5.12)
Niech dla ! € N

Ap (1) = {x: h?(z) < 22,
22l+2+#]cn 1Ogd n > E[(hQ A 227Ld) > 22l+#10n logd n} N An(]>

Wobwczas hn].An(]) = Z?io hn,la gdzie hn,l = hnlAn,z(I)'
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Mamy
E| e hy (XN < N EreEr| Y €h, (X))

|1‘<2n ‘1[8‘<2n ‘11|<2n
< Z Ere(E/] Z eiechn’l(X?ec)P)l/? < 2(#IC+#I/2)nEIc(E1|hn,l\2)l/2
lije|<2n lifl<2n

< 2(#[C+d/2)n+l+l logd/2 n P[c (]E[(h2 A 22nd) > 221+#[Cn logd n)

Zatem, aby uzyskaé (5.12), wystarczy wykazaé, ze

SN 2HHIP L (Ef(R? A 27 > 22 # M 0g% n) < oo,
=0 n

To jest jednak tres¢ Lematu 24 dla a = 2d.

Krok 3 Nieréwnosé (5.11) zachodzi dla dowolnego C' > 0, jesli

An Q {JII V[g]dE[(fﬂ VAN 22nd) < 2#Icn lOgd n,

Q#Icn

Fici o, < E;(h* A 22},

Uwaga Zauwazmy, ze dla I = (), pierwszy warunek w definicji zbioru, po prawej
stronie powyzszej inkluzji, oznacza po prostu h? < 2" log?n. Podobnie warunek
27 10g™ % n < W2 A 2274 jest réwnowazny nieréwnosci 274 log 2% n < h.

Z Lematu 21 i nieréwnosci Czebyszewa, wystarczy wykazaé, ze

Z ]E| Zl |<2n d ch, (Xdec)|4
22nd loggdn

n

Nier6wnos$¢ Chinczyna dla chaoséw rademacherowych (np. [12], Theorem 3.2.2) im-
plikuje, ze

LBl D 6 ha(X{)|" SE( D ha(Xi)?)?

li|<2n li|<2n
— Z Z Z Ehn(Xiciec)2hn(X31ec)2
ICiy fil<2m  lil<en:
{k: i=jr}=1
< - 22 EHDE R, (X)? - ha(X (1)),
ICIy

gdzie X = (X1,...,Xq) oraz X(I) = (X))ier, (X")ieze), dla (X;)icq oraz (X{")ica,
niezaleznych o tym samy rozktadzie.
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Aby zakonczy¢ dowdd tego kroku, wystarczy zatem wykazaé, ze dla kazdego
I - Id)

2—71#[ ) ~ )
> S Elhn(X)?ha (X (1)?] < .
- log™n
a) I =1I;. Mamy
En} ”
Z m Z ond lOg h2<2"d log? n}
1
<LER*——— <
R LLIR S

7z Lematu 26.

b) I # I;,0. Oznaczmy przez E;,Eje,Eje calkowanie wzgledem odpowiednio
(Xi)ier, (Xi)iere oraz (X'(l))iejc. Niech ponadto h, h,, oznaczaja odpowiednio

)

WX (I)), hn(X(I)). Wowczas

> E(h? - h2) > E(h - hil i)
on#l 1og?d I 2n#1 1og?in
1
< 2ER°R*1 iy Z Wl{m,c(mzznd)@#m log® n, h2<22nd}
1
< 2BR*R*1 iy Z Wl{Elc(hQ/\iﬂ)éZ#I" log n, 72<22nd)
1

272 -
S LaBR"h"1 g iy (Ere(h? A h2))(LL|h|)4

.- 1
— 2 2 .
= Ld]E[E[ch E[Ch 1{|h‘<|h|} (EIC(hQ /\ EQ))(LL |il|)d

}“L2
< Ld —_— <
(LL [A[)?

ponownie z Lematu 26.
¢) I = 0. Chcemy udowodni¢, ze
(Eh7)?
> 0?1 < 0.
Niech dla J C I,

AT = {x: B*(x) < 2" 1og™ i 2%/ (logn) 2 < E (h2A22") < 2%/ (logn)?}.
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Woéwcezas

Eh2 < Y ER’1, = > Eh3,,

ngd -]gld

gdzie hj,, zostaly zdefiniowane w Lemacie 27. Zatem

(Ehn)* <20 ) (Eh3,)%

JCJg

i zagdana zbieznos$¢ wynika z Lematu 27.

Krok 4 Nieréwnosé (5.11) zachodzi dla pewnego C' < LD, jesli

Q#Icn
-

An == {LL’Z V[Cld E[<h2 N 22nd> < 2
- log

Uwaga Podobnie jak w poprzednim kroku, dla I = (), z warunkéw definiujacych
zbiér A,, otrzymujemy h? < 2" log 2 n

Niniejszy krok to jedyna czes¢ dowodu, w ktérej korzystamy z zatozen o wzroscie
wszystkich norm || - || 7., funkcji h. Naszym celem jest oszacowanie ||h,| 7 1 uzycie
Whiosku 8. Mozemy zatozy¢, ze D =1 (jesli D = 0, to h = 0, w przeciwnym razie
mozemy przeskalowaé funkcje h).

Rozwazmy zatem J = {Ji,...,J iy} € P, 1 oznaczmy jak poprzednio X =
(X1,...,Xq), X1 = (X})ier. Przypomnijmy, ze

k
lall 7 = sup {E[hn (X) T] £i(X5)): EFA(X5) <1}
i=1
Od tej pory, aby uprosci¢ dos¢ juz skomplikowang notacje, pominiemy argumenty
funkcji h oraz f; i bedziemy pisa¢ po prostu h zamiast h(X) oraz f; zamiast f;(X,).

Zauwazmy, ze jeSi Ef? < 1,4 =1,...,k, todla j = 1,...,k oraz J C Jj, z
nieréwnosci Schwarza, zastosowanej warunkowo na X\ s, otrzymujemy

k k
Elh, [] filig, p2saryl < Egpg {(E(Jj\J)C 11 fiQ)l/Ql{IEJffga?}(E(Jj\J)Chi)l/ﬂ
=1 =1

<Ej [(EJff ) Lie, 25y (Boaehi) 2}

< (2N g n|Ej\s |:(Eij2)1/21{]EJf]22a2}:|
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Zatem

k
1hnllg < sup{E[h, [T £i]: I fille < L 1By f2)?||oo < 2"#N210g™n dla T C J;}
=1
k
+ > (2% 1)
=1
k
<24+ sup{E[h, [T £i]: 1 fill < L [[(Erf2) )0 < 2#U) 2 10g™ 0 n dla J C J;}.

=1

(5.13)

Rozwazmy zatem dowolne f;, i = 1,...,k takie, ze ||filla < 1, |(E;f?)Y?|s <
2n#(IN)210g™ % n dla J C J; (zauwazmy, ze ostatni warunek oznacza w szczeg6lno-
Scl, e |l < 29/ 100 < 209/2)

Z zaltozenia (5.2) dostajemy,
k
ERTT fl < bl g g < K loglt= D20
i=1

dla dowolnego K > 1 i odpowiednio duzych n (korzystamy tu z zatozenia D = 1).

Ponadto,
i k
E‘h1{|h|222"dlogdn} H fz’ < E‘h‘1{|h|222”dlogdn} H Hszoo (514>
i=1 =1
< [2”d/2 logfddegj H}E\h|1{|h|2>2nd log?n}
Klog¥'n

<[22 log =4 n) <1

ond/2 log¥?n

dla duzych n, przy czym szacujac E|h|1y,250nd104¢ 1, Skorzystalismy z Lematu 25.

Oznaczmy teraz h, = hl (h2<2nd 1ogd ) 1 TOZWazZIMY dowolne I ¢ Ig.
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E|hn H fil{EI(h2A22nd)>2n#lc log? n}|
i=1

< E[c [(Ejh ) / ]‘{]E (h2/\22nd) >on#Ic log TL} H ]E’J ﬂIf2)1/2:|

=1

< H [2"#(J NI /2 log™ n]EIC[(Elh ) /21{]E1(h2/\22"d)>2”#10 logdn}]

it JiNIe£0

<[22 1og™ n](ER2)YV2[Pre (B (W2 A 227) > 27#1 1ogd n)]t/2

. E(h2 A 22nd) 1/2

< n#1¢/21 | —d (d—1)/2

K[2 log™“ nl[log n]( P F T Tog )

~ c log@b/2p

K[2 log™“n][log n| 1T 0g P 1 (5.15)

dla duzych n.
7 ostatnich trzech nieréwnosci otrzymujemy dla duzych n,

k k k k
Elha I] £l <IERT] fil + [ERLg [T £il < Klog ™= D20+ E|h [T filjosgmrogt ny]

i=1

k
+ Z Elhn H fil{EI(h2A22nd)>2n#Ic log*Zdn}|

ICly i=1
<K loglddee D2y 41

k
+ Z ]Elhn H fil{EIh2/\22"d22"#Ic log? n}|

ICI, i=1

k
+ Z E|hn H fi1{2"#1°/2 log 2% n<Eh2A227d L 2n#IC |ogd n}|
ICI, i=1

<K loglddee D)2y 41 424 1 4 > Vims
1<l

gdzie

2 L2
’YI,n - Ehn]‘{Q”#Ic/2 log =24 n<E h2A22nd L2n#1¢ Jogd n} -

Ostatecznie, biorac pod uwage (5.13), uzyskaliSmy zatem oszacowanie

lhally < Klogh™ =204 37y,
ICly

dla dowolnego K > 2% 4 2% 41 = 29+ 41 i dostatecznie duzych n.
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Zauwazmy, ze 7z Lematu 27 wynika, ze dla kazdego I C I

g
> 10g2’dn < 0. (5.16)

Zatem, korzystajac z Wniosku 8, otrzymujemy

S B(| S mah(Xi%)

> C2"4% og/? n)

n=llil2n
1 CQnd/2 lOgd /2 2/ deg T
<K exXp | — —
djg;jd I;dzn: [ <2nd/2(7]n+KlOgd deg J)/2 )> }
1 C'ond/2 | g 2 (i)
+ Kd I%I:d zn: exp [ (2n#]/22n#[c/2 log,Qd ) }
2% Cl Q/de J
<KdZZeXp[—7(L> & }
ICIg n d Yin

Clogd /2 )Q/degj}

1
+ K, exp .
j;ld; { (Klog(d deg J)/2 n)

+ Ky Z Zexp [— —(Clog5d/2 )Ud]
ICly n

Ostatni szereg po prawej stronie powyzszej nieréwnosci jest zbiezny dla dowolnego
C' > 0. Drugi z szeregéw jest zbiezny dla C' < Ly (przypomnijmy, ze za K mozemy
wzigé dowolng liczbe wicksza od 291 + 1). Zbieznoéé pierwszego szeregu wynika z
faktu, ze dla x > 0, .

e’ < de
oraz warunku (5.16). Konczy to dowéd Kroku 4.

Aby udowodni¢ dostatecznosé warunku (5.2), z Wniosku 10 wystarczy wykazaé

zbieznosé szeregu
YR X AXi)

lij<2n

> C2"/% |og?? n) (5.17)

dla pewnego C' < LyD. W tym celu, dla kazdego n rozbijamy 3¢ na cztery roztaczne
zbiory A! i =1,...,4, tak aby zbiér A’ spelial warunki z kroku i powyzej (jest
to mozliwe, gdyz zbiory z krokéw 1-4 sumuja si¢ do ¥¢). Woéwezas, dla C' = LyD,
z nieréwnosci tréjkata i nieréwnogci (5.11), udowodnionej dla kazdego z ciagéw Al
zbiezny jest szereg

ZP(’ 3 mah(X{)

li|<2n

> C2"4/? og¥/? n)
To konczy dowdd, gdyz z kanoniczno$ci mamy wzh = h. Il
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Uwaga Zauwazmy, ze dowodzac dostatecznosci w Twierdzeniu 22, nie uzywaliSmy
zatozenia o symetrycznosci funkcji h.

5.2 Prawo iterowanego logarytmu dla zwyklych
U-statystyk

Korzystajac z powyzszego twierdzenia, mozemy udowodni¢ gtéwny wynik tej czesci
pracy.

TWIERDZENIE 23. Dla symetrycznej funkcji h: ©¢ — R, prawo iterowanego
logarytmu

1
lim sup < C < oopn. (5.18)

n—oo  (nloglogn)d/?

>0 h(x)
ierd
zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy h jest kanoniczna (wzgledem rozkltadu X ) oraz dla
wszystkich J € Py,

1
(d—deg J)/2 HhHJ,u

lim sup <D< . (5.19)

u—oo  (loglogu)

Doktadniej, (5.18) implikuje (5.19) z D = LqC' i odwrotnie, (5.19) wraz z kanonicz-
nosciq implikuje (5.18) z C' = LyD.

DowOD. Dostateczno$é wynika z Wniosku 11 oraz Twierdzenia 22. Aby udo-
wodni¢ koniecznosé, zauwazmy ze z Lematu 28 oraz Wniosku 12, A speklia zrando-
mizowane, uniezaleznione prawo iterowanego logarytmu (4.12), a zatem, z Twierdze-
nia 22, warunki wzrostu dla ||h|| 7. takze sa spelnione (jak tatwo zauwazy¢, normy
|-l 7w jadra (X, ..., Xq) oraz ey - - -e4h (X1, ..., X4) sa réwne). Zatem, aby zakon-
czy¢ dowod, pozostaje wykaza¢ kanonicznosé funkeji h. Warunek na catkowalnosé
(5.3) implikuje, ze E|mzh|P < oo dla wszystkich p < 2, zatem z prawa wielkich liczb
typu Marcinkiewicza dla kanonicznych U-statystyk (Giné i Zinn, [22]) wynika, ze

1
~i7r > mah(X;) — 0 p.n.
n ield

dla n — oo. Ponadto, z zalozenia o zachodzeniu prawa iterowanego logarytmu,
mamy takze

1

ierd
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Zauwazmy, ze z rozktadu Hoeffdinga (Lemat 22),

> (h(X) = mah(X;))

ierd

-1 /g n—k)! n!
:kz%<k;>( - ) '(n—d)' Z mh( Xy, o, Xi,)

R TR i <n
ij#il dlaj;él
—n—d+1) Y g(Xi..... X, ), (5.20)
i1yeeig_1 <N
ij#4; dla j#1

gdzie
1 N
g(fly ce ,fEd—l) = m Zg($0(1)> ce 7m0(d71))7
przy czym suma rozciagga sie na wszystkie permutacje o zbioru I; | oraz

d—1 d
g, .. xgm1) =) <k>7rkh(x1, Ce sy Tg).

k=0

Otrzymujemy wiec

n—d+1
—m | X 9K, X )| = 0pa.
i yeenrig_1<n
ij;ﬁil dlaj;ﬁl
Stad ciag
1
| 2 9K X )
i1,eemig_1<n

i;#i; dla j£1
jest stochastycznie ograniczony. Ktadac p = 2d/(d + 1) otrzymujemy normowanie
n~(@=1/2 takie jak w centralnym twierdzeniu graniczny dla U-statystyk rzedu d — 1
(np. [12], Theorem 4.2.4). Z wynikéw Giné i Zinna ([23], Theorem 1 lub [12], Theorem
4.2.6) wynika, ze g jest kanoniczna oraz Eg* < oo, a zatem g spelnia centralne twier-
dzenie graniczne dla kanonicznych U-statystyk (np. [44] lub [12], Theorem 4.2.4), z
ktorego dostajemy
9(X1,...,X4-1) =0pn.

Stosujac (5.20) dla n = d, otrzymujemy h = mgh, co dowodzi kanonicznosci h.  [J

5.3 Zbiér graniczny

Dla Eh? < oo, zbiér graniczny (zbiér punktéw skupienia) w prawie iterowanego
logarytmu (4.2) jest z prawdopodobienstwem 1 réwny

2V ENX, ..., X)) F(X1) - f(Xa): EfA(X)) < 1},
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co zostato udowodnione przez Arconesa i Giné [5]. W ogélnosci nie jest to prawda.
Dla d = 2 wiadomo [24], ze zbidr ten jest odcinkiem. Jego korice znane sa jedynie
w pewnych specjalnych przypadkach [32], w ktérych granica gérna z prawa iterowa-
nego logarytmu okazuje si¢ by¢ dos¢ skomplikowana funkcja ,deterministycznych”
granic gornych wystepujacych w warunkach koniecznych i dostatecznych. Naturalna
wydaje si¢ hipoteza, ze takze w ogodlnej sytuacji, granica gérna w prawie iterowanego
logarytmu jest funkcja tych wielkosci.

Rozwazania na temat prawa iterowanego logarytmu dla rzeczywistych U-statystyk
chcieliby$émy zakonczy¢ nastepujacym twierdzeniem.

TWIERDZENIE 24. Zbior graniczny w prawie iterowanego logarytmu (4.2), tj.
2bidr punktow skupienia ciggu ((nloglogn)~%? Sjij<n P(X4)), jest deterministycznym
przedziatem.

DowoOD. Jesli wykazemy, ze zbiér punktéw skupienia jest przedziatem, fakt, ze
jest z prawdopodobienstwem 1 staty, bedzie wynikat z prawa 0-1 Hewitta-Savage’a.
Aby udowodni¢, ze zbiér graniczny jest przedzialem, wystarczy wykazac, ze

lim sup | =< MXs) iy, M) —0pn (5.21)
nooo |nd2loglog¥*n  (n — 1)%/2loglog ¥/*(n — 1) o .
Zauwazmy, ze
o< 1 1 . nP—(n-2)"
= (n—1)#2loglog*(n — 1) né/loglog¥*n ~ nd/2(n — 2)4/2loglog “*n
d 2

< = .
= 2n(n — 2)42loglog ¥?n

7 powyzszej nieréwnosci i prawa iterowanego logarytmu, wynika, ze

1 1
<(n — 1)#2loglog*(n — 1) nd/2loglog “n

lim | > A(X)
n—00 ierd

) =0 pn.

Zatem, aby wykaza¢ (5.21), wystarczy udowodnié, ze

1
lim su h(X;)| =0 p.n.
e n/?loglog ¥/*n ield%:n (%) P
Powyzsza réwnos¢ wynika ze zbieznosci
>y IP’(‘ > Xy > 52"/2 10g?/? n) < 00 (5.22)

no2n—lckLon ield, ig=k
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dla wszystkich § > 0. Niech 74_; oznacza projekcje Hoeffdinga jedynie wzgledem
pierwszych d—1 zmiennych. Podobnie jak w dowodzie prawa iterowanego logarytmu,
kanonicznos¢ h daje my_1h = h, a zatem wystarczy udowodnié, ze

> P(’ > wa1h(X5)

no2n—lakon ierd, ig=k

> §2n4/2 |og¥/? n) < 0.

Bedziemy teraz postepowaé jak w dowodzie Twierdzenia 22, tzn. udowodnimy
zbieznos¢ powyzszego szeregu z funkcja h zastapiona przez h, = hl,, dla odpo-
wiednich zbioréw A,,.

Krok 1
A, C {zx e x?: h*(x) > 2" 1og?n}.

Poniewaz dla 2" ' < k < 2", #{i € I iy = k} < 2%~V mozemy uzy¢ nieréwnosci
Czebyszewa, doktadnie jak w pierwszym kroku dowodu Twierdzenia 22.

Krok 2
A, C{x: h3(x) < 2"og?n, 3icr, 1z0 Er(h* A 27) > 2# " oghn}.

Zauwazmy, ze z twierdzenia o uniezaleznianiu i Lematu 21, zastosowanego warun-
kowo na Xj, mamy

El Y #a1hao(X0)| S LaE| Y. Raiha (X))
ield, ig=k ierd, iqg=k
S27NLGE] Y 6 ha (X))

ield, ig=k

Zatem, jesli zdefiniujemy zbiory A, (I) oraz A, (I) (dla I C I, 4,1 # () jak w kroku
2 dowodu Twierdzenia 22, wystarczy wykazac

2. 2 SE Y h(X) < o,

nd/2
n on—1_fgon 2 21d/2 10g%2 log Wi=0  ierd, ig=k

gdzie dla ustalonego I, funkcje h,,; sa zdefiniowane jak w dowodzie Twierdzenia 22.
Ale dla kazdych 27! < k < 27,1 przez argument podobny do przedstawionego w
tamtym dowodzie

Bl 3 g (Xo)] SR o2 n)
i€l iqg=k
X Pre(Ep(h? A 22d) > 924 # 1 o0 ),
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Stad
S OB Y e (X)] <[0T 1ol )

2n-l<k2n deld, ig=k
x Pre(Ep(h? A 221d) > 22H#I gg py)

i mozemy zakonczy¢ jak w kroku 2 dowodu twierdzenia 22.

Krok 3
A, C{x: B*(z) < 2"og"n, Vicr, 120 Er(h? A 27) < 2% log n}.

Uzywajac podobnych argumentow o uniezaleznianiu i poréwnywaniu momentéw, jak
powyzej oraz nieréwnosci Chinczyna dla chaoséw rademacherowych, otrzymujemy

El Y AoihaX)|' < LiE| Y0 Raorha (X [*

ield, ig=k ierd, iq=k
< 24(d—1)LdE| Z egiechn (X;iec)|4
i€ld, iq=k
<LaE( Yo h(X{))%,
li|<k, iq=k

przy czym w ostatniej nieréwnosci dodalismy sktadniki zwigzane z ,,przekatng” je-
dynie aby uczyni¢ ten krok bardziej podobnym do kroku 3 z dowodu Twierdzenia
22. Wystarczy zatem udowodnié, ze

Z 2nE<Z|i\g2n, =2 h2 (X{ec))?
22nd 10g2d n

n

< 00.

To jednak moze znéw by¢ wykazane jak w Twierdzeniu 22 (krok 3), przez poréwnanie
jedynie z punktami a), b). Przypadek c) (ktéry jako jedyny uzywal oszacowan z dotu
w definicji zbioru A, i czynil niezbednym krok 4 dowodu) nie pojawia sie tutaj,
gdyz indeks 74 jest w naszej sytuacji ustalony. Dow6d Twierdzenia moze by¢ zatem
zakoficzony jak dla Twierdzenia 22, przez rozbicie ¥4 na 3 rozlaczne czesci (dla
kazdego n), odpowiadajace powyzszym krokom 1-3.

O

5.4 Uwagi nt. prawa iterowanego logarytmu dla
U-statystyk o wartosciach w przestrzeni Hil-
berta

Na zakonczenie podamy bez dowodu, otrzymang niedawno wspoélnie z Rafatem La-
taly charakteryzacje prawa iterowanego logarytmu dla U-statystyk o warto$ciach w
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przestrzeni Hilberta. Aby sformutowaé¢ warunki konieczne i dostateczne, wprowadz-
my odpowiedniki norm || - || 7.4.

DEFINICJA 18.  Niech H bedzie osrodkowg przestrzeniq Hilberta, zas h: ¥ — H
funkcjqg kanoniczng. Dla dowolnego zbioru K C 14, rozbicia J = {Ji,...,Jix} €
Pk oraz u > 0, zdefiniujmy

1Al 70 = sup{E(R(X), g(Xx)) [T fi(X): g2 BF — H,

i=1
fir B = R gz 1 filla < 1, lglloos | filloo < u},
przy czym dla K = 0 powyzsza definicja interpretowana jest analogicznie jak Defi-
nicja 12.
Wéwcezas zachodzi nastepujace twierdzenie.

TWIERDZENIE 25 (Adamczak, Latala, [4]). Dia dowolnej funkcji h: ¢ — R,
prawo iterowanego logarytmu

. 1

ierd

zachodzr wtedy 1 tylko wtedy, gdy

|h[?
E - <00,

(LL |A])

h jest kanoniczna wzgledem rozktadu Xy oraz dla kazdego zbioru K C 14 oraz rozbicia

J € Py,

: 1] .7
llzﬂ_}Sng (loglog u)(d—deg 7)/

; S D <oc. (5.24)

Doktadniej, (5.23) implikuje (5.24) z D = L4C oraz (5.24) wraz z pozostalymi
warunkami, implikuge (5.23) z C = LyD.

94



Bibliografia

1]

[9]

Apamczak R. (2005). Logarithmic Sobolev inequalities and concentration of

measure for convex functions and polynomial chaoses. Bull. Pol. Acad. Sci. Math.
53, no. 2, 221-238. MR2163396.

ApaMczAK, R. (2006). Moment Inequalities for U-statistics. Praca ukaze sie
w Ann. Probab. 34

AbpamczAk, R., LATArA, R. (2006) LIL for canonical U-statistics. Preprint.

ApaMmczAK, R., Latara, R. (2006) LIL for canonical U-statistics in Hilbert
spaces. W przygotowaniu.

ARCONES, M., GINE, E. (1995). On the law of the iterated logarithm for canoni-
cal U-statistics and processes. Stochastic Process. Appl. 58 217-245. MR1348376.

ARCONES, M., GINE, E. (1993). On decoupling, series expansion and tail be-
haviour of chaos processes. J. Theoret. Probab. 6 , 101-122. MR1201060.

BoORELL, C. (1984). On a Taylor series of a Wiener polynomial. In Seminar Notes
on Multiple Stochastic Integration, polynomial chaos and their integration. Case
Western Reserve Univ., Cleveland.

BousQuET O., BOUCHERON S., Lucost G., MASSART P.(2005). Moment

inequalities for functions of independent random variables. Ann. Probab. 33, no.
2, 514-560. MR2123200.

BARTHE, F., ROBERTO, C. (2004). Sobolev inequalities for probability measures
on the real line. Studia Math. 159 (2003), no. 3, 481-497. MR2052235.

[10] CLEMENGON S., Lucos! G., VAYATIS N. (2006). Ranking and empirical mi-

nimization of U-statistics. Preprint.

[11] DEHLING, H., DENKER, M., PHiLiPP, W. (1986). Probab. Theory Relat.

Fields 72, no. 1, 111-131. MR0835162.

95



[12] DE LA PENA, V.H. and GINE, E. (1999). Decoupling. From Dependence to
Independence. Springer, New York. MR1666908.

[13] DE LA PENA, V.H. and MONTGOMERY-SMITH, S. (1994). Bounds for the

tail probabilities of U-statistics and quadratic forms. Bull. Amer. Math. Soc. 31
223-227. MR1261237.

[14] DE LA PENA, V. H., MONTGOMERY-SMITH, S. J. (1995) Decoupling inequ-
alities for the tail probabilities of multivariate U-statistics. Ann. Probab. 23, no.
2, 806-816. MR1334173.

[15] GIKHMAN, 1., SKOROHOD, A.V. (1975, 2004) Theory of stochastic processes
I1. Springer, Berlin, Heidelberg, New York 1975, 2004.

[16] GENTIL, I., GUILLIN, A., MicrLo, L. (2005) Modified logarithmic Sobolev in-
equalities and transportation inequalities. Probability Theory and Related Fields,
133(3), 409-436. MR2198019.

[17] GENTIL, I., GUILLIN, A., MicLo L. (2006) Modified logarithmic Sobolev
inequalities in null curvature. Praca ukaze si¢ w Revista Matematica Iberoame-
ricana. Dostepna pod adresem http://www.arxiv.org/abs/math.PR/0503585.

[18] GINE E., LATALA, R., ZINN, J. (2000). Exponential and moment inequali-
ties for U-statistics. High Dimensional Probability II, 13-38. Progr. Probab., 47,
Birkhauser, Boston. MR1857312.

[19] GINE E., MasoN D. (2006). On local U-statistic processes and the estimation
of densities of functions of several variables. Praca ukaze sie w Ann. Statist.

[20] GINE E., MAsoN D. (2006). Laws of the iterated logarithm for the local U-
statistic process. Praca ukaze sie w J. Theoret. Probab.

[21] GINE, E., ZHANG, C.-H. (1996). On integrability in the LIL for degenerate
U-statistics. J. Theoret. Probab. 9, 385-412. MR1385404.

[22] GINE, E., ZINN, J. (1992). Marcinkiewicz type laws of large numbers and
convergence of moments for U-statistics. Probability in Banach spaces, 8, 273~
291, Progr. Probab., 30, Birkhauser, Boston. MR 1227625

23] GINE, E., ZINN, J. (1994). A remark on convergence in distribution of U-
statistics. Ann. Probab. 22 117-125. MR1258868.

[24] GINE E., KWAPIEN, S., LATAEA, R., ZINN, J. (2001). The LIL for canonical
U-statistics of order 2, Ann. Probab. 29 520-557. MR1825163.

96



[25] HALMOS, P.R. (1946). The theory of unbiased estimation. Ann. Math. Stati-
stics 17 34-43. MRO015746.

[26] HiTczENKO, P. (1993). Domination inequality for martingale transforms of a
Rademacher sequence. Israel J. Math. 84 161-178. MR1244666.

[27) HOEFFDING, W. (1948). A class of statistics with asymptotically normal di-
stribution. Ann. Math. Statistics 19 293-325. MR0026294.

[28] HOEFFDING, W. (1961). The strong law of large numbers for U-statistics. Inst.
Statist. Mimeo Ser. 302, University of North Carolina. Chapel Hill, North Ca-
rolina.

[29] HOUDRE, C., REYNAUD-BOURET, P. (2003). Exponential Inequalities, with

Constants, for U-statistics of Order Two. Stochastic inequalities and applications,
55—69. Progr. Probab., 56, Birkhauser, Basel. MR2073426.

[30] KwAPIEN, S. (1975). A theorem on the Rademacher series with vector valu-
ed coefficients. Probability in Banach Spaces. Oberwolfach 1975. Lecture No-
tes in Mathematics, vol. 526. Springer, Berlin Heildeberg 1976, pp. 157-158.
MRO0451333.

[31] GLUSKIN, E.D., KwAPIEN, S. (1995). Tail and moment estimates for sums of

independent random variables with logarithmically concave tails. Studia Math.
114 , no. 3, 303-309. MR1338834.

[32] KWAPIEN, S., LATALA, R., OLESZKIEWICZ, K. and ZINN, J. (2003). On the
limit set in the law of the iterated logarithm for U-statistics of order two. High di-
mensional probability, 111 (Sandjberg), 111-126. Progr. Probab., 55, Birkhauser,
Basel. MR2033884.

[33] KWAPIEN S. WoycCzyNsKI W. (1992) Random Series and Stochastic Integrals.
Single and Multiple. Birkhauser, Boston. MR1167198.

[34] LATAEA, R. (1999). Tail and moment estimates for some types of chaos. Studia
Math. 135, 39-53. MR1686370.

[35] LAaTAarA, R. (2006). Estimation of moments and tails of Gaussian chaoses.
Praca ukaze sie w Ann. Probab. 34.

[36] LATALA, R., ZINN, J. (2000). Necessary and sufficient conditions for the strong
law of large numbers for U-statistics. Ann. Probab. 28 1908-1924. MR1813848.

97



[37] LATALA, R., OLESZKIEWICZ, K. (2000). Between Sobolev and Poincaré. Geo-
metric aspects of functional analysis, 147-168, Lecture Notes in Math., 1745,
Springer, Berlin, 2000. MR1796718.

[38] LEDOUX,M. (2001). The concentration of measure phenomenon. Mathematical
Surveys and Monographs, 89. American Mathematical Society, Providence, RI.
MR1849347.

[39] LEDOUX, M., TALAGRAND, M. (1991). Probability in Banach spaces. Isoperi-
metry and processes. Ergebnisse der Mathematik und ihrer Grenzgebiete (3) 23.

Springer-Verlag, Berlin. MR1102015.

[40] LocHOWSKI R. (2006). Moment and Tail Estimates for Multidimensional Cha-
oses Generated by Symmetric Random Variables with Logarithmically Concave
Tails. Banach Center Publ. 72, 161-176.

[41] MONTGOMERY-SMITH, S. (1993). Comparison of sums of independent
identically distributed random vectors. Probab. Math. Statist. 14 281-285.
MR1321767.

[42] PALEY, R.E.A.C., ZyGMUND, A. (1932). A note on analytic functions in the
unit circle. PRoceedings Cambridge Phil. Soc. 28, 266-272.

[43] REYNAUD-BOURET, P. (2003). Adaptive estimation of the intensity of inhomo-

geneous Poisson processes via concentration inequalities. Probab. Theory Related
Fields 126, no. 1, 103-153. MR1981635.

[44] RuBIN, H., ViTALE, R.A. (1980). Asymptotic distribution of symmetric sta-
tistics. Ann. Statist. 8 165-170. MR0557561.

[45] SAMSON, P.M. (2000). Concentration of measure inequalities for Markov cha-
ins and ®-mixing processes. Ann. Probab. 28, 416-461. MR1756011.

[46] SERFLING, R.J. (1971). The law of the iterated logarithm for U-statistics and
related von Mises functionals. Ann. Math. Statist. 42 1794.

[47) TALAGRAND, M. (1996). New concentration inequalities in product spaces,
Inventionnes Math 126, 505-563. MR1419006.

[48] TALAGRAND, M. (1996). A New Look at Independence, Ann. Probab. 24, 1-34.
MR1387624.

98



