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. Niech X7, X5, ... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o wspélnym rozktadzie bezato-

mowym. Zdefiniujmy dystrybuanty empiryczne
1 n
Fo(t) = = > L
Nz

Wykazaé, ze z prawdopodobienstwem 1 F;, zbiega jednostajnie do F'. Uwaga: Zalozenie
o braku atomow mozna opuscié, jest to tzw. Twierdzenie Gliwenki-Cantellego.

Wykazaé, ze prawie wszystkie liczby = € [0, 1] sa normalne wzgledem kazdej podstawy d,
tzn. kazda cyfra w zapisie x w systemie o podstawie d wystepuje z czestotliwoscia 1/d.

Wykazaé, ze jezeli VarX,, < C' < oo oraz cor(Xi, X;) — 0, gdy |i — j| — oo, to ciag (X,,)
spelnia stabe prawo wielkich liczb.

Niech f: [0,1] — R bedzie funkcja ciagta. Obliczyé

o lim, ﬁ f[o,l}n Vat 4.+ 23dry .. dxy,

o lim, fjo o f(PFn)day .. doy,

o limy, fjo o f((21.. )Y day . day,.

Niech Xi,Y7, X5, Y5, ... beda zmiennymi i.i.d o rozktadzie jednostajnym na (0,1). Niech
f:10,1] — [0,1] bedzie funkcja mierzalng, zas Z; = 1lifx,)>v,}. Zbadaé zbieznosé¢ p.n.
ciggu

Niech X;, Xs,... bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych, takich, ze P(X, =
1) =P(X, = —1) = pp, P(X,, = 0) = 1 — 2p,,. Znalez¢ warunek konieczny i dostateczny,
na to by ciag (X,) spelniat MPWL.

Niech X7, Xs,... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o dystrybuantach Fi, F5, ...
Wykazaé, ze P(sup,, X, < 00) € {0, 1} oraz, ze powyzsze prawdopodobienstwo jest réwne
1 wtedy i tylko wtedy, gdy >, (1 — F,,(x)) < oo dla jakiegos x.

Rozwazmy szereg -, a,&,, gdzie €1, €9, . . . to niezalezne zmienne Rademachera. Wykazac,
ze powyzszy szereg jest zbiezny z prawdopodobienstwem 1 wtedy i tylko wtedy, gdy
S, a2 < oo

Niech X3, Xy, ... beda niezaleznymi zmiennnymi losowymi. Rozwazmy losowy szereg po-
tegowy (tzn. szereg potegowy z losowymi wspolczynnikami) >, X,,2". Niech R oznacza
jego promien zbieznodci. Wykazaé, ze zmienna R jest stala p.n.

Niech X7, X5, ... beda zmiennymi niezaleznymi o wspélnym rozktadzie i skonczonej wa-
riancji. Zdefiniujmy $rednig i wariancje empiryczna jako

Xi+.. 44X, , 1 &
= g

My, =
n " n—1%

=1

Udowodni¢, ze Em,, = EX;, Eo? = VarX, oraz, ze m, — EX}, 02 — VarX; p.n.



