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Zadania z Rachunku Prawdopodobienstwa I - seria 4
Wzér Bayesa, niezalezno$é zdarzen, Lemat Borela-Cantelliego, zmienne losowe.

. Wér6d n monet k jest asymetrycznych, orzet wypada na nich z prawdopodobienstwem 1/3.

W wyniku rzutu wybrana losowo moneta wypadt orzet. Jakie jest prawdopodobienstwo,
ze ta moneta jest asymetryczna?

. Niech (A;);e; beda niezaleznymi m-ukladami. Udowodnié, ze (0(.A;)):e; takze sa niezalez-

ne.

Rozpatrzmy X; - nieskonczony ciag niezaleznych zmiennych losowych o tym samym roz-
ktadzie p = P(X; = 1) = 1 = P(X; = 0) = 1 — ¢. Wykazaé, ze jesli p ¢ {0,1}, to z
prawdopodobienstwem 1, kazdy skonczony ciag zero-jedynkowy powtarza sie nieskoncze-
nie wiele razy w ciagu (X;).

Poda¢ przyktad zmiennych losowych X, Y, 7 parami niezaleznych, ale nie niezaleznych.

Dwaj gracze rzucaja po n razy symetryczng moneta. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze
wyrzuca te samg liczbe ortow?

Niech X bedzie zmienna losowa o rozkladzie wykladniczym z parametrem \. Znalezé
P(X >t+s|X > s).

Niech X; (i = 1,2) bedzie zmienng losowa z gestoscia f;. Wykazaé, ze jesli X1, X5 sa
niezalezne, to (X7, Xs) jest wektorem losowym o rozktadzie ciagltym, z gestoscia f(z,y) =

fi(x) f2(y).

Zmienne losowe X, Y sa niezalezne i maja gestosci odp. fi, fo. Znalez¢ rozktad zmiennej
losowej Z = X/Y.

Wykazaé, ze funkcje r,(f) = sgncos(2"nt) potraktowane jako zmienne losowe na prze-
strzeni ([0, 1], B([0,1]),| - |) sa niezalezne.

Niech Z = 3°°, 6,27, gdzie €; — niezalezne zmienne Rademachera. Wykaza¢, ze Z ma
rozktad jednostajny na przedziale [—1, 1].

Niech X,Y beda niezaleznymi zmiennymi o rozkladach

a) Bernoulliego z parametrami odp. p,n i p, m

C

b) Poissona z parametrami odp. Aj, As.
) normalnych z parametrami a;,o? i as, 03.

d) jednostajnych na [0, 1]
Znalez¢ rozktad zmiennej Z = X + Y.

Zadania domowe

. Test na rzadka chorobe, ktora dotknieta jest érednio jedna osoba na tysiac, daje falszywa

odpowiedZ pozytywna w 5% przypadkéw (u osoby chorej zawsze daje odpowiedZ pozy-
tywna). Jaka jest szansa, ze osoba u ktorej test dal wynik pozytywny, jest naprawde
chora?



2. Wykazaé, ze jesli F': R — R jest niemalejaca, prawostronnie ciagta, F/(—oo) = 0, F(o0) =
1, to funkcja f: (0,1) — R, dana wzorem

f(s) =sup{u: F(u) < s}

jest dobrze okreslona oraz jesli spojrzymy na (0, 1) jak na przestrzen probabilistyczna,
gdzie prawdopodobienstwem jest miara Lebesgue’a, to f jest zmienng losowg o dystrybu-
ancie F'.



