Zadania z Rachunku Prawdopodobienstwa II - seria 6
Martyngaty

. Gracze A i B, startujac z kapitatéw odp. a, b zlotych, graja w nastepujaca gre. Rzucaja
(niekoniecznie symetryczna) moneta. Jesli wypadnie orzet, gracz A otrzymuje ztotoéwke od
gracza B, jesli reszka — odwrotnie. Grajg tak dtugo, az jeden z nich zbankrutuje. Obliczy¢
prawdopodobienstwo wygranej gracza A, korzystajac z martyngatow.

. Rozwazmy martyngal X,,, catkowalny z kwadratem, tzn. EX? < co dla kazdego n. Zde-
finiujmy przyrosty martyngatowe wzorem

D,=X,—X,_1.
Wykazaé, ze zmienne D,, sa parami nieskorelowane.

. Niech X,, bedzie ciggiem zmiennych losowych, adaptowanych do filtracji F,,. Zatézmy, ze
Xo = 0. Wykazaé, ze (X, F,) jest martyngatem, wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego
ograniczonego momentu stopu 7, EX, = 0.

. Studenta X czeka egzamin. Zna odpowiedz na 10 z 30 pytan, losowanych przez kolejno
zdajacych studentéw. Studenci, wychodzac z egzaminu, informuja czekajacych, jakie py-
tania otrzymali. Jaka strategie powinien przyja¢ X, zeby mie¢ jak najwieksza szanse na
zdanie egzaminu?

. W urnie znajduje si¢ b kul biatych i ¢ czarnych. W kolejnych krokach losujemy ze zwraca-
niem urne z kuli i doktadamy do urny jeszcze a kul tego samego koloru, co wylosowana.
Niech X,, oznacza liczbg biatych kul w urnie po n-tym losowaniu. Wykazac, ze ; Jjj:na jest
martyngatem wzgledem naturalnej filtracji.

. W pojemniku znajduje sie m czastek. W kazdej sekundzie kazda z czastek, niezaleznie
od pozostatych moze albo zniknaé¢ (z prawdopodobienstwem 2/3), albo podzielié¢ si¢ na
trzy czastki. Wykazaé, ze z prawdopodobienstwem 1 po pewnym czasie w pojemniku nie
bedzie zadnej czastki.

. Niech €1, &9, ... beda niezaleznymi zmiennymi Rademachera. Niech ponadto F,, = o (e, . ..
oraz

- ea(51+...+5n)7na2/2
n — .

Wykazaé, ze Z, jest nadmartyngatem. Zbadac jego zbieznos$¢ prawie na pewno i w L.
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