Zadania z Rachunku Prawdopodobienstwa II - seria 5
Centralne Twierdzenie Graniczne - c.d. Filtracje, momenty stopu. Martyngaty

. Zmienne losowe X7, X, ... sa niezalezne oraz P(X;, = k) = P(X, = —k) = 1/2. Niech
s? = 3°7_, Var(X},). Zbadaé staba zbieznosé ciagu

Xi1+...+ X,
. .
. Zmienne losowe X1,, Xs, ... sa niezalezne i maja rozktady U(—ag, ay). Zbadaé zbieznosé
ciaggu
Xi+...+X,
. .
jesli

(a) ciag (ax) jest ograniczony i s, — 00.

. Zmienna losowa X, ma rozktad Poissona z parametrem \. Zbada¢ staba zbieznosé (X, —
N /VA przy A — oo.

. Niech X, X5, ... bedg zmiennymi i.i.d o éredniej zero i wariancji o2, za$ f funkcja réz-
niczkowalna w 0. Wykaza¢, ze /n(f(Y,) — f(0)) zbiega stabo do rozktadu N (0, a?f'(0)?),
gdzie

Xi+...+ X,
- .

Y, =

. Niech 71,7 beda momentami stopu. Udowodnié, ze momentami stopu sa takze 7 A 7
oraz 11 V To. Czy sg momentami stopu t; + 1, 7, — 17

. Niech (F;)en bedzie filtracja, zas (X;)ien ciagiem zmiennych losowych, adaptowalnym do
tej filtracji. Niech 7 oznacza moment pierwszej wizyty ciagu X; w zbiorze borelowskim
B. Wykazaé, ze T jest momentem zatrzymania.

. Podaé przyktad momentu zatrzymania 7 , takiego, ze o(7) # F,.

. Niech X7, Xy, ... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o $redniej 0. Zdefiniujmy S,, =
Xi+...+X, oraz Z, = S? — VarS,,. Wykazac¢, ze (Z,,0(X1,...,X,)) jest martyngatem.

. Niech X, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym rozktadzie i sredniej 0,
Fn=0(Xy,...,X,). Zdefiniujmy
Zo=0, Z,=) Xp1X;
k=1

Udowodnié, ze (Z,,F,) jest martyngatem.



10.

11.

12.

13.

Niech §; (i = 1,2, ...) beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie Pr(§; = 1) = p,
Pr(§; = —-1)=qg=1—p. Niech F,, = 0(&,...,&,) oraz

51 é'n
p

Wykazaé, ze ciag (Z,, F,) jest martyngatem.

Niech (X;) bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o rozktadzie U0, 1]. Zdefi-
niujmy 7 = inf{n: X; + ...+ X,, > 1}. Wyznaczy¢ Er.

Niech S,, = > ; €;, gdzie €1, €5 . . . - niezalezne zmienne Rademachera. Niech 7 = inf{n: S,, =
1}. Wykazaé, ze ET = oc.

Rzucamy kostka tak dtugo, az otrzymamy wszystkie oczka. Znalez¢ wartosé¢ srednig sumy
wyrzuconych oczek.



