Zadania z Rachunku Prawdopodobienstwa II - seria 2
Staba zbieznos¢ rozktadéw i zmiennych losowych.

. Udowodnij, ze dla dowolnych punktéw w przestrzeni metrycznej (E,d), 6,, = 0, wtedy
i tylko wtedy, gdy z,, — .

. Niech X, X1, X, ... beda zmiennymi losowymi o wartosci w przestrzeni metrycznej (E, d).

Wykazaé, ze jesli X, 5 X , to X, DX , ale implikacja odwrotna nie musi zachodzi¢.

. Wykaza¢, ze jesli zmienna X z poprzedniego zadania jest stala, to implikacja odwrotna
zachodzi.

. Niech p, pt1, pt2,... beda miarami probabilistycznymi, skupionymi na pewnym zbiorze
przeliczalnym S C F Wykazac, ze

a) jesli dla kazdego x € S, u,({z}) — u({x}), to p, = u,

b) jesli kazdy punkt zbioru S jest izolowany, to implikacje w punkcie a) mozna odwrécié,
¢) w ogblnosci implikacji z punktu a) nie mozna odwrécic.

. Wykazaé, ze %22:1 Ok/n Y gdzie \ jest miara Lebesgue’a na (0, 1).

. (Twierdzenie Stuckiego) Niech X,,,Y,, beda rzeczywistymi zmiennymi losowymi, takimi
ze X, 2 X, Y, 5, ¢, gdzie c jest pewng stala. Wykazaé, ze woéwczas

a) X, +Y, 2 X+
b) X,Y, 2 cX.
W szczegblnosci, jesli X, LN X, a, — a,b, — b, to a, X,, + b, LoaX +b.

. (Twierdzenie Scheffe’go) Niech p bedzie miara o-skonczona, v, v, miarami probabilistycz-
nymi z gestodciami odpowiednio f, f,, wzgledem pu. Wykazaé, ze jesli f, — f p-p.n., to

sup |v(4) ~ vu(A)| < [ 1f = fuldn 0.

W szczegélnosci v, = v.

. Niech P, = N(my,0?). Udowodnié, ze rodzina {P,: a € A} jest ciasna, wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje stata K, taka ze |m,|, |02] < K dla o € A.

. Udowodni¢, ze N'(m,,c?) jest zbiezny, wtedy i tylko wtedy gdy istnieja m = limm,,

o? =limo? i wowezas N (my,02) = N(m,o?).
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(Obserwacja Poincaré) Niech X,, bedzie pierwsza wspéhrzedna zmiennej losowej o rozkla-
dzie jednostajnym na kuli (badZ sferze) jednostkowej w R™. Wykazaé, ze

VX, 2 N(©0,1).
Udowodnij, ze jesli X, X, p > 0 oraz sup, E| X, |P < 0o, to E|X| < 0o, ale niekoniecznie
E|X,[? — E|X|P. Jest to jednak prawda jesli sup,, E| X, [PT¢ < oo dla pewnego & > 0.

Niech a bedzie liczba zespolong o module 1, nie bedaca pierwiastkiem z jedynki. Wykazac,
ze

1 n

— Z 6ak = A,

=
gdzie \ jest miarg Lebesgue’a na okregu jednostkowym. Co sie dzieje, gdy « jest pier-
wiastkiem z jedynki?

(Twierdzenie Skorohoda) Wykazaé, ze jesli X,,, X sa rzeczywistymi zmiennymi losowymi
oraz X, EA X, to istniejg zmienne Y,,, Y, takie ze Y,, ~ X,,,Y ~ X oraz Y,, — Y p.n.



