Zadania przygotowawcze z PSII

. Oblicz granice w Ls(2) ciagu zmiennych losowych

n—1
Xn = Z Wt(k+1) (Wt(k+1) — WL).
k=0 n n n

. Niech X, = [3 sin sdW,. Znalezé E(X; + X3)%.

. Niech X,, bedzie ciggiem zmiennych losowych F,,-adaptowalnych. Wykaz, ze istnieje do-
ktadnie jeden rozklad X, =Y, + Z, taki, ze (Y,,, F,,) jest martyngatem, a Z, jest ciagiem
prognozowalnym, to znaczy F,_, adaptowalnym. Pokaz, ze X,, jest podmartyngatem wte-
dy i tylko wtedy, gdy Z,, jest niemalejacy.

. Pokaz, ze M5 = M5,

. Uzywajac wzoru [to, znalez¢ rozktad z definicji martyngatu dla procesu Y;, gdy

(a) Y; = f(Wy, t), gdzie f — funkcja klasy C? na R?
(b) Y, = WE(t) + Wi(t), gdzie Wy, W, - niezalezne procesy Wienera,

. Niech M; = B} — 3tB,. Wykaza¢, ze M € M?¢. Znalezé (M);.
. Niech dX; = u(t,w)dt + dW;. Zdefiniujmy
Y: = Xo M,

gdzie

t 1 gt

M, = exp <—/ u(r,w)dW, — 5/ u?(r, w)dr) :

0 0

Wykazaé, ze Y; jest martyngatem lokalnym.

. Niech W = (W, ..., W%) bedzie d-wymiarowym procesem Wienera, a R; := ||W;||. Wykaz,
ze

(a) By :=X%, g tgg dW jest jednowymiarowym procesem Wienera.

(b) Ry = J; g;Rlds + B; (proces R nazywamy procesem Bessela)

s

. Niech W, = (W}, W?) bedzie dwuwymiarowym procesem Wienera. Niech D bedzie zbio-
rem ztozonym z punktéw u = (ul,u?) takich, ze u',u? > 0. Pokaz, ze dla procesu
X, = z + W, moment zatrzymania 7 = inf{t : X, ¢ D} ma nieskoniczona wartosé
oczekiwana. (Korzystajac z zasady odbicia oszacuj ogon zmiennej 7)



10.

11.

Zdefiniujmy proces X; na plaszczyznie wzorem
Xi(t) = acos Wy Xs(t) = bsin Ws.

O procesie X mozna mysle¢ jako o ruchu Browna na elipsie. Wykaza¢, ze X spelnia
nastepujace rownanie

1
dXt - _iXtdt + MXtth,

M= [b?a _?)/b]

gdzie

Proces (sin W})ser, przedstawi¢ w postaci sin W, = M, 4+ A;, gdzie M € MIZOE zas$ A jest

procesem o wahaniu skoniczonym. Znalezé (M). Czy M jest martyngatem?

12. Obliczy¢

E(/Ot sdW, /Ot W2dWw,).



