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Rozdzial 1

Wstep

Niech W (t), t € R, bedzie procesem Wienera, X (t)- procesem stochastycznym. Zasadni-
czym celem teorii jest zdefiniowanie calki stochastycznej f(f X (s)dW (s). Problem polega
na tym, ze trajektorie procesu Wienera nie maja ograniczonego wahania, a zatem nie
mozna calki definiowa¢ dla kazdej trajektorii z osobna (na ¢wiczenia).

Niech (€2, F,P) bedzie przestrzenig probabilistyczna, zupetng. Niech (F)ier,, Fi: C F,
bedzie (zupelna) filtracja. Dla uproszczenia okreslamy Fo, = o(lJ, ;). Niech 0 < T' <

Q.

Definicja 1 Przestrzen M%C bedg stanowily ciggte martyngaty, adaptowalne wzgledem
filtracji (F;) takie, ze sup,<p EM?(t) < oco.

Zauwazmy, ze
1. jesli T < oo sup,cp EM?(t) = EM?(2).
2. jesli T = oo, to M%¢ tworza martyngaly ciagte takie, ze SUDP; oo EM?3(t) < co. Z
nieréwnosci Dooba wynika, ze

E sup M?*(t) < 4sup EM?(t) < co.

t<oo t<oo
Twierdzenia o zbieznosci martyngaléow implikuja, ze M (t) — M (o) p.n. i w L*(Q).
Ponadto zachodzi wzor M (t) = E(M(s)|F;) — E(M(o0)|F;), gdy s — oo, s > L.
Zatem M (t), 0 <t < oo tworzg martyngal ciagly taki, ze sup,., EM?(t) < co.

Uwaga 1 Przez M?*€, bedziemy oznaczaé ogdlnie martyngaty ciggle takie, ze EM?(t) <
oo dla kazdego t < o0.

Definicja 2 Powiemy, zZe dwa procesy X (t) i Y(t), t € [0,T] sq nieodréznialne, jesli

P(X(t)=Y(t) dlat €[0,T]) = 1.



Uwaga 2 W przestrzeni M%C identyfikujemy procesy nieodroznialne.
Stwierdzenie 1 Przestrzen ./\/l?p’c jest przestrzeniq Hilberta z iloczynem skalarnym
(M,N)=(M,N)r =EM(T)N(T).
Dowéd. Zauwazmy, ze
1. Przestrzen M3° jest liniowa.

2. (M, N) jest illoczynem skalarnym, ktory istotnie definiuje metryke na ./\/l%c. Wystar-
czy sprawdzi¢, ze (M, M) = 0 daje M = 0. Tak jest gdyz 0 = (M, M) = EM*(T).
Z nieréwnosci Dooba dostajemy E sup,, M 2(t) = 0, a to znaczy, ze proces M jest

nieodréznialny od 0.

3. Rzecz jasna || M||> = (M, M) wprowadza metryke || - || na przestrzeni M>°. Udo-
wodnimy zupelnosé ./\/l?ﬁc w tej metryce. Niech M, bedzie ciggiem martyngalow
spetniajacych warunek Cauchy’ego (zachodzi M, (t) = E(M(T)|F;)). Poniewaz

| M, — M,,|| = E(M,(T) — M,,(T))*> = 0, gdy m,n — oo,

wiec z zupelosci L?()) wynika, ze istnieje M(T) takie, ze M,(T) — M(T) w

L?(2). Ponadto z nieréwnosci Dooba

Esup(M,(t) — M,,(t))* < 4sup E(M,(t) — M,,(t))* =

t<T t<T
— 4E(M,(T) — My(T))* = 0, gdy m,n — .

Czyli przechodzac do podciagu (ny) (zeby mieé¢ zbieznos¢ p.n.) dostajemy

P(sup(M,, (t) — M,,(t))*> = 0, I,k — 00) = 1.
t<T

Zatem M, jest z P =1 zbiezny jednostajnie na odcinku [0,7] (kK — oo). Konse-

kwentnie M, jest zbiezny do pewnego procesu cigglego M. Poniewaz
M(t) = My, (t) = E(My, (T)|F1) — E(Mr|F),

gdzie zbieznos¢ po lewej stronie jest p.n., a po prawej w L*(Q). Stad dostajemy, ze
M, — M w M2°

Whniosek 1 Przestrzen M%C jest izometryczna z domknietq podprzestrzeniq L*(Q).



Definicja 3 Przez £ oznaczamy klase procesow elementarnych, to znaczy procesow po-

stact

m—1
X(t) = 5010 + Z fj]‘(t]',t]‘+1}7
j=1
gdzie 0 =ty <ty <ty < ... <lp, & jest Fy, mierzalne.

Zauwazmy, ze £ jest przestrzenia liniowa.

Niech W bedzie procesem Wienera wzgledem filtracji (F;) (filtracji zupelnej, wyznaczonej

przez proces). Zauwazmy, ze W (t) — W (s) jest niezaleznym procesem od Fs.

Definicja 4 Dia X € £ definiugemy proces
t m—1
[(X) = I(X)(t) = / XAW = S & Wty A1) = Wity AL)).
0 P

Zauwazmy, ze 1(X) nie zalezy od reprezentacji X.



Rozdzial 2

Calka stochastyczna Ito

2.1 Calka Ito jako izometria liniowa

W tym rozdziale zdefiniujemy catke stochastyczna Ito.

Twierdzenie 1 Dia kazdego X € &, proces (X) € M>¢, 1(X)(0) = 0, a ponadto

|(X)3 =E / X(s)dW (s / X¥(s

Dowdd. Poniewaz X € £, wiec dla pewnego ciggu 0 = tg <t <ty < ... < tp,

m—1
X () =%lop+ Y &l

j=1

gdzie, §; sa F;, mierzalne. Z definicji

ny J+1 At) W(tj At)).

Jest jasne, ze I(X)(0) = 0. Po drugie jest oczywiste (z definicji), ze I(X)(t) € L*(Q2). Po

trzecie trajektorie procesu I(X) sa ciagle. Istotnie wystarczy zauwazy¢, ze funkcje
t— Wtia At) = W(t; AL)), t € (b t]

sa ciagte, co wynika z ciaglosci trajektorii procesu Wienera.

Pozostaje pokaza¢, ze proces I(X) jest martyngatem. Zauwazmy zatem, ze I(X)(t) t €

[0, T] jest adaptowalny do filtracji (F;). Pokazemy, ze

E(I(X)(t)|F,) = I(X)(s), dlaty <s<t<tp, ke{0,1,...m—1}.  (21)



Powyzsza réwnosé tatwo wynika z definicji
E(I(X)(t) = I(X)(s)|Fs) = E(&G(W () = W(s))|Fs) = GEW () — W(s)|Fs) = 0.
W istocie to wystarcza do udowodnienia, ze
E(I(X)(t)|Fs) =1(X)(s), dla0< s <t <T.
Przypusémy, ze s € (t;,t,.1], t € (L, tis1], I < k, to
E(I(X)(t)|Fs) = E(E((X)()[F,)|Fs) = BOI(X)(t:)|Fs) =
EE(X) ()| Fy ) Fs) = E((X)(t-1) [ Fs) = . =
E(I(X)(t141)Fs) = 1(X)(s).
Za kazdym razem korzystaliémy wylacznie z rownosci (2.1).

Pozostaje jeszcze udowodnié wzor

|I(X)| = BI(X / X2(s

Skorzystamy z nastepujacej rownosci.

-1

EI(X)*(T) = Y BEGW (trsr) = W(t) +

3

?T‘

+2) E(&&( W(tz+1) W () (W (ts1) — W (tx)))-

<k
Niech

A= Z E(&G(W (tegr) = W(th)?).
=2 Z E(&G&(W (tir1) = W (L) (W (trs1) — W (tr))).

I<k
Zauwazmy, ze

B =23 BBEG(W (t1) — W) (W (te) — W (1)| ) =

<k

=2 B(&G& (W (tipr) — W) E((W (teg1) — W (t))|F,) = 0

I<k
Ostatnia rownos¢ wynika z faktu, ze E(W (tx41) — W(tk))|Fz,) = 0 (bo W jest mar-
tyngatem). Wystarczy obliczy¢ A. Przypomnijmy, ze W (t) i W?2(t) — t sa martyngalami,
stad
E((W (tes1) = W(th))*|Fi) = BOV (G| Fr,) — 2W (60) E(W (tr) | F) +
W2 (te) = EW?(tg1) — trsr| Fo,) + topr — W2 (t) = tega — ty.
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Zatem

3
L

m—

A= YT BEW (b)) = W(t)?) = Y BEE(W (tisa) = Wt F) =
= > BEB(W () ~ W()P1FL) = B &t — 1)) = B [ (s)s.

To koniczy dowdd.

Uwaga 3 fatwo zauwazyc, ze I jest przeksztatceniem liniowym z £ w M%C. Co wiecej,

jesli potraktowac & jako lintowq podprzestrzen
L= LX([0,T] x Q,B([0,T]) ® F,| - | ® F),
to I jest liniowgq izometrig (bo ||I(X)|| = [| X3, ).
T

Ogolnie catke stochastyczna otrzymamy przechodzac do domkniecia €. Warto zwrocié
uwage, ze kazda izometria liniowa I z podprzestrzeni L2 w M2¢ (przestrzen Banacha)

ma jednoznaczne rozszerzenie na domkniecie £ przestrzeni & w L2.

Definicja 5 Rozszerzenie I na domkniecie € w L2 nazywamy catkq stochastyczng Ito i

/X )dW (s /XdW

Uwaga 4 Dla kazdego X € &, zachodzi 1(X) € M%’C. Ponadto I jest izometrig liniowq,

to znaczy I jest lintowe i zachodzi wzor

11X = /X AW (s /X2

2.2  Opis proceséw z klasy &.

oznaczamy

Definicja 6 Przez P bedziemy oznaczaé o-ciato zbiorow prognozowalnych, to znaczy o-

ciato podzbiorow Ry x €1 generowane przez
{{0} x A, A e FotU{(s,t] x A, s<t, Ae F}.

Proces X bedziemy nazywac prognozowalnym, gdy jest mierzalny wzgledem P jako funkcja
0,T] x Q23 (t,w) = X(t,w).



Uwaga 5 Kazdy proces prognozowalny jest progresywnie mierzalny.

Stwierdzenie 2 Jesli X jest procesem adaptowalnym, lewostronnie ciggtym, to jest pro-

cesem prognozowalnym.
Dowéd. Niech (t}), bedzie ciagiem podzialow normalnych, to znaczy
t<T, 0=ty <..<t, =T, max(tj —t; ;) — 0 gdy n — oo.
J

Definiujemy

mp—1

Xn<t) = 1{0} Z X tk (& Z+1]( )

Z lewostronnej ciaglosci wynika, ze X, () — X (¢ ( ) dla kazdego t, dla prawie wszystkich
w € Q. Co wiecej procesy X, sa prognozowalne bo sg skonczonymi sumami proceséw

progonozwalnych. W istocie Wystarczy zauwazy¢, ze prognozowalne sa procesy

X(0)1g0y, X () 1en s

k ’ k+1}

To z kolei wynika z definicji o-ciata P

{(t,w): X(0)1gy < a} = {0} x {X(0) <a} eP
{(tw) s X ap, ) < af = (@, ] x {X () <ap € P. (2.2)

|
Stwierdzenie 3 Zachodzi réwnosé € = L*([0,T] x Q, P, |- | @ P).

Dowéd. Zauwazmy, ze po pierwsze kazdy proces z klasy € jest prognozowalny, bo jest
granica wedtug | - | ® P procesow prognozowalnych (a wiec granica p.n. dla pewnego
podciggu). Wynika to z faktu, ze zbieznos¢ w L? implikuje zbiezno$é¢ wedtug prawdopo-
dobieristwa (ogolnie miary).

Wystarczy pokazaé, ze procesy z € sa geste w klasie L2([0,T] x Q, P, |- | @ P). Jest jasne,

ze geste w tej klasie sa sumy postaci

X :=> alr,, gdzie a; €R, T; €P.
k=1
Wystarczy udowodnié, ze 1p, € €. Ten fakt dostajemy z lematu o m — A ukladach.
Zwroémy uwage, ze klasa A zbiorow I' dla ktorych 1r € € zawiera m-uktad B ztozony ze
zbioréw

'={0}xA AecFy, I''=(s,t]xA AeF,.
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Z definicji 1 dla takich zbioréw nalezy do £ C €. Wystarczy pokazaé, ze klasa A jest
A-uktadem (na éwiczenia).

Whniosek 2 Jesli X jest procesem prognozowalnym takim, Ze EfOT X?(s)ds < oo, to

catka Ito [ XdW jest dobrze okreslona. Klase takich proceséw oznaczamy przez L3.

Uwaga 6 Mozna pokazaé, ze [ XdW jest dobrze okreslone dla kazdego X progresywnie
maierzalnego takiego, ze EfOT X2(s)ds < 0o, a nawet dla procesu nieantycypujgcego, to
znaczy adaptowalnego, mierzalnego i spetniajgcego warunek EfOT X?(s)ds < oo (patrz

ksigzka Karatzas-Shreve).

Uwaga 7 Niech X € L3, wowczas 19y X € L3, dlat <T. Ponadto

/0 LionX(s)dW (s) = /0 X (s)dW(s)
oraz E(fot X(s)dW(s))* = Efot X?(s)ds

Dowod. Ustalmy ¢ < T'. Istnieje ciag proceséw X, € € takich, ze X,, — X w L%. Jest
jasne, ze 1y X, € £. Pokazemy, ze

1[0,t]Xn — 1[0715})( w L%
Istotnie

T ¢

B [ (Loa(s)X,(9) ~ Toa (X ()7 = E [ (X,(s) = X(5))ds <
0 0
T
< E/ (X,(s) — X(s))*ds — 0 gdy n — oc. (2.3)
0

Pozostata cze$é tezy jest oczywista.



Rozdzial 3
Zatrzymywanie calek stochastycznych

Twierdzenie 2 (o zatrzymywaniu calki stochastycznej) Jesli X € L%, natomiast

7 < T jest momentem zatrzymania, to 1o X € L2 oraz dla kazdego t € [0, ]
t tAT
/ Lio,7(s) XsdW, = / X dW p.n. (3.1)
0 0

Uwaga Poniewaz oba procesy wystepujace w (3.1) maja ciagle trajektorie, z ich row-
nosci dla kazdego ¢ wynika natychmiast nieodréznialnosc.
Dowéd.

Proces 1o, jest prognozowalny, bo jest lewostronnie ciagly i adaptowany (tatwe).

Zatem 1y ) X tez jest prognozowalny. Ponadto

T T
E/ (L10.(8)X5)%ds < / XZ2ds < oo.
0 0

Stad 1[07T]X € E%

Dalsza cze$¢ dowodu przebiega standardowa metoda, polegajaca na udowodnieniu
twierdzenia najpierw dla 7 przyjmujacego tylko skonczenie wiele wartosci oraz X € &
(€ — procesy elementarne), a nastepnie rozszerzeniu tezy na przypadek ogélny poprzez

prosta aproksymacje.

a) Jezeli T przyjmuje tylko skonczenie wiele wartosci oraz X € £, mozemy bez straty

og6lnosci zatozyé, ze

m—1
X = 601{0} (t) + Z fkl(tk7tk+1](t>
k=1

T € {tb...,tk},

dla pewnych liczb 0 <t < ... <t, <T.
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Wprowadzajac dodatkowe oznaczenie ¢y = 0, otrzymujemy

Ljo,7(t) = Li0y(t) +Zl{r ti L0, (1) = Loy (t) +Zl{r tk}zl i) (

k=1
m—1

= 1oy (¢ +Zl 0 (1 Z 1=ty
7=0 k=j+1
m—1

= 103(t) + D Loty Lty 501 (0)-
j=0

Zatem
1j0(1)X; = &0y (t) + Zgjl{m} NI} (3.2)

Poniewaz §;1(;-¢;) jest Fi; mierzalna i ograniczong zmienng losowa, powyzsza row-
nos¢ pokazuje, ze lig X € & oraz pozwala policzy¢ wprost z definicji catke sto-
chastyczna tego procesu. Doktadniej

3

m—1 m
5'1{T>tj}<Wtj+1/\t - Wtj/\t = Z Z 51{7 =ty } Wthrl/\t Wtj/\t)

j=1 k=j+1

t
/ 1[0,T](S)Xde8
0

<.
Il
—
ol

-1

Ms

L=ty &G (W one — Wine)

k=1 j=1
m k—1
= Z 1{T:tk} Zgj(Wthrﬂ\t - WtjAt)
k=1 j=1
m tAL
= 14 tk}/ X, dW, = / X AW, (3.3)
k=1

co konczy dowdéd w najprostszym przypadku.

Uwaga Powyzsze rachunki sa dosé formalne i sprowadzajg sie do zmiany ko-
lejnosci sumowania. Tak naprawde réwnosé (3.2) mozna dos¢ tatwo sprawdzi¢ na
rysunku, przedstawiajac symbolicznie zbior [0, 7] x (2, dzielac o$ czasu na przedziaty
(tj,tj+1] (na ktorych X jest przy ustalonej w staly, rowny &;(w)) i patrzac, co sie
Wyzeruje” po wymnozeniu przez ly ;. Podobnie rownosé (3.3) mozna otrzymac,
patrzac ktore czesci w sumie definiujacej catke sie ,wyzeruja’ dla 7 = t;. Jest to
oczywiscie w gruncie rzeczy to samo rozumowanie co zapisane powyzej, ale chyba

bardziej pokazuje co sie dzieje niz formalne napisy.
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b) W kolejnym kroku udowodnimy teze dla 7 — dowolnego momentu zatrzymania,

ciagle przy zaltozeniu, ze X € £.

W standardowy sposob konstruujemy cigg 7, momentéw zatrzymania, przyjmuja-
cych tylko skoniczenie wiele wartosci, takich ze 7,, "\, 7. Z ciagglosci trajektorii catek

stochastycznych, mamy

Tn/\E TAL
X, dWs — / X dW, pon.
0 0

Aby uzyska¢ teze, wystarczy wiec pokazaé, ze fot (0,1 (8) XsdWy — f(f 1i0.11(s) XdW,
w L*(Q2). Udowodnimy wigcej, mianowicie zbieznosé [ 1io 1 XdW — [ 1 1 XdW
w przestrzeni M. Poniewaz catka Ito jest izometria miedzy £2 i M2¢, wystarczy

pokazac zbieznosé¢ 1ig 1 X — 14X W £2. To jednak jest proste
T
o X = Lo Xl =E [ (Lo ()X, = Loy (5)X.Vds
0

T
= E/ 1(T7Tn}(s)XS2ds — 0,
0
z twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci zmajoryzowane;j.

c¢) W ostatnim kroku udowodnimy twierdzenie dla dowolnych 7, X. Niech X, € &,

X, — X w L2. Wowczas, jak latwo sprawdzié¢, réwniez f[o,ﬂ X, — Lo X w L7,
skad dostajemy [ 1j0.,1(5) X, (8)dW; — [ 1jo.-1(s)XdW, w L*(Q) (argumentujemy
jak w punkcie b)). Wystarczy zatem pokazac, ze fOT/\t X (8)dWy — fOT/\t XdWy,
rowniez w L?(Q2). Ale

TNt TNt T T

E(/ X, (8)dW, —/ X dW,)? < E(/ X, (s)dW, —/ X, dW,)?
0 0 0 0
X = Xy 0,

gdzie nierownos¢ wynika z Twierdzenia Dooba (zastosowanego do ciagltego podmar-
tyngatu ([(X — X,,)dW)? oraz ograniczonego momentu stopu 7 A t) zas réwnosc,

znow z faktu, ze catka Ito jest izometria, miedzy L2 oraz M?p’c.

Whiosek 3 Niech X € L. Wdéwczas proces

M(t) = ( /O X(s)dW (s))* /0 X (s)2ds
jest martyngatem
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Dowoéd. Wystarczy pokazac¢, ze dla kazdego ograniczonego momentu zatrzymania 7,

EM, = 0. Ale z Twierdzenia o zatrzymywaniu calki stochastycznej

/X )W (s /X /X $) 101 (s)dW (s /X 1io(s)ds,

zatem rzeczywiscie

EM, — E(/O X (s)1 0 (s)dW (5))* — E/O X (5) 10,0 (s)ds = 0,

gdzie ostatnia rownos¢ wynika z faktu, ze catka stochastyczna jest izometria miedzy £2
27
oraz MZ°.
|

Twierdzenie o zatrzymywaniu calki stochastycznej pozwoli nam na rozszerzenie defi-

nicji calki stochastycznej na szersza klase procesow niz L.

Definicja 7 Niech
t
AG = {(X(t))sejor): X — prognozowalny , Vt<T/ XZ2ds < oo p.n.}
0

Oczywiscie L3 C A%. ChcielibySmy zdefiniowaé¢ [ X (s)dW (s) dla X € A%, tak aby
,nowa” calka stanowila rozszerzenie catki It6. W tym celu dla X € |Lambda%, wpro-

wadzmy cigg momentéw stopu
t
=inf{t <T: / X (s)*ds > n}, (3.4)
0

gdzie jak zwykle przyjmujemy konwencje inf ) = T'. Z definicji A2, otrzymujemy natych-
miast 7, /T p.n. Ponadto dla dowolnego n, 19, X € L2, zatem mozemy zdefiniowa¢

proces
t
Mn(t) :/ 1[0,7—n}XdW7
0

jako calke stochastyczng w sensie 1t06).

Zachodzi nastepujacy

Lemat 1 Diam >n orazt <1,

czyli (wobec ciggtosci trajektorii) procesy M oraz M, sq nierozrézinialne.
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Dowéd. Z twierdzenia o zatrzymywaniu catki stochastycznej oraz nieréwnosci 7, < 7,

p-n., mamy
tATh t
Mol A0 = [ Lo XEAWS) = [ Lo (Lo (X () (5)
0 0

:il]mﬁK@X@MW%ﬂ:A@“)

|
Zatem, dla pewnego zbioru Q C Q o prawdopodobienstwie 1, dla ustalonych wartosci
weQt<T,ciag M,(w, t) stabilizuje sie, tzn. dla n,m > ng(w, t), My, (w,t) = My (w,t).

Pozwala nam to wprowadzi¢ nastepujaca definicje

Definicja 8 Jedyny (modulo nieodréznialnosc) proces (M(t))ico.r), taki ze dla kazdego
neN
[ onox(aw(s) = v

gdzie wyrazenie po lewej stronie oznacza catke Itd, nazywamy catkq stochastyczng procesu

X 1 oznaczamy

M@i[ﬂww@zfmw

Wtasnosci calki stochastycznej

1. M nie zalezy od ciggu definiujacego 7,, tzn. gdybysSmy zamiast ciggu 7,, zdefinio-
wanego wzorem (3.4), uzyli w definicji innego ciagu momentéw zatrzymania 7,,,
takiego ze 7., /' 7 oraz X1 € L3 (sa to jedyne wlasnosci, z ktorych korzysta-

lismy, konstruujac catke f XdW), w wyniku dostalibySmy ten sam proces.

2. fOO XdW = 0, ponadto [ XdW ma ciagte trajektorie (wynika to bezposrednio z

konstrukcji, gdzie catke stochastyczng otrzymalismy poprzez sklejanie procesow
ciaglych).

3. Istnieje ciag momentéw zatrzymania 7, /7, taki ze dla kazdegon € N, ([ XdW)™
M%C (co réwniez wynika bezposrednio z konstrukeji). Wlasnosé ta jest wazna i

zostanie wraz z konsekwencjami doktadniej przedyskutowana w dalszej czesci wy-
ktadu (patrz Def. 9)

4. Zachodzi analog Twierdzenia 2, tzn. jesli X € A% oraz 7 < T jest momentem stopu,

to rowniez X1y € A2 oraz
tAT
/ XdW = /1[0,T}XdVV.
0
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5. Przeksztalcenie A% 3 X — [ XdW jest liniowe.

6. Zachodzi nierownosé Dooba, tzn. dla dowolnego momentu zatrzymania 7 < T

t T
E(sup( / X(s)dW(s))%) < 4E / X2ds
t<rt Jo 0

Przyjrzyjmy sie teraz blizej wlasnosci 3), ktora ukazuje istotna réznice miedzy calka
izometryczna Ito, a jej rozszerzeniem na A%. Calka Tto jest z definicji ciaglym martyn-
gatem, wlasnosé 3) jest wiec dla niej oczywista, momenty zatrzymania 7, moga by¢
wrecz deterministyczne. Okazuje sie, ze dla X € A%, proces M = [ XdW nie musi by¢
martyngatem (moze sie wrecz zdarzy¢, ze E|M,;| = o0), niemniej moze by¢ w pewnym
sensie przyblizany przez martyngaly. Jest to bardzo uzyteczna wlasnosé, motywujaca

wprowadzenie ogodlniejszej definicji.

Definicja 9 Proces adaptowany (M;)icjo,r) nazwiemy martyngatem lokalnym, jesli ist-
nieje cigg momentow stopu 1, /T, taki zZe dla kazdego n, proces M™ jest martyngatem.

Ciag 1, nazywamy wowczas ciggiem lokalizujgcym M.

Latwo sprawdzi¢, ze proces M jest ciaglym martyngatem lokalnym, wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje ciag momentéw zatrzymania jak w Definicji 9, o tej wlasnosci, ze
dla kazdego n, proces M™ jest ciaglym martyngatem. Co wiecej, dla kazdego cigglego
martyngalu lokalnego istnieje ciag 7,, /T, taki ze M™ € M?<,

Wtlasnosé 3) oznacza wiec, ze catka stochastyczna jest martyngatem lokalnym. Przy
pewnych dodatkowych zatozeniach mozemy jednak wnioskowac, ze catka stochastyczna

jest martyngatem, o czym moéwi nastepujace

Twierdzenie 3 Jesli dla kazdego t < T, E [} X(s)?ds < oo, to M = [ XdW jest

martyngatem.

Dowéd. W definicji martyngatu rozpatrujemy jedynie pary M (ty), M (ts), przy t1,ts <

T, a nasze zalozenia mowia, ze na odcinkach [0, t], ¢ < T, proces M moze by¢ zdefiniowany
jako catka Ito, wiec jest martyngatem.

[

Na zakoniczenie rozdziatu podamy jeszcze kilka wtasnosci martyngatow lokalnych,

ktorych udowodnienie pozostawimy jako ¢wiczenie.

Twierdzenie 4 Kazdy ciggly © ograniczony martyngat lokalny jest martyngatem, za$

kazdy ciggty, nieujemny martyngat lokalny jest nadmartyngatem.
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Rozdzial 4

Calkowanie przez czesci

4.1 Proces wariacji kwadratowe]

Uwaga 8 Mozna powtdrzyé calq poprzedniq dyskusje (teoria catki), biorgc zamiast W
(proces Wienera) dowolny martyngat M € M?¢ taki, ze istnieje proces (M) spetniajacy

warunki:
1. adaptowalny,
2. ciggly, niemalejacy, (M)(0) =0,
3. M? — (M) jest martyngatem.

Pokazalismy na przyktad, ze jesli M = fot XdW, to (M)(t) = ft

o X(s)%ds.

Twierdzenie 5 (Tw. Dooba-Meyera) Dla kazdego M € M?€ istnieje proces (M) spet-
niajgcy warunki 1.-4. (patrz np. ksigzka Karatzas-Shreve).

Definiujemy przestrzenie £2(M) jako klase proceséw prognozowalnych, takich, ze
T
E/ X (s)2d(M) < oo,
0

Dla ulatwienia £2 = L2 (). Podobnie A%(M) oznacza przestrzen proceséw prognozo-

walnych takich, ze

t
/ X (s)?d(M) < oo, pn., dlat<T.
0

Uwaga 9 Proces (M) jest wyznaczony jednoznacznie.
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Twierdzenie 6 Niech M € M?*¢, t < T, a (t?)n bedzie ciggiem podziatow normalnych
odcinka [0,t]. To znaczy
0=ty <ty <..<t, =t

oraz max;(t? ; —t}) — 0 jesli n — oo. Definiujemy

mp—1

Va(M,t) = ) (M(t}.,) — M(t}))*,

J=0

Wéwczas lim,, o Vo, (M, t) = (M) (t) w L'(Q).
Dowéd. Potrzebujemy dwoch prostych faktow (na éwiczenia).

Lemat 2 Niech &, n = 1,2, ... bedzie ciggiem zmiennych losowych okreslonych na prze-
strzeni (0, F,P). Niech zbiory Ay, € F, k = 1,2,..., bedg takie, ze A, /" Q, a cigg
(14,&0)n 2biega wedtug P. Wowczas (&), zbiega wedtug P.

Lemat 3 Jesli &, >0, &, = € oraz E€, = B < 00, to &, — € w LY(Q).

Mozna zatozyé¢, ze M(0) = 0 zastepujac M procesem M — M (0). W istocie wystarczy
pokazac, ze (M —= (M — M(0)) oraz V,,(M,t) = V(M — M(0),t). Mamy

(M — M(0))* = (M) = M?* — (M) +2M(0)M + M?(0).

Kazdy z trzech sktadnikow jest martyngatem (sprawdzi¢!). Suma martyngalow jest mar-
tyngalem, a zatem z jednoznacznosci procesu wariacji kwadratowej wynika, ze (M) =
(M — M(0)). Oczywiscie V,,(M,t) = V,(M — M(0),1t).
(1) Zalézmy, ze M jest ograniczony, M (t,w) < C, dla t,w. Przypomnijmy, ze

mn—1

M) = V(M t) +2 Y M(t7)(M(t],,) — M(t;))- (4.1)

=0

Niech N, (t) := 7! M(t3)(M(t3,,) — M(t})). Ponadto niech

Jj=0

mp—1
Xn(s) = M(E5) L gn, 1(s)-
=0

Oczywiscie X,, € &. Zauwazmy, ze N,(t) = fg X, dM . Poniewaz X,, — M p.n. oraz w
L2(M), wiec dobrze zdefiniowany jest proces N = [ MdM w M;*. Zauwazmy, ze

Vi (M, t) = M(t)*> — 2N, (t) — M(t)* = 2N(t) w L*(Q).
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Z definicji M(t)? — 2N(t) nie zalezy od wyboru ciagu podziatéw. Niech s < ¢, mozemy
bra¢ podzialy normalne [0,¢] zawierajace punkt s. Dla takich podziatow V,(M,s) <
V(M t). Stad

M(s)? —2N(s) < M(t)* — 2N(t).

Z ciagloéci M, N wynika cigglos¢ M? — 2N. Zatem M? — 2N jest ciaggly , rosnacy, 0
w 0. Poniewaz N jest martyngalem, wiec M? — (M? — 2N) jest martyngalem. Stad
M? - 2N = (M).

(2) Niech M € M?¢, 7, /' T takie, ze M™ jest ograniczonym martyngatem. Na przyktad
T, = inf{t : |[M(t)| > n}. Z punktu (1) wiemy

Vo (M™,t) — (M™)(t), w L*(%).
Potrzebujemy nastepujacej obserwacji (na ¢wiczenia).
Lemat 4 Zachodzi réwnosé (M™) = (M)
Zauwazmy, ze dla kK € N
Litcriy V(M 1) = Lucny Va(M™, 1) = Lugry (M) (1) = Lcr 1 (M) (D),

gdzie zbieznos¢ jest w sensie L%(Q)), a wigc i wzgledem P. Poniewaz, {t < 7} /" Q, wiec
na mocy Lematu 2 dostajemy, ze V,(M,t) — (M)(t) wzgledem P.
(3) Zeby pokazaé, zbieznosé w L'(Q) potrzebujemy nastepujacego oszacowania (na éwi-

czenia).

Lemat 5 Niech M, M' € M?<, M(0) = M’'(0) = 0. Zachodzi nieréwnosé
E|Vo(M,t) = Vo (M, )] < |M — M'||* + 2| M'|[[|M — M'||.

Niech teraz 75, bedzie jak w (2). Z twierdzenia Dooba wynika,

Esup M?(1, A t) < AEM?(t),
k

co implikuje, ze M(7, At) — M(t) w L*(2). Zatem z Lematu 5 wynika zbieznosé
V(M t) — (M)(t) wzgledem P. Ponadto

EV,(M,t) « EV,(M™ t) = E(M™)(t) — E{(M)(t).

To znaczy EV,(M,t) = E(M)(t). Z Lematu 3 wynika zbieznos¢ V,,(M,t) — (M)(t) w
LY(Q).
|
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Wnhniosek 4 Wariacja kwadratowa catki stochastycznej. Niech (t;‘)n bedzie ciggiem po-

dziatow normalnych, M = fXdW, wowczas

1. X eLls=Vy(Mt)— [’

o X(s)%ds w L'(Q);

2. X € A2 = V(M) — [

o X(s)*ds wzgledem P.

Dowod. Punkt (1) wynika z Twierdzenia 6. Punkt (2) dostajemy z Lematu 2.

4.2 Tloczyn sko$ny
Definicja 10 Niech M, N € M?*¢. Definiujemy
1
(M,N) = (M + N) — (M — NY).
Proces ten bedziemy nazywac iloczynem skosnym procesow M, N.

Stwierdzenie 4 Tak zdefiniowany proces (M, N) jest jedynym procesem ciggltym, 0 w
0, o trajektoriach o wahaniu skoniczonym ma kazdym przedziale ograniczonym takim, Ze
MN — (M, N) jest martyngatem. Co wiecej, dla kazdego ciggu podziatéw normalnych

(t?)n, to znaczy spetniajgcego warunki

t<T, 0=t5<.. <ty =t maz;(t;, —t7) —0 gdyn — oo,

zachodzt
D (M(80) = MU (N(Ey) = N(57)) = (M, N).

Dowéd. Warto zwréci¢ uwage, ze dla a,b € R

ab = %((a +b)? — (a — b)?).

Ponadto (M + N)*>— (M + N)i (M — N)? — (M — N) sa martyngalami. Zatem z uwagi
powyzej i z Twierdzenia 6 wynika teza stwierdzenia.
|

Wrtasnosci iloczynu skosnego
L (M, M) = (M);
2. (M, N) jest dwuliniowy;
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3. Jesli M € M?*¢, X € A3.(M), to
( / XdM)™ = / XdMT™ = / 1o XdM.

4. Zachodzi réwnosé M¢ = M>. To znaczy kazdy martyngal lokalny, ciagly jest w

loc loc*

klasie martyngatow lokalnych, ciggtych catkowalnych z kwadratem. Przypomnijmy;,
e M e M

zatrzymania (7,), taki, ze 7, /" T 1 M™ jest martyngaltem.

. jesli M jest ciagly, a ponadto istnieje ciag lokalizujacy momentow

5. Dla dowolnego M € M} istnieje proces (M) rosnacy, 0 w 0 i taki, ze M2 — (M)
jest martyngalem lokalnym. To znaczy 7, /T, M™ € M?¢ oraz (M™)? — (M™)

jest martyngatem (na ¢wiczenia).

W konsekwencji catka stochastyczna [ XdM jest dobrze zdefiniowana dla procesow
z Klasy A2(M), gdzie M € M>, oraz

loc»

t
/ X?%(s)d(M) < 0o p.n.
0

Zauwazmy, ze | XdM jest, przy takich zalozeniach, martyngatem lokalnym takim,

tATE t
/ XdM = / g,y XdM™.
0 0

Poprawnos¢ tej definicji zostanie wykazana na ¢wiczeniach.

ze

6. Definicja (M, N) rozszerza sie dla dowolnych M, N € M:¢

loc*

7. Z Wniosku 4 wynika, ze jesli M = [ XdW, X € A%, to
V(M t) 5 / X%ds czyli (M) = / X2ds.
Niech teraz M = [ XdW, N = [YdW, XY € A3. Wowczas

(M, N) = / XYds.

8. To samo co w powyzszym punkcie zachodzi gdy zamiast pary (W,t), wezmiemy
(M, (M)).

Definicja 11 Proces Y nazywamy lokalnie ograniczonym, jesli istnieje cigg momentow

zatrzymania T, taki, ze Y™ — Y (0) jest ograniczony.
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Na przyktad jesli Y ciagly, to jest lokalnie ograniczony. Istotnie wystarczy wziaé¢ 7, =
{t: |Y(t) —Y(0)| = n}. Warto tez zwroci¢ uwage, ze jesli Y jest lokalnie ograniczony,
to Y € A%(M) dla dowolnego martyngatu M € M;¢ (na éwiczenia).

Stwierdzenie 5 Zachodzq nastepujgce fakty

1. Niech X € L3, Y -prognozowalny ograniczony. Definiujemy M = [ XdW, wowczas
JYdM = [ XYdWw.

2. Niech X € A%, Y -prognozowalny, lokalnie ograniczony, to zachodzi ten sam wzdr

co w punkcie 1., czyli [YdM = [ XY dW.

Dowéd. (Punkt 1.) Niech X € &Y = nlg + Z;n:_ll Mil(t;,t;,01), M5 ograniczone F,
mierzalne

/ YaM — Zm (01 A1) = M(t; A 1)) =
m—1 tiy1AL tj+1At
n; / XdwW — / Xdw = an / Xdw =

ti41 /Nt
/ 0 X AW = / Ydw.,
t 0

Gt

Su
H’_‘

1

<.
Il

Niech teraz Y, € £, Y, — Y w L2(M). To znaczy

/|Y Y (s)Pd(M) — 0, ady n— oo

Zauwazmy (Wlasnoscé 6.), ze (M) = [ X?ds. Zatem
¢
B[ Vo)~ V(s / Ya(s) = Y (5) X (5)°s.
0

E/0 1V,,(5)X (s) — Y(5)X(s)]*ds — 0 gdy n — oo,

co oznacza, ze Y, X — Y X w LE(W).

Stad

(Punkt 2.) (na ¢wiczenia)
|

Uwaga 10 Teza Stwierdzenia 4 pozostaje prawdziwa, gdy zamiast W, weZmiemy do-
wolny martyngat Z € M>°.
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4.3 Calkowanie przez czeSci

Udowodnimy teraz zasadniczy wzor, jak sie okaze niezbedny przy dowodzeniu wzoru Ito.

Twierdzenie 7 Niech X, Y € A3, M = [ XdW, N = [YdW, wowczas
MN:/MdN+/NdM+/XYdS:

:/MYdW—i—/NXdW—l—/XYds.

Zauwazmy, ze druga rownos¢ wynika ze Stwierdzenia 4 (dla procesow lokalnie ograniczo-

nych). Pierwsza réwnosé wynika ze znacznie ogolniejszego faktu.

Twierdzenie 8 Niech M, N € M*®, wéwczas

MN = M(0)N(0) +/MdN+/NdM+ (M, N).

Dowod. (1) Po pierwsze zauwazmy, ze catki [ MdN, [ NdM sa dobrze okreslone, bo
M, N sa adaptowalne i ciagle (stad prognozowalne i lokalnie ograniczone). Zatem M €
A%(N), N € A2(M). Zauwazmy, ze

(/ MdN) = /M2d<N>, </ NdM) = /N2d<M

(2) Mozna zatozy¢, ze M(0) = N(0) = 0. Istotnie z definicji

(M — M(0), N — N(0)) = (M, N,
/Nd(M—M /Nd]\/[ /MdN N(0 )):/MdN
oraz [ M(0)dN = M(0)(N ), [ N(0)dM = N(0)(M — M(0)). Jesli zatem poka-

semy twierdzenie dla M — M(O), N N(0), to
(M = MOV = N0) = [(M = MO)AN - N(©) +
+ (= NO)AOL = M(0) + (M = M), (N = NO)) =
_ /MdN — M(0)(N — N(0)) + /NdM — N(0)(N = N(0)) + (M, NY.
Wystarczy zauwazyé, ze
(M — M(0))(N —N(0)) =MN — M(0)(N —N(0)) — N(O)(N — N(0)) + M(0)N(0).
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Zatem zachodzi réwnos¢ MN = M(0)N(0) + [ MdN + [ NdM + (M, N).
(3) Wystarczy udowodnié¢ teze dla M = N, to znaczy

M? :2/MdM+<M>.

Istotnie stosujac powyzsza rownosé do M + N, M — N dostajemy

MN:i((M%—N)Q—(M—N)Q):3(2/(M+N)d(M+N)+<M+N>—

—2/(M—N)d(M—N)—(M—N>):/MdN+/NdM+(M,N>,

gdzie w ostatniej linijce skorzystaliémy ze wzoru na (M, N) oraz z liniowsci calki stocha-

stycznej, to znaczy

/(X+Y)d(Zl + Zy) = /Xle +/XdZ2+/YdZ1 +/YdZ2.

Dokonane uproszczenia pozwalaja nam przystapi¢ do zasadniczego dowodu.
(4) Niech 7, = inf{t : |M(t)] > n}. Zatem M™ jest martyngalem ograniczonym.

Przypomnijmy, ze analogicznie jak dla procesu Wienera mozna pokazaé, ze
(M™)2 = 2 / M7 dM™ + (M), (4.2)
Zachodzi réwnosé¢ (M)™ = (M™), a ponadto
t tATh tATn
/ MTndMTn — MTndM — / 1[0’TH]MTndM =
0 0 0
t tATy
:/ Lio,ryMdM = MdM.
0 0
Przechodzac z n do co w réwnosci
tATh
(M™)%(t) = 2 MdM + (M)™(t)
0

koriczymy dowdd twierdzenia.
|

Definicja 12 Oznaczmy przez V¢ procesy ciggte adaptowalne o skoniczonym wahaniu na
kazdym odcinku [0,t] C [0,T).
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Lemat 6 Niech M € M>, A € V¢, wéwczas

loc?
MA = M(O)A(O)+/AdM+/MdA,

gdzie catka [ AdM jest calkq stochastyczna, a [ MdA zwyktq catkq Stiltjesa (zdefinio-
wang dla kazdego w ).

Dowéd. (1) Mozna zatozy¢, ze M(0) = A(0) = 0 oraz, ze M, A sa ograniczone.

(2) Niech (t}), bedzie ciagiem podzialéw normalnych, to znaczy

t<T, 0=ty <ti..<tr =t, max(tjJrl t7) — 0 gdy n — oo.

Wowcezas
mp—1
M(B)A(t) = Y (M(t7,,) — M(E))(A(t],,) — A(E])) +
§=0
mp—1
+ 3 M)A - AE) +ZAt” (1) = M(53)).
j=0
Zauwazmy, ze
Mp—1 mn—1 t
ZM(t?)( tha) — A(t})) —>/ MdA, ZA M(t},) — M(t?))*/o AdM
j=0
oraz
nmn——l

Mt;LH) M(t7))(A(t7,) — A(t})] <

J D (M(532) ~ MEA Y (A1)~ AE)P) <
< (M) (1) max A(6],,) = AE)I A0 —

gdzie || Al|(t) oznacza wahanie procesu A w punkcie ¢.

[
Mamy wiec wzory na calkowanie przez czesci dla M, N € /\/llzoi jak réowniez w przy-
padku gdy A € V¢, M € MZQOE Dla kompletnego zobrazowania zjawiska potrzebujemy
nastepujacego lematu.

Lemat 7 Jesli A, B € V¢, to
AB = A(0)B(0) + /AdB + /BdA.

Dowdd lematu przebiega podobnie jak dowod Lematu 6.
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Rozdzial 5

Wzor 1to

Zaczniemy od nastepujacego faktu (twierdzenia o zbieznosci zdominowanej calek stocha-
stycznych).
Stwierdzenie 6 Niech M € Mi;i, X, prognozowalne takie, ze

Xp(t,w) = X(t,w).

Zaktadamy ponadto, ze X, sq zdominowane, to znaczy istnieje Y € A%(M) takie, ze
| X (t,w)| < Y(t,w). Wowczas X,,, X € A:A(M) oraz

t t
/ X, dMm & / XdM.
0 0

Dowod. Jest jasne, ze X,,, X € A%(M) (boY € A%(M) dominuje te zmienne). Ponadto

/Ot X2d(M) < /Ot Y3(M) < oo.

Zalozmy, ze 1y jest ciagiem lokalizujacym, czyli M™ € M%C. Twierdzenie o zatrzymywa-
niu catki stochastycznej daje nam 1., )Y [ £5(M™). Zatem z nieréwnosci 1(g - X2 <
Lo,n)Y wynika, ze rowniez 11X, € L2 (M™). Z klasycznego twierdzenia Lebesgue’a

0 zmajoryzowanej zbieznosci
1(07Tk]Xn - 1(077-k]X, w ,C%(MT’“)

Czyli
t
E/ Lo (X0 — X)?d(M) — 0, gdy, n — oo.
0

Co daje zbieznos¢ w L?(2)
¢ t
/ 1(07Tk]XndMTk —)/ 1(0;,—”)(6”\477C
0 0
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Zatem z definicji

tATE tATE
/ XpdM — XdM
0 0

Uwaga, ze Ay = {1, >t} /" Q razem z Lematem 2 konczy dowdd stwierdzenia.

Kluczowym pojeciem w teorii catki stochastycznej jest pojecie semimartyngatu.

Definicja 13 Proces Z(t), t < T nazywamy semimartyngatem cigglym jesli
Z=Z0)+M+ A, gdze

Z(0) jest Fo mierzalne, M € M natomiast A € V. Ponadto M(0) = A(0) = 0.

loc

Uwaga 11 Jesli Z = Z(0) + M + A semimartyngatem cigglym, to M, A sq wyznaczone

jednoznacznie.

Dowéd. Korzystamy z argumentu dyskutowanego na ¢wiczeniach. Gdyby istniaty dwa
przedstawienia Z = Z(0) + M + A, Z = Z(0) + M' + A’, to

M—M =—(A—A)eVe

Ponadto M — M’ € M>° oraz M(0) — M’(0) = 0. Stad M — M’ = 0. Pokazalismy

loc

wprawdzie ten fakt dla martyngatow, ale przez zatrzymywanie mozna go rozszerzy¢ na
martyngaly lokalne.
|

Najwazniejszym przyktadem sa procesy
7 = Z(0)+/XdW+/Yds,

gdzie X € A%, Y prognozowalny, mierzalny.

Whniosek 5 Jesli Zy, Zy sq semimartyngatami cigglymai, to ZyZs tez jest semimartynga-

tem. Ponadto jesh
Zl - Zl(()) + Ml + Al, Z2 - ZQ(O) + M2 + AQ.

to

Z1Zy = Z,(0)Z5(0) + /ZleZ + /ZQdZI + (M, My). (5.1)

Definicja 14 Niech Zy, Z5 bedg semimartyngatamsi takimi, ze 7y = Z;1(0) + My + Ay,
Zy = Z5(0) + My + Ay. Dla uproszczenia zapisu definiujemy (Zy, Za) = (M, Ms).

25



W mysl powyzszej uwagi wzor na catkowanie przez czesci przyjmuje szczegdlnie prosta
postac
leg - Zl(O)ZQ(O) + /ZleQ + /ZQle + <Zla ZQ>

Zachodzi nastepujace uogoélnienie Uwagi 10.

Uwaga 12 Niech Z = Z(0) + M + A bedzie semimartyngatem. Niech X € A%(M),

Y -prognozowalny, lokalnie ograniczony. Definiujemy Z' = [ XdZ. Zachodzi réuwnosé

/YdZ’:/XYdZ.

Twierdzenie 9 (Wzor Ito) Niech Z = Z(0) + M + A bedzie cigglym semimartyngatem.
Niech f : R — R, bedzie klasy C?. Wéwczas zachodzi wzor

Hz@) = 520) + [ Fzaze) + 5 [ rzeaane).

Innymi stowy f(Z) jest semimartyngatem, dziatanie funkcji f na semimartyngaty (to

znaczy Z — f o Z) nie wyprowadza poza tq klase.

Dowdéd. Warto zwrocié uwage, ze catki powyzszych wzorach sg dobrze okreslone. Po-
nadto wystarczy pokaza¢ twierdzenie dla kazdego ¢ z osobna, bo stad juz wynika réwnosé
w sensie nieodréznialnosci. (Np. dlatego, ze trajektorie procesow po lewej i prawej stronie
sa ciagle, a zatem réwnosé¢ na przeliczalnym zbiorze indeksow daje rownosé trajektorii).

Bedziemy systematycznie upraszczaé¢ zagadnienie.
(1) Mozna zalozy¢, ze Z(0) jest ograniczone. Istotnie jesli Z(0) nie jest ograniczone, to
mozemy zdefiniowaé

Zn(0) = Z(0)1q2(0) <ny-
Niech Z,, := Z,,(0)+ M + A. Zauwazmy, ze Z,(t) — Z(t) p.n. dla kazdego t < T'. Ponadto

|/ (Zn(5)] < sup | f'(Zn(s))| < C(t), dlas <t

n>1

gdzie C(t) jest zmienng losows. Stad wynika, ze sup,s, | f'(Z,)| € A;(M), gdyz

/0 sup | f/(Zu)|d(M) < C(1)(M)(t) < oo,

n>1

Zatem na mocy Stwierdzenia 6 dostajemy, ze

/Ot F(Z)dm 2 /Ot F1(Z)dM.
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Poniewaz w oczywisty sposob pozostale catki we wzorze Ito zbiegaja wedtug P, wiec po
lewej stronie mamy ciag zmiennych &, := f(Z,)(t) zbiezny p.n. do £ := f(Z)(t), a po

prawej ciag zmiennych

= 1200+ [ F(Zaz,+ 5 [ rz)aone

zbiezny wedtug P do zmiennej n. Réwnos¢ &, = n, wraz z jednoznaczno$cia granic daja
§=1.
(2) Mozna zatozy¢, ze Z jest ograniczony. Przypusémy, ze mamy wzor Ito dla Z ograni-

czonych. Niech Z dowolny taki, ze Z(0) ograniczony. Definiujemy momenty zatrzymania
= 1nf{t [M(t)| = n} AT; 7 :=inf{t |A(t)] = n} AT.
Niech wreszcie 7, := 7, A 7). Mamy 7, /' T, ponadto
Zy:=7Z(0)+M™+ A™

jest semimartyngatem ciagltym, ograniczonym. Zauwazmy, ze Z,(t) — Z(t) p.n. Ponadto

jesli wzor Ito jest prawdziwy dla Z,, to

1Z0) = 12 0) + [ rzar+ [ pzia 3 [ rzane) -
~ s+ [ raas [ pzgaal [ o
Dla s < 7, mamy rownosci A™(s) = A(s), M™(s) = M(s), Z,(s) = Z(s). Stad wynika

1

1z =tz + [ raizg [ .

Pozostaje zauwazy¢, ze

pa. 5(2) = £z =1z + [ sz [ i -

—>f(Z(O))+/0tf'(Z)dZ+%/Otf”(Z)cKM) p.n.

Mozemy przejs¢ do najwazniejszej czesci dowodu.
(3) Wystarczy pokaza¢ wzor Ito dla wielomianu. Przypusémy, ze wiemy, ze wzor Ito jest
prawdziwy dla wielomianu. Poniewaz f jest klasy C?, wiec istnieje ciag wielomianow f,
taki, ze

fo—f, L= [, [ — f", jednostajnie na [—Fk, k],
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gdzie k dowolne naturalne. Zauwazmy, ze skoro Z jest ograniczony, to istnieje £ € N
takie, ze Z(s) € [—k, k| dla kazdego s < t. Zatem f,,(Z) — f(Z) jednostajnie. Podobnie
poniewaz

|f2(Z(s))] < sup sup (@) < € < oo,
n  xe|—k,

jest oczywiste, proces staly C' € A2.(M)), wiec korzystajac ze Stwierdzenia 6
J y y T

/ 27— / " 1(2)d7, wedg P.
0 0

Analogicznie dla f(Z) dostajemy zbieznosé

/Ot fu(2)d(M) — /Ot f(Z)d(M), wedlug P.

Zatem znowu korzystajac z jednoznacznosci granic dostajemy

1(z0) = £z 0)+ [ 1@z +3 [ i,

Pozostaje nam sprawdzi¢ wzor [to dla wielomiandw.

(4) Zauwazmy najpierw, ze obie strony wzoru Ito sa liniowe wzgledem f. Wystarczy
zatem sprawdzi¢ wzor Ito dla f = 2", n € N. Dla f = 1 wzor Ito jest oczywisty.
Udowodnimy teraz, ze jesli wzor Ito jest prawdziwy dla wielomianu f to jest prawdziwy

dla g(z) = x f(x). Potrzebujemy wzorow

g(x) = flx) +2f(z), ¢"(x) =2f(z) +2f"(z).

W istocie musimy wykazaé, ze
9(Z(t)) = Z(t) f(Z(t)) = Z(0)£(Z(0)) +/0 (f(2)+ Zf(2))dZ +

%/0 (2F(Z) + Zf"(Z))d(M) :g(Z(o>>+/0 g’(Z)dZ%/O g"(Z)d{M).

Zauwazmy, ze do Z f(Z) mozemy zastosowaé¢ wzor na catkowanie przez czesci. To znaczy

Z(2) = 2(0)£(2(0)) + / Zdf(Z) + / (2)dZ + (2, 1(2)).

Korzystajac ze wzoru Ito dla f mamy réwnosé

[ zar2)= [ za [ p@az -+ [ 20n)
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Warto przypomnieé, ze [ Zdf(Z) = [ Zd(f(Z) — f(0)). Na mocy Uwagi 12

/Zd(/f’(Z)dZ) = /Zf’(Z)dZ. (5.2)
Podobnie
/ zd( / @0 =5 [ 2@, (5.3)
Pozostaje obliczy¢ (Z, f(Z)). Ze wzoru Ito

= (Z(U))+/f’(Z)dZ+1/f” (Z)d(M) =
+/f@ (M + A) + /ﬂ

a zatem martyngalem lokalnym w rozkladzie f(Z2) jest [ f/(Z)dM. Z definicji

— M / F(Z)aM) = ( / 1dM, / F(Z)dM).

Zatem z wlasnosci nawiasu sko$nego

2) = [ r@on. (5.4)
Rownosci (5.2), (5.3), (5.4) daja

20)f(20) + [ 2a5(2)+ [ 12102+ (2.4(2) -

= 20)5(200) + [(1(2)+ 2020z + 5 [ (7(2)+ 212 (01).

Zatem wzor Ito jest prawdziwy dla funkcji g. To koriczy dowod twierdzenia.
|

Mozemy sformutowaé¢ wersje wielowymiarowsa twierdzenia Ito.

Twierdzenie 10 Niech 7., ..., Zg bedg semimartyngatami cigglymi, f : R? — R klasy
C?. Oznaczmy Z = (24, ..., Zq), Z = Z(0) + M + A. Zachodzi réwnosé

/Vf VdZ + = /Vf

gdzie
[vsziz =y 22
d 2
/V2f(Z)d(M> => gx{éxjd(Mz,M> (5.5)

1,7=1
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Rozdzial 6

Charakteryzacje procesu Wienera

6.1 Twierdzenie Levy’ego

Twierdzenie 11 ( TW. Levy’ego) Niech M bedzie ciggtym martyngatem lokalnym ta-
kim, ze M(0) = 0. Proces M jest procesem Wienera wtedy i tylko wtedy, gdy M?*(t) —t
jest martyngatem lokalnym, to znaczy (M)(t) = t.

Dowéd. Jesli M = W, to oczywiscie (M) = t. Cala trudnos¢ jest w dowodzie twierdzenia

przeciwnego.
(1) Pokazemy najpierw, ze M € M?¢. Niech 7, bedzie lokalizacja martyngatu lokalnego

M. Z definicji M?(t A 1,,) — t A T, jest martyngalem. Stosujemy nieré6wno$é¢ Dooba

Esup M*(s AT,) =E sup M?*(s) <X4EM?*(t A T,).

s<t S<EATR

7 lematu Fatou dostajemy

Esup M?%(s) < lim 4E(t A tau,) = 4 lim (t A 7,,) = 4t.

Sgt n—oo n—oo

Czyli
Esup M?(s A 7,) < Esup M?(s) < 4t, (6.1)

s<t s<t
co w szczegblnosei oznacza, ze rodzina M?(s) dla s € [0, ] jest jednostajnie catkowalna.

Niech s < t. Wiemy, ze dla kazdego n
E(M(tA1,)|Fs) = M(s A1),
zatem poniewaz M (t A 1,) — M(t), M(s A 1,) — M(s) p.n., wiec
E(M(t)|Fs) — E(M(t A1,)|Fs) = M(s A1) — M(s), p.n.
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Korzystamy tu z faktu, ze rodzina zmiennych (M(t A 7,,)) jest jednostajnie catkowalna
(nieréwnosé (6.1)). Pokazalismy, ze M jest martyngalem oraz EM?(t) < oo, dla kazdego
t < 00, co daje M € M?c,

W szczegolnosci

E(eih(M(t)—M(s))) _ e—%(t—s)hZ
czyli przyrosty M (t) — M(s) sa gaussowskie. Pokazemy, ze z (5.2) wynika niezaleznosé
M(t) — M(s) od o-ciata F,. Rownowaznie dla kazdej zmiennej n mierzalnej wzgledem
Fs zmienne M (t) — M(s),n sa niezalezne. Korzystamy z rownosci

E<eih1(M(t)—M(s))+ih2n) _ E(E(eihl(M(t)—M(S))'i‘th‘f‘s)) —
= E(eihwE(eihl(M(t)—M(S))|;1:S)) — @—%(t—S)h?E(eihzn) - E(eih(M(t)—M(s)))E(eihzn)7

dla kazdego hy, hy € R, co jest rownowazne niezaleznosci M (t) — M(s), .
(3) Udowodnimy réownoéé (5.2). Stosujemy wzor Ito do funkcji f(z) = e®. Wzér Ito
dla funkcji o wartos$ciach zespolonych jest prostym uogélnieniem klasycznego wzoru Ito

(sprawdza oddzielnie dla czesci rzeczywistej i urojonej). Mamy wzory
f/(l’) — ’iheihx, f”(l’) — _thz’hx.
Zatem na mocy wzoru Ito zachodzi réwnosé

t 2 t
eihM(t) =1+ Zh/ eth(u)dM<u) . %/ eihM(u)du —
0 0

, t B2 [t
— eth(s) +/ eth(u)dM(u) . 5/ €ZhM(u)dU.
Wiemy, ze M € M?<, oraz [e"M | = 1, zatem [ eMdM € L2(M) (dla kazdego t < 00).
Ustalmy dowolny zbiér A € Fs. Z definicji martyngatu wynika, ze

t t s
E(14 / MM AM) = E(1a( / e"Man — / "M AN = 0.
s 0 0

Zatem ) .
) . h )
E(lAeth(t)> _ E<1A€th(s)) . EE(lA/ 6th(u)du)_
0

ihM(u—i—s))

Oznaczmy g(r) := E(1 e . Mozemy przepisa¢ powyzsze rownanie

ot — ) = gl0) / gl — s)du = g(0) — /  g(u)d.
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Jest to réwnanie liniowe, ktére ma doktadnie jedno rozwiazanie
C1p2(s_s
g(r) = g(0)e 2" ).
Co oznacza, ze
E(lAeihM(t)) _ 6_%h2(t_8)E(1A€ihM(s)).
Poniewaz tak jest dla kazdego A € F;, wiec z definicji warunkowej wartosci oczekiwanej
E<6ihM(t) |}-8) _ e—%hz(t—s)eihM(s).

To koniczy dowod twierdzenia. Z definicji proces gaussowski, ciagly o przyrostach nieza-
leznych, taki, ze EM(t) = 0, EM?(t) =t (wnioski z (5.2) jest procesem Wienera.

|

Zachodzi nastepujace uogdlnienie twierdzenia Levy’ego (na ¢wiczenia).

Twierdzenie 12 Niech My, ..., My bedg martyngatami lokalnymi, M;(0) =0, =1, ..., d.
Wowczas M = (M, ..., My) jest d-wymiarowym procesem Wienera wtedy i tylko wtedy,

9dy
<Mi, Mj>(t> = (L'Jt, dla 1 < Z,] < d.

6.2 Martyngaly eksponencjalne

Twierdzenie 13 Niech M bedzie procesem ciggtym adaptowalnym, M(0) = 0. Wowczas
2

M jest procesem Wienera wzgledem filtracji (F;) wtedy i tylko wtedy, gdy MOt g

kazdego A € R jest martyngatem lokalnym.

Dowéd. Podobnie jak w twierdzeniu Levy’ego jesli M = W, to w oczywisty sposob

AM (£)— 22

e 7t jest martyngalem lokalnym dla kazdego \ € R.

Definiujemy momenty zatrzymania
T, = inf{t: |M(t)| = n} An.

Stad |M(t A T,)| < n oraz
eAM(t/\Tn)f%(t/\rn) < Pl

Ograniczony martyngal lokalny jest martyngalem. Niech s < ¢, A € F,. Mamy réwnosé

E(lAe)\M(t/\Tn)fg(t/\rn)) _ E(lAe/\M(s/\Tn)fg(s/\Tn)) (6.3)

Oznaczmy
2
g()\) _ 6)\M(t/\7'n)—>‘7(t/\7'n)‘
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Mamy
= [(M(EAT) = AEAT))gN)] < n(L+ A,

W szezegolnosci |g' ()] < n(1+ Ao)e™0, dla [A] < Ag. Zatem mozna przejs$é z rozniczko-

waniem pod znak calki w réwnosci (6.3). Stad

2
E(1a(M(tAT,) — AtA Tn))e/\M(“\Tn)—%(M%)) _
=E(1s(M(sA1,) — A(s A Tn))e’\M(S/\Tn)—%(sATn)>

w pewnym otoczeniu 0 (|A| < Ag). Ktadac A = 0 dostajemy
E(1uM({t A1) =EQAM(s AT,)).

To oznacza, ze E(M(t A 7,)|Fs) = M(s A 7,), czyli M jest martyngalem lokalnym.
Analogicznie dowodzi sie, ze g”(\) < C(n, o), dla |A| < Ag. Ponadto zachodza wzory

g'(N) = (M(t A7) = At ATa))’g(N) = (¢ ATa)g(N)

oraz
g'(0) = M*(t AT,) — (tATy).

Zatem mozemy dwukrotnie przej$¢ z rozniczkowaniem pod znak catki w rownosci (6.3).

Dla A = 0 dostajemy rownosé
E(1a(M*(t A1) — (t A7) = EQA(M*(s A1) — (s ATy))),

czyli E(M?*(tA1,) — (EAT)|Fs) = M?(s A1) — (sAT,). Stad M?(t) —t jest martyngalem
lokalnym. Na mocy twierdzenia Levy’ego dostajemy teze.
[

6.3 Zanurzenie Skorohoda
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