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Rozdzial 1

Calkowanie przez czesci

1.1 Proces wariacji kwadratowej

Uwaga 1 Mozna powtdrzyé calq poprzedniq dyskusje (teoria catki), biorgc zamiast W
(proces Wienera) dowolny martyngat M € M?¢ taki, ze istnieje proces (M) spetniajacy
warunks:

1. adaptowalny,
2. ciqgty,
3. niemalejqcy,

4. M?*— (M) jest martyngatem.

Pokazalismy na przyktad, ze jesli M = [ XdW, to (M) = [} X(s)%ds.

Twierdzenie 1 (Tw. Dooba-Meyera) Dla kazdego M € M?>¢ istnieje proces (M) spet-
niajgcy warunki 1.-4. (patrz np. ksigzka Karatzas-Shreve).

Definiujemy przestrzenie £%(M) jako klase proceséw prognozowalnych, takich, ze
T
E / X ()2d{M(s)) < 0.
0

Dla ulatwienia £2 = £%(W). Podobnie AZ(M) oznacza przestrzeni proceséw prognozo-

walnych takich, ze
T
/ X (s)?d{M(s)) < o0, p.n.
0

Uwaga 2 Proces (M) jest wyznaczony jednoznacznie.



Twierdzenie 2 Niech M € M?*¢, t < T, a (t?)n bedzie ciggiem podziatow normalnych
odcinka [0,t]. To znaczy

0=ty <ty <..<t, =t
oraz max;(t7 — 7 ;) — 0 jesli n — oo. Definiujemy

Mn

Va(M.t) =Y (M(t]) = M(t7,))*.

j=1
Wéwczas lim,, .o V,(M,t) = (M) w L'(Q).
Dowod. Potrzebujemy dwoch prostych faktow (na éwiczenia).

Lemat 1 Niech &, n = 1,2, ... bedzie ciggiem zmiennych losowych okreslonych na prze-
strzeni (0, F,P). Niech zbiory Ay, € F, k = 1,2,..., bedq takie, ze A, / Q, a cigg
(14,&n)n 2biega wedtug P. Wowczas (€,), zbiega wedtug P.

Lemat 2 Jesli &, >0, & = € oraz B¢, = E€ < 00, to & — & w LY(Q).

Mozna zatozy¢, ze M(0) = 0 zastepujac M procesem M — M (0). Oczywiscie V,,(M,t) =
V(M — M(0),t) oraz (M — M(0)) = (M), czyli (M — M(0))*> — (M) jest martyngatem.
1) Zalozmy, ze M jest ograniczony, M (t,w) < ¢, dla t,w. Przypomnijmy, ze

M(t)?* =V, (M, t) + 2 i M7 ) (M(t7) — M (t;-1)). (1.1)

J=1

Niech N, := 0" M(t7_,)(M(t}) — M(t}_,)). Ponadto niech

Xn<8) = Z M<t?—l)1(t?71,t?]'
j=1
Oczywiscie X,, € £. Zauwazmy, ze

t
N, (t) = / X, dM.
0

Poniewaz X,, — M p.. oraz w L?(M), wigc dobrze zdefiniowany jest proces N =
[ MdM w M;*. Zauwazmy, e

Vo (M, t) = M(t)2 — 2N, (t) — M(£)? — 2N(t) w L}(Q).

Z definicji M (t)? — 2N(t) nie zalezy od wyboru ciaggu podzialow. Niech s < t. Mozemy
wziaé¢ podzial [0, ] zawierajacy punkt s. Dla takich podziatow V,, (M, s) < V,(M,t). Stad

M(s)? —2N(s) < M(t)* — 2N(¢).
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Z ciggloéci M, N wynika cigglo§é M? —2N. Zatem M? — 2N jest ciagly , rosnacy, 0 w 0.
Niech (M) = M?—2N. Poniewaz N jest martyngalem, wiec M?— (M) jest martyngaltem.

2) Niech M € M?¢, 1,, /T takie, ze M jest ograniczonym martyngalem. Na przyklad
=inf{t: |M(t)| > n}. Z punktu 1) wiemy

Vi (M™) — (M™), w L*(Q).
Potrzebujemy nastepujacej obserwacji (na ¢wiczenia).
Lemat 3 (M™) = (M)™
Zauwazmy, ze dla k € N
Licr, V(M 1) — Ligc = Ligr, Va(M™, 1) — L1 (M™) = Ly, (M),

gdzie zbieznos¢ jest w sensie L'(Q), a wiec i wzgledem P. Poniewaz, {t < 7} /" Q, wiec
na mocy Lematu 1 dostajemy, ze V,,(M,t) — V,,(M,t) wzgledem P.
3) Zeby pokazaé, zbieznosé w L'(€2) potrzebujemy nastepujacego oszacowania (na ¢wi-

czenia).
Lemat 4 Niech M, M’ € M?*¢, M(0) = M’'(0) = 0. Zachodzi nieréwnosé
E|V,(M,t) = Vo(M', )] < |M — M'||* + 2| M'|[[|M — M’

Niech teraz 7, bedzie jak w 2). Jest jasne, ze M (1, At) — M(t) w L*(Q). Z twierdzenia
Dooba
EM (1, At)? <AEM (1)

Zauwazmy, ze z 3) wynika V,,(M™ t) — V,(M,t) w L'(Q). Ponadto
EV,(M,t) « EV,(M™,t) = EM™(t)> — E{(M)(t).

To znaczy EM?(t) — (M)(t) = 0. Z Lematu 2 wynika zbieznos¢ V,,(M,t) — (M)(t) w
LY(9).
|

Wniosek 1 Wariacja kwadratowa catki stochastycznej. Niech (t7}), bedzie ciggiem po-
dziatow normalnych, M = f XdW , wowczas

1. X € L% = V,(M,t) fo (s)%ds w L' (Q2);
2. X € A2 = V,(M,t) fo s)%ds wzgledem P.

Dowd6d. Punkt (1) wynika z Twierdzenia 2. Punkt (2) dostajemy z Lematu 1.



1.2 Tloczyn skalarny
Definicja 1 Niech M, N € M?>¢. Definiujemy

(M, N} 1= S((M + N} = (M — NY).

Proces ten bedziemy nazywaé iloczynem skalarnym procesow M, N .

Stwierdzenie 1 Tuk zdefiniowany proces (M, N) jest jedynym procesem ciggltym, 0 w
0, o trajektoriach o wahaniu skorniczonym ma kazdym przedziale ograniczonym takim, ze
MN — (M, N) jest martyngatem. Co wiecej, dla kazdego ciggu podziatdw normalnych

(t)n, to znaczy spetniajgcego warunki
t<T, 0=ty <..<t, =t mar;(t; —t; ;) — 0 gdyn — oo,

zachodzi

zm:(M(t}’) — M(#_)(N () = N(£_,)) = (M, N).

j=1

Dowéd. Warto zwroci¢ uwage, ze dla a,b € R

1 2 2
ab:Z((a—i-b) — (a —b)7).

Ponadto (M + N)?> — (M + N)i (M — N)* — (M — N) sa martyngalami. Zatem z uwagi

powyzej i z Twierdzenia 2 wynika teza stwierdzenia.

|
Wtasnosci iloczynu skalarnego
L. (M, M) = (M);
2. (M, N) jest dwuliniowy;
3. Jesli M € M?¢, X € AJ(M), to
(/XdM)T :/XdMT:/l(OJ]XdM.
4. Zachodzi rownosé M?OZ = Myj, .. To znaczy kazdy martyngat lokalny, ciagty jest w

klasie martyngalow lokalnych, ciggltych catkowalnych z kwadratem. Przypomnijmy,
ze M € Mj, . jesli M jest ciagly, a ponadto istnieje ciag lokalizujacy momentow

zatrzymania (7,), taki, ze 7, /T i M™ jest martyngalem.



. Dla dowolnego M € M. istnieje proces (M) rosnacy, 0 w 0 i taki, ze M? — (M)
jest martyngalem lokalnym. To znaczy 7, /T, M™ € M?¢ oraz (M™)? — (M™)

jest martyngatem (na ¢wiczenia).

W konsekwencji calka stochastyczna [ X dM jest dobrze zdefiniowana dla procesow
z Klasy AZ(M), gdzie M € M., oraz

loc?
¢
/ X?(s)d(M,) < oo mboxp.n.
0

Zauwazmy, ze f XdM jest, przy takich zatozeniach, martyngatem lokalnym.

. Definicja (M, N) rozszerza sie dla dowolnych M, N € M2*

loc*

. Z Wniosku 1 wynika, ze jesli M = [ XdW, X € A7, to
Va(M, ) E>/X2als czyli (M) :/Xst.
Niech teraz M = [ XdW, N = [YdW, XY € A7. Wowczas

— M,N —>:/XYdS.

. To samo co w powyzszym punkcie zachodzi gdy zamiast pary (W,t), wezmiemy

(M, (M)).

Definicja 2 Proces Y nazywamy lokalnie ograniczonym, jesl istnieje cigg momentow

zatrzymania T, taki, ze Y™ — Y (0) jest ograniczony.

Na przyktad jesli Y ciagly, to jest lokalnie ograniczony. Istotnie wystarczy wzia¢ 7, =
{t: |Y(t) =Y (0)| =n}.

Stwierdzenie 2 Zachodzq nastepujgce fakty

1. Niech X € L3, Y -prognozowalny ograniczony. Definiujemy M = [ XdW , wéwczas
JYdM = [ XYdW.

2. Niech X € A%, Y -prognozowalny, lokalnie ograniczony, to zachodzi ten sam wzor

co w punkcie 1., czyli deM = fXYdW.



Dowéd. (Punkt 1.) Niech X € £, Y = nolo + Z 1 Mj—11(;_14;), My ograniczone Fi

mierzalne

/YdM Zml (tjAt) — M(tj—1 At)) =

7=1
m tiNt tj—1Nt m tiNt
=N " [ Xdw - / XdW = njy / XdW =
j=1 0 0 j=1 tj—1/Nt
mo et ¢
= Z/ nj 1 XdW = / Y dw.
j=1 ti—1Nt 0
Niech teraz Y, € £, Y,, — Y w L%(M). To znaczy
/|Y SPA(M) — 0, gy n — oo,

Zauwazmy (Wlasnosé 6.), ze (M) = [ X?ds. Zatem
¢
B [ 1Y) - YOI = B [ 16 = VPX (77

E/0 [V, (8)X (s) — Y(5)X(s)|’ds — 0 gdy n — oo,

co oznacza, ze Y, X — Y X w LL(W).

Stad

(Punkt 2.) (na ¢wiczenia)

Uwaga 3 Teza Stunerdzenia 1 pozostaje prawdziwa, gdy zamiast W, weZmiemy dowolny

martyngat Z € M><.

1.3 Calkowanie przez czesci

Udowodnimy teraz zasadniczy wzor, jak sie okaze niezbedny przy dowodzeniu wzoru Ito.

Twierdzenie 3 Niech X,Y € A5, M = [ XdW, N = [YdW, wowczas

MN:/MdN+/NdM+/XYdS:

—/MYdW—i—/NXdW—l—/XYds.



Zauwazmy, ze druga réownos¢ wynika ze Stwierdzenia 1 (dla proceséw lokalnie ograniczo-

nych). Pierwsza rownos$¢ wynika ze znacznie ogolniejszego faktu.

Twierdzenie 4 Niech M, N € M, wéwczas
MN = M(0)N(0) + /MdN+/NdM+ (M, N,

Dowdd. (1) Po pierwsze zauwazmy, ze calki [ MdN, [ NdM sa dobrze okreslone, bo
M, N sa adaptowalne i ciagle (stad prognozowalne i lokalnie ograniczone). Zatem M &€
A2(N), N € A2(M). Zauwzmy, ze

/MdN /M2 N), </NdM> :/N2d<M>

(2) Mozna zatozy¢, ze M(0) = N(0) = 0. Istotnie z definicji

(M — M(0), N — N(0)) = (M, N),
/Nd(M—M /Nd]\/[ /Md (N —N(0 /MdN
oraz [ M(0)dN = M(0)(N — N(0 0)dM = N(0)(M — M(0)). Jesli zatem poka-

zemy twierdzenie dla M — M (0), N N(O),
(M = M) - N(0) = [ (1
+ [V = Nopas - (o) +

- /MdN — M(0)(N — N(0)) + /NdM — N(0)(N = N(0)) + (M, NY.

— M(0))d(N — N(0)) +
M

— M(0)), (N = N(0))) =

Wystarczy zauwazy¢, ze
(M — M(0))(N — N(0)) = MN — M(0)(N —N(0)) — N(O)(N — N(0)) + M(0)N(0).

Zatem zachodzi réwnos¢ MN = M(0)N(0) + [ MdN + [ NdM + (M, N).
(3) Wystarczy udowodnié¢ teze dla M = N, to znaczy

M?* = 2/MdM+ (M).
Istotnie stosujac powyzsza rownos¢ do M 4+ N, M — N dostajemy
1 1
MN = Z((M+N)2— (M — N)?) = 1(2/(M+N)d(M+N)+<M+N) -

—2/(M—N)d(M—N)—(M—N>):/MdN+/NdM+(M,N>,
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gdzie w ostatniej linijce skorzystaliémy ze wzoru na (M, N) oraz z liniowsci calki stocha-

stycznej, to znaczy

/(X+Y)d(Z1 + Zs) = /XdZ1 +/XdZQ+/YdZ1 +/YdZQ.

Dokonane uproszczenia pozwalaja nam przystapi¢ do zasadniczego dowodu.
(4) Niech 7, = inf{t : |M(t)] > n}. Zatem M™ jest martyngalem ograniczonym.

Przypomnijmy, ze analogicznie jak dla procesu Wienera mozna pokazaé, ze
(Mwyzz/jwme+uww. (12
Zachodzi rownosé¢ (M)™ = (M™), a ponadto
t tATh tATn
/ MTndMTn — MTndM — / 1[0’TH]MTndM ==
0 0 0
t tATh
:/ Lo,y MdM = MdM.
0

Przechodzac z n do co w réwnosci
tATn

(M™)%(t) =2 MdM + (M)™(t)

konczymy dowod twierdzenia.

Definicja 3 Oznaczmy przez VCc-procesy ciggte adaptowalne o skorniczonym wahaniu na
kazdym odcinku [0,t] C [0,T).

Lemat 5 Niech M € M?>*¢

s A€ Ve, wowezas

MA:M@M®+/MM+/MM,

gdzie catka [ AdM jest catkq stochastyczng, a [ MdA zwyktq catkq Stiltjesa (zdefinio-
wang dla kazdego w).

Dowéd. (1) Mozna zatozy¢, ze M(0) = A(0) = 0 oraz, ze M, A sa ograniczone.

(2) Niech (%), bedzie ciagiem podzialéw normalnych, to znaczy

t<T, 0=ty <..<t, =t max(tj—tj ;) — 0 gdyn — oo.
J



Woéwcezas

MDA) = (M) — M)A - Al)) +
+ 30 MEL)AW) — A-) + D AL = M)

Zauwazmy, ze

ZnM(t;LI)(A(t;L) _ A(t’jtl)) — /0 MdA, ZHA(tyl)(M(t?) - M(ﬁq)) — /0 AdM

(M)~ M)A — )] <

< J (M) = MUY AW — A-))?) <

< (M) () max A1) — AL IANB) =

gdzie || Al|(t) oznacza wahanie procesu A w punkcie ¢.



