Kolokwium z Rachunku Prawdopodobienstwa II - 27.01.2006

Za kazde z zadan mozna otrzymaé 8 punktow. Nalezy wybraé¢ 5 zadan.

. Niech X,,, Y,, beda martyngalami wzgledem tej samej filtracji F,,. Zalézmy, ze 7 jest momentem zatrzy-
mania, takim, ze X, = Y,. Wykaza¢, ze zmienne Z,,, dane wzorem

Zn=X, da n<r,
Zn=Y, dla n>r
réwniez tworza martyngal (wzgledem F,,).

. Zmienne X1, Xo, ... sa niezalezne, o tym samym rozkladzie, takim ze EX; = 0, EX? = 1. Zbada¢ slaba
zbieznos¢ ciagu

ZZ:1 ‘/EXk
n

Y, =
. Niech X1, Xs,... beda catkowalnymi zmiennymi losowymi na tej samej przestrzeni probabilistycznej, ta-
kimi ze X,, > 0 p.n. oraz
1
E(Xpi1|X1,..., Xn) =X _
( n+1| 1 ) n) n+n(n+1)

Wykazaé, ze ciag (X,,), jest z prawdopodobienstwem 1 zbiezny do skoficzonej granicy.

. Niech (X, )nen bedzie ciagiem zmiennych losowych F,-adaptowanych, catkowalnych. Wykaz, ze istnieje
dokladnie jeden rozklad X,, =Y, + Z, taki, ze (Y,,, F,) jest martyngalem, a Z,, spelnia

(a) Zy =0 oraz
(b) Z, jest F,—1 mierzalne dla n > 1.

Udowodnij, ze X,, jest podmartyngatem wtedy i tylko wtedy, gdy Z,, jest niemalejacy.

. W czasie szczytu liczba rozméw taczonych przez centrale telefoniczna w ciaggu jednej godziny ma rozktad
Poissona z parametrem 100. Zaktadajac niezalezno$¢ liczby rozméw w réznych godzinach, oszacuj prawdo-
podobienstwo, ze centrala polaczy w ciagu 400 kolejnych godzin szczytu pomiedzy 40 tysiecy, a 42 tysiace
rozméw.

. W duzym domu sa dwie spizarnie, kot i mysz. Kazdej nocy mysz wybiera jedna spizarnie na positek, zas kot
udaje sie do jednej ze spizarni na towy. Jezeli kot i mysz znajda sie w tej samej spizarni, kot moze ztapac
mysz z prawdopodobienstwem 1/3. Pierwszej nocy kot i mysz wybieraja spizarnie z réwnym prawdopodo-
biefistwem (niezaleznie). Kazdej kolejnej nocy (az do zlapania myszy przez kota) mysz zmienia spizarnie
z prawdopodobiefistwem 1/3, jesli poprzedniej nocy nie spotkata kota, z prawdopodobienstwem 2/3, jesli
poprzedniej nocy spotkala kota. Kot zmienia spizarnie z prawdopodobiefistwem 2/3, jesli poprzedniej nocy
nie nastapilo spotkanie, 1/3 jesli spotkanie nastapito. Wykazaé, ze kot z prawdopodobienstwem 1 zlapie
mysz. Niech N oznacza liczbe nocy jakie uptynely do momentu ztapania myszy. Znalez¢ EN.

. Wykaz, ze dla dowolnego martyngalu X,,, takiego, ze EX2 < oo dla n = 1,2,.. ., zachodzi wzér

EX?2 =EX§ + Y E(X; — Xio1)

i=1

Powodzenia!!!



