Wyklad z Rachunku Prawdopodobienstwa WNE, 2011/2012

1. PODSTAWOWE SCHEMATY KOMBINATORYCZNE

Wariacje z powtdrzeniami. Zalézmy, iz mamy zbior n- elementowy A. Wéwczas

liczba k-elementowych ciagéw o wyrazach ze zbioru A wynosi n-n-...-n = nk.

Wariacje bez powtérzen. Zalézmy, iz mamy zbiér n- elementowy A. Wéwcezas
liczba k-elementowych réznowartosciowych ciagéw o wyrazach ze zbioru A wynosi
n-n=1)-...-(n—k+1)=nl/(n—Fk),oile k <n,i0 jesli k> n.

Permutacje. Sa to wariacje n-elementowe zbioru n-elementowego: inaczej, sa
to ustawienia elementéw zbioru w ciag. Ich liczba wynosi n!.

Kombinacje. Zalézmy, ze mamy zbiér n-elementowy A. Wowczas liczba k-
elementowych podzbioréw zbioru A wynosi (Z), gdzie

(n)_ #lk), jedli0 < k <n,
k) o W pP.p.

2. RYS HISTORYCZNY

Motywacje:

- gry hazardowe,

- zjawiska masowe (statystyki urodzen i zgonéw).
- aksjomatyka Kolmogorowa, 1933 r.

3. PRZYKLADY PROSTYCH MODELI PROBABILISTYCZNYCH: DYSKRETNYCH I
CIAGLYCH

Przypuéémy, ze wykonujemy eksperyment losowy. Powstaje natychmiast pyta-
nie: w jaki sposéb opisa¢ go matematycznie?

Przede wszystkim, na pewno mozemy mowi¢ o jego potencjalnych wynikach:
zdarzenia elementarne to mozliwe wyniki tego eksperymentu. Zbiér wszystkich
zdarzen elementarnych oznaczamy litera ). Zdarzenie elementarne oznaczamy li-
tera w.

1. Rzut moneta: mozliwe dwa wyniki: Q = {O, R}. |Q] = 2.

2. Rzut kostka: mozliwe sze$é wynikéw: Q = {1,2,3,4,5,6}. || = 6.

3. Rzut dwiema kostkami, patrzymy na sume oczek: Q = {2,3,...,12}. Za-
uwazmy, ze, intuicyjnie, wyniki nie sq jednakowo prawdopodobne. Suma 2 zdarza
sie tylko gdy wypadly dwie 1; a np. suma 7 zdarza si¢, gdy wypadnie 314,413, 2
i5,itp. |Q] = 11.

4. 7 talii kart losujemy 5 kart. Wynikiem jest piecioelementowa kombinacja

zbioru kart; zatem 2 to zbidr piecioelementowych podzbioréw zbioru 52-elementowego.

€] = (552)'

5. Rzucamy igle na stét i mierzymy kat jaki tworzy z wybrana krawedzia stotu.
Wynik to liczba z przedzialu [0,27). € = [0,27). Jest to przyktad ciaglego
doswiadczenia losowego.

4. 0-CIALA

Zdarzenia. Czesto nie interesuje nas konkretny wynik w, ale to, czy nalezy
on do wezesniej ustalonego podzbioru A zbioru 2. Takie podzbiory A nazywamy
zdarzeniami.



Przyklad: Przy rzucie kostka, moze nas np. interesowaé A = {1,3,5} - zdarze-
nie polegajace na tym, ze wypadla nieparzysta liczba oczek.

Jesli w - wynik, A - zdarzenie, to:

- jesli w € A, to méwimy, ze zaszlo A badz ze w sprzyja A.

- jesli w ¢ A, to méwimy, ze nie zaszlo A, badZ ze zaszlo zdarzenie przeciwne,
zdefiniowane jako A’ = Q\ A. A’ nazywamy tez dopelnieniem zbioru A.

Na przyklad, przy jednokrotnym rzucie kostka moze interesowaé nas wypadniecie
nieparzystej liczby oczek, badz w przykladzie z talig kart, moze nas interesowad zda-
rzenie: ,,wylosowaliémy co najmniej 2 asy”.

Szczegdblne zdarzenia, interpretacje dziatan/relacji na zdarzeniach:
Q) - zdarzenie pewne,

() - zdarzenie niemozliwe,

AN B - zaszly oba zdarzenia A, B,

AN B = () - zdarzenia sie wykluczaja (sa rozlaczne),

AU B - zaszlo A lub B,

A’ - nie zaszlo A,

A\ B= AN B’ - zaszlo A i nie zaszlo B,

A C B - A pociaga za soba B.

Przypus$émy, ze mamy 2 i chcemy zdefiniowaé sensowng klase zdarzen (cokolwiek
to znaczy). Naturalny pomyst: rozwazaé 2% - wszystkie mozliwe podzbiory; czasem
jednak ta klasa jest zbyt duza i nie da sie na niej dobrze pracowac.

Rozsadna klasa zdarzen powinna by¢ zamknieta na branie sumy, iloczynu i zda-
rzenia przeciwnego. To prowadzi do pojecia ciala oraz o-ciala.

Definicja 1. Rodzine F podzbiorow ) nazywamy o-ciatem, jesli

(i) 0erF,
(it) AeF=AeF,

(iii) Ay, Ay, ... € F=|JAneF.

n=1

5. INTUICJA WIODACA DO OKRESLENIA PRAWDOPODOBIENSTWA - CZESTOSC
ZDARZEN

Rozwazmy nastepujacy przyklad. Jesli rzucamy (ta sama) moneta wiele razy, to
oczekujemy (i rzeczywiscie tak bywa), ze orzel pojawi sie w przyblizeniu w polowie
przypadkéw. Tak wiec ,,czestoéciowo”, prawdopodobienistwo wypadniecia orta to
1/2. Teraz ogdlniej: zalézmy, ze wykonujemy eksperyment, w ktérym zbiér zdarzen
elementarnych to € oraz A jest zdarzeniem. Zalézmy, ze powtarzamy ekperyment
n razy i definiujemy

po(A) = liczba zajsé A.
n

Liczbe te nazywamy czestosciq zdarzenia A. Gdy n jest duze, spodziewamy sie,

ze pp(A) powinno z grubsza méwié¢ o prawdopodobienstwie A.



Spéjrzmy na wlasnosci p,,: jak latwo sprawdzic,
(1) 0<pn(4) <1,
(i1)  pn(Q) =1,
(15i)) ANB=0= p,(AUB) = pn(A) + pn(B).

Ponadto, zauwazmy, iz p,(A4) = 1 — p,(A’). Naturalnym pomystem jest okreslié
prawdopodobienistwo A jako lim, . pn(A4). Klopot: nie wiemy, czy ta granica
istnieje.

Moze wiec sprobujmy z drugiej strony: zdefiniujmy prawdopodobienstwo jako
abstrakcyjna funkcje, ktéra ma wszystkie wlasnosci (i) — (iii).

6. AKSJIOMATYKA KOELMOGOROWA

Niech (2, F) - ustalone. Wéwczas funkcje P : F — [0, 1] nazywamy prawdopo-
dobienstwem, jesli

() 0<PB(4)<1,
(i) P(Q) =1,
(#31) jesli Ay, Ag, ... € F sa parami rozlaczne, to

P (U An> = P(4,).
n=1 n=1
Tréjke (Q, F,P) nazywamy przestrzeniq probabilistyczng.

7. PRZYKLADY

1. Rzut symetryczna moneta: Q = {O,R}, F = 2% = {{O},{R},Q,0},
P({0}) =1/2, P{R}) = 1/2, P(?) = 1, P(0) = 0.

2. Rzut niesymetryczna moneta: Q = {O, R}, F = 29, P({O}) = p, P{R}) =
1—p, P(Q) =1, P(@) = 0. Tutaj p jest pewna ustalona liczba z przedziatu [0, 1].

3. Rzut kostka: Q = {1,2,3,4,5,6}, F = 2%, P(A) = |A|/6.

4. Schemat klasyczny (prawdopodobienistwo klasyczne). Zalézmy, ze Q
jest zbiorem skoticzonym, F = 2% i wszystkie zdarzenia elementarne sa jednakowo
prawdopodobne. Wéwczas, jak tatwo sprawdzié¢, dla A € F,

Al
P(A) = —.

1€

5. 7 talii 52 kart losujemy jednoczesnie pie¢ kart. Jakie jest prawdopodo-
bienstwo, ze wylosujemy cztery asy?

Jak juz wiemy, Q to piecioelementowe kombinacje zbioru talii kart. Intuicja
podpowiada, iz zdarzenia elementarne sa réwnoprawdopdobne, a wiec sensownym
prawdopodobienstwem na €2 jest prawdopodobienstwo klasyczne.

Niech A - te podbiory, w ktérych sa cztery asy:

A={{Ad, A, AQ, AM, x} : x — jedna z pozostalych 48 kart}.
Takich podzbioréw jest 48. A wiec |A] = 48, |Q| = (7).



6. Zalézmy, ze Q = {w1,wa,...,wn,...} - zbidr co najwyzej przeliczalny oraz
P1, P2, - .. - liczby nieujemne o sumie 1. Wéwczas mozemy okredli¢c F = 2% oraz
P{w:}) =pi,i=1,2,.... Wowczas, dla A € F,

P(A) = Z La(wi)pi,

gdzie 14 to funkcja wskaznikowa (charakterystyczna) badz indykator zbioru A, zde-
finiowany wzorem

L) = {1 desliwe A,
) =
4 0 jesliz ¢ A

7. Prawdopodobienstwo geometryczne. W wielu sytuacjach, ktérymi be-
dziemy sie zajmowadé, doswiadczenie losowe ma charakter ciagly. Najprostszym
przyktadem jest losowanie punktu z otwartego zbioru (2, lezacego na prostej (lub
na plaszczyznie, czy ogdlniej w przestrzeni R™) i majacego skoriczona dlugosé (pole
powierzchni, miare). Zbiorem takim moze byé np. odcinek, koto, kwadrat, kula,
sze$cian. Zgodnie z intuicja naturalnie jest przyjac, iz prawdopodobienstwo zda-
rzenia A C () jest proporcjonalne do jego miary, czyli

Al
IP(A) = To
1€
gdzie | - | oznacza miare zbioru. Pojawia sie tu pewien techniczny problem, mia-

nowicie jak zdefiniowaé o-cialo F7 Okazuje sie, ze nie mozna w naturalny sposéb
okresli¢ dtugosci, pola powierzchni, czy objetoéci na wszystkich podzbiorach €2, nie
mozemy wiec przyja¢ F = 2 i musimy sie ograniczy¢ do mniejszego o-ciala. Z
reguly w takich sytuacjach rozpatruje si¢ tzw. o-cialo borelowskie B(2), zdefinio-
wane jako najmniejsze o-cialo zawierajace wszystkie zbiory otwarte w (2.

Na przyklad, losowanie punktu z kota €2 o promieniu » mozna opisa¢ przy pomocy
przestrzeni probabilistycznej (2, B(2),P), gdzie dla A € B(Q),

_ 4l

mr2

P(A)

W podobny sposéb mozemy réwniez opisaé losowanie punktu np. z okregu czy
sfery.

8. PODSTAWOWE WEASNOSCI PRAWDOPODOBIENSTWA

Ponizej sformutujemy kilka podstawowych faktéw dotyczacych prawdopodobienistwa.
Przyjmujemy, ze (Q, F,P) jest ustalona przestrzenia probabilistyczna.



Twierdzenie 1. Niech A, B, Ay, As, ... € F. Wowczas

(i) P(@) = 0.
(i1) Jesli Ay, Aa, ..., A, sa parami rozlgczne, to
P <U Ai> = ZIP’(A
i i=1
(iii) P(A) =1 — P(A).

)
(iv) Jesli AC B, to P(B\ A) =P(B) —P(A).
(v) Jesli A C B, to P(A) <P(B).
)

(vi) P(LAUB) =P(A) + P(B) — P(AN B).
(vid) <UA> gZP(A)
Twierdzenie 2 (Wzér wlaczen i wylaczen). Jesli Ay, Ag, ..., A, € F, to
P(A; UAs U ... ZIP’ —Z]P’(AmAj)+
i=1 1<J
+(=1)"MP(A; N AN .. N A).
Definicja 2. Zalézmy, Ze Aq, Ao, ... jest ciggiem zdarzer. Mdowimy, Ze ciqg ten

jest wstepujacy, jesli
Ay C Ay CA3C

oraz Ze jest zstepujacy, jesli
A1 2 Ay D A3 2

Twierdzenie 3 (Regula ciaglosci). Zaldimy, ze (An)S, jest ciagiem zdarzen.
(i) Jesli ciag ten jest wstepujacy, to

iz P(4n (UA>

(i) Jesli ciag ten jest zstepujacy, to
g P4 (ﬂA)

9. PRAWDOPODOBIENSTWO WARUNKOWE

W praktyce z reguly jesteSmy zainteresowani nie tyle pojedynczym zdarzeniem,
co kilkoma zdarzeniami i ich wzajemnymi zwiazkami.

Przyklady:

1. Na podstawie ankiety przeprowadzonej na pewnym zbiorze klientéw (oznaczmy
go litera ) firma fonograficzna posiada dane na temat ich gustéw muzycznych.
Przypusémy, ze kierownictwo jest zainteresowane pytaniem jak czesto fani jazzu
lubia takze muzyke klasyczna. Jesli przez J oznaczymy zbiér tych ankietowanych,



ktorzy sa fanami jazzu, a przez K zbiér tych ankietowanych, ktérzy sa fanami
muzyki klasycznej, interesujaca nas czesto$¢ jest réwna
[JNK| [JNK[/|Q
] J1/1e
Zauwazmy, ze wyrazenia w liczniku i mianowniku to czestosci poszczegdlnych zbiorow
liczone wzgledem calego zbioru €.

2. Przypuéémy, ze suma oczek przy dwdéch rzutach kostka wynosi 4. Nie znamy
jednak wynikéw poszczegélnych rzutéw. Jaka jest szansa zdarzenia A = {przy
pierwszym rzucie wypadly dwa oczka} ?

Informacja ktéra posiadamy oznacza, ze zaszto zdarzenie B = {(1, 3), (2,2), (3,1)}.
Intuicja podpowiada nam, ze kazde z trzech sprzyjajacych mu zdarzen elementar-
nych powinno by¢ tak samo prawdopodobne, a zatem szukane prawdopodobienstwo
powinno wynosié¢ 1/3 (dwdjce przy pierwszym rzucie sprzyja tylko jedno zdarzenie
elementarne z B). Podobnie spodziewamy sie, ze wszystkie zdarzenia elementarne
na przestrzeni

0= {(a,b): abe {1,2,3,4,5,6}},
opisujacej dwa rzuty kostka, sa jednakowo prawdopodobne. Zatem naturalnym

modelem dla naszego dogwiadczenia jest (Q,2%,P), gdzie P jest prawdopodobieii-
stwem klasycznym

C]|
P(C) = = dlac c Q.
(C)= 35 dlaC C

Zauwazmy teraz, ze
1 1/36  P(ANB)
3 3/36  P(B)

Powyzsze przyklady motywuja nastepujaca definicje.

Definicja 3. Niech A, B beda dwoma zdarzeniami, przy czym P(B) > 0. Wdiwczas
prawdopodobienstwem warunkowym zdarzenia A pod warunkiem zdarzenia B nazy-
wamy liczbe

P(AN B)
P(A|B) = ————=
() = 25
Uwaga: Piszac P(A|B) milczaco zakladamy, ze P(B) > 0.

Przy ustalonym zbiorze B, prawdopodobieristwo warunkowe P(A|B) jako funkcja
zbioru A € F spehia aksjomaty Kotmogorowa. W konsekwencji posiada wiec
wszystkie wlasnosci prawdopodobienistwa wprowadzone w paragrafie 8.

Twierdzenie 4 (Wzdr taiicuchowy). Dla dowolnych zdarzert Ay, ..., Ay, spelniajacych
warunek

P(A1NAsnN...NA,_1) >0,

zachodzi

P(A;NA3N. . .NA,) = P(A1)P(As|A1)P(As| A1 N As) - - P(An] A N A2, .0 Apy).



Przyklad: Losujemy po kolei trzy karty bez zwracania. Jakie jest prawdopo-
dobienstwo, ze wylosujemy trzy asy?

Niech A;, i = 1,2, 3, oznacza prawdopodobieristwo, ze i-ta wylosowang karta jest
as. Wiemy, ze P(A;) = 4/52. Jedli pierwsza wylosowana karta jest as, to przed
drugim losowaniem w talii znajduja sie trzy asy. Poniewaz tym razem losujemy
spoéréd 51 kart, mamy

3
P(A3]A)) = —.
(A2]41) = &
Analogicznie
2
P(A3]A1 N Ag) = —.
(A3]A1 N Ag) 50
Stosujac Twierdzenie 4, otrzymujemy
4 3 2
P(wylosuj t =PA1NAsNA3) = — - — - —.
(wylosujemy trzy asy) (Ay 2 3) 55 B EO

W wielu zagadanieniach modele probabilistyczne sa zadane poprzez specyfikacje
prawdopodobienstw warunkowych interesujacych nas zdarzen pod warunkiem in-
nych zdarzen, ktérych prawdopodobienistwa znamy. W takich sytuacjach przydatny
jest tzw. wzor na prawdopodobienstwo catkowite. Zanim go sformulujemy, wpro-
wadzmy nastepujaca definicje.

Definicja 4. Rozbiciem przestrzeni 2 nazywamy dowolng rodzine zdarzen {H; }icr,
takq ze Hi N Hy = O dla i # j oraz J,c; Hi = Q. Jesli zbior indeksujacy I jest
skoticzony (odp. przeliczalny), to rozbicie nazywamy skoriczonym (odp. przeliczal-

nym).

Twierdzenie 5 (Wzdér na prawdopodobienstwo calkowite). Dla dowolnego skori-
czonego rozbicia {Hy, Ha, ..., Hy,} zbioru Q na zbiory o dodatnim prawdopodobieri-
stwie i dowolnego zdarzenia A zachodzi réwnosé

P(A) = Z P(A|H;)P(H;).

Analogiczny wzor zachodzi takze dla rozbicia na przeliczalng liczbe zdarzen o dodat-
nim prawdopodobieristwie.

Przyklad: Egzamin ustny przeprowadzany jest przez panéw Dobrego i Ziego.
Egzamin u pana Dobrego zdaje 90% studentéw, a u pana Ztego zaledwie 10%.
Jakie jest prawdopodobienstwo, ze student zda egzamin jesli prawdopodobienstwo,
ze trafi do pana Dobrego wynosi 2/37?

Niech D, Z oznaczaja zdarzenia, ze student trafit odpowiednio do pana Dobrego
lub Zlego, za$ OK zdarzenie, ze student zda egzamin. Mamy P(D) = 2/3, P(Z) =
1/3 oraz P(OK|D) = 9/10, P(OK|Z) = 1/10. Zatem
9 2 11 19
1037103730

Kolejne twierdzenie, blisko zwiazane ze wzorem na prawdopodobienstwo catkowite,
jest bardzo wazne w zastosowaniach.

P(OK) = P(OK|D)P(D) + P(OK|Z)P(Z)
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Twierdzenie 6 (Wzér Bayesa). Niech {H;}icr bedzie przeliczalnym rozbiciem
na zdarzenia o dodatnich prawdopodobienstwach. Wowczas, dla dowolnego zdarze-
nia A o dodatnim prawdopodobienstwie, zachodzi

P(A[H;)P(H;)
Yier P(AIH:)P(H;)

Przyklad: Samochody sprzedawane przez pewng firme pochodza z dwéch fa-
bryk: A (40%) oraz B (60%). Co dwudziesty samochdd z fabryki A zawiera wade
fabryczna. To samo dotyczy co dziesiatego samochodu z fabryki B. Klient ku-
puje samochdd, ktory okazuje sie by¢ wadliwy. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze
pochodzi z fabryki A?

7 warunkow zadania otrzymujemy, ze

P(H;|A) =

1 1
P(samochéd wadliwy|A) = 20 P(samochéd wadliwy|B) = 0
4 6
N P(B) =1
10 10
gdzie A, B oznaczaja zdarzenia, ze samochdd pochodzi z fabryki odpowiednio A, B.
7 wzoru Bayesa otrzymujemy

P(A) =

P(samochdd wadliwy|A)P(A)
P(samochdd wadliwy|A)P(A) + P(samochéd wadliwy|B)P(B)
B 1/20 - 4/10 1
T 1/20-4/10+1/10-6/10 4

P(A|samochéd wadliwy) =

10. NIEZALEZNOSC ZDARZEN
Przypus$émy, ze zdarzenia A, B speliajg warunek
(1) P(B[|A) = P(B).

Oznacza to, ze dodatkowa wiedza, ze zaszlo zdarzenie A, nie wplywa na prawdo-
podobieristwo zdarzenia B. Mozna wiec powiedzieé, ze zdarzenie B jest niezalezne
od zdarzenia A. Powyzszy warunek zapisuje sie rOwnowaznie jako

(2) P(AN B) =P(A)P(B).
W szczegblnosei widzimy, ze jesli (1) zachodzi oraz P(B) > 0, to
P(A|B) = P(A),

czyli réwniez zdarzenie A nie zalezy od zdarzenia B. Zapis (2) ma te zalete, ze
lepiej niz (1) obrazuje symetrie sytuacji, dodatkowo ma sens takze dla zdarzen o
zerowym prawdopodobienstwie. Naturalne jest wiec przyjac¢ nastepujaca definicje.

Definicja 5. Zdarzenia A, B nazywamy niezaleznymi, jesli
P(AN B) =P(A)P(B).
Przyklady:

1. Rzucamy kostka. Rozpatrzmy zdarzenia: A - wypadla parzysta liczba oczek,
B - liczba wyrzuconych oczek jest mniejsza niz 5, C' - liczba wyrzuconych oczek
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jest mniejsza niz 6. Oczywiscie P(A) = 1/2, P(B) = 2/3, P(C) = 5/6. Zdarzenia A
i B sa niezalezne natomiast zdarzenia A i C nie sa niezalezne. Rzeczywiscie

P(AN B) = P(wypadty 2 lub 4 oczka) = % =P(A)P(B),
P(ANC) = P(AN B) = % £ P(A)P(C).

2. W ramach nagrody firma wykupita dla pracownikéw dwa rodzaje wycieczek, w
géry i nad morze. Wéréd 12 pracownikéw rozdzielono w sposéb losowy 8 wycieczek
nad morze, z czego dwie w lipcu, a sze$¢ w sierpniu oraz cztery wycieczki w gory,
jedna w lipcu i trzy w sierpniu. Niech M oznacza zdarzenie, ze ustalony pracownik
wylosuje wycieczke nad morze, zas L - zdarzenie, ze ten sam pracownik wylosuje
termin lipcowy. Mamy P(M) = 8/12,P(L) = 3/12 oraz P(MNL) = 2/12. Poniewaz
8/12-3/12 = 2/12, zdarzenia M i L sa niezalezne.

3. Losujemy jedna karte z talii. Zdarzenie A, polegajace na wylosowaniu karty
starszej niz walet i zdarzenie B, polegajace na wylosowaniu karty w kolorze trefl sa
niezalezne. Rzeczywiscie, P(A) = 12/52 (wylosowana karta musi byc dama, krélem
lub asem w jednym z czterech mozliwych koloréw), P(B) = 1/4 oraz P(AN B) =
P(wylosowano dame, kréla lub asa trefl) = 3/52 = P(A)P(B).

Pytanie: Co si¢ zmieni gdy do talii dodamy jednego jokera (przyjmujemy, ze
joker nie ma zadnego koloru)?

4. Rzucamy dwa razy moneta. Niech O; oznacza zdarzenie, ze w i-tym rzu-
cie wypadl orzel. Intuicyjnie uwazamy te zdarzenia za niezalezne (przynajmniej
zakladajac, ze osoba rzucajaca moneta nie oszukuje). W klasycznym modelu proba-
bilistycznym dla monety symetrycznej, gdy prawdopodobieristwo kazdej z czterech
sekwencji (O, 0), (O, R),(R,0O), (R, R) wynosi 1/4, latwo sprawdzi¢ (por. z po-
przednim przykladem), ze rzeczywiscie tak jest (P(O1 N O2) = P(O1)P(02)).

Zastanéwmy sie wiec jak zdefiniowa¢ prawdopodobienstwo P na zbiorze

Q= {(Oa 0), (Oa R)’ (Ra 0), (Rv R)},

tak aby prawdopodobieristwo wyrzucenia orta wynosilo p (zaréwno w pierwszym,
jak i drugim rzucie), a zdarzenia O1, Oz nadal byly niezalezne. Musimy w tym celu

ustali¢ cztery liczby p(o,0y,P(0,Rr)s P(R,R), P(R,R)- Chcemy aby
P({(0,0),(0,R)}) =P({(0,0),(R,0)}) =p oraz
P({(0,0)}) =p°,
skad dostajemy réwnania
P(0,0) +P,R) = P(0,0) T P(R,0) = P;
P0,0) = P*.

Zatem p(g,0) = P(r,0) = P(1 —p). Poniewaz po,0) + po,r) + P(r,0) + P(r,R) = 1,
ostatecznie dostajemy

P(0,0) =",

P(0,R) = P(r,0) = P(1 — D),

prr) = (1—p)*



10

Mozna réwniez méwié o niezalezno$ci wiekszej liczby zdarzen. Definicja okazuje
sie jednak bardziej skomplikowana.

Definicja 6. Zdarzenia A1, Ao, ..., A, nazywamy niezaleznymi, jesli dla dowol-
nych wskaznikow 1 <111 <19 < ... <ix <n, k=2,3,...,n, zachodzi rownosé¢
(3) P(A;, NA;, N...NA;,) =P(4;,) - P(A,) - ... - P(A4;,).

Przyklady:

1. Losujemy liczbe od 1 do 90. Rozwazmy zdarzenia A - wylosowana liczba jest
podzielna przez 2, B - wylosowana liczba jest podzielna przez 3, C - wylosowana
liczba jest podzielna przez 5. Wéwczas, jak latwo sprawdzié

P(A) = % P(B) = 1/3, P(C) = 1/5

P(AN B) = é _ P(A)P(B),

P(ANC) = % — P(A)P(C),

P(BNC) = % _ B(B)P(C),
P(ANBNC) = % _ P(A)P(B)P(C).

Zdarzenia A, B, C' sa zatem niezalezne.

2. Mozna sie zastanawiaé, czy powyzej musieliSmy sprawdza¢ prawdopodobieni-
stwa wszystkich czterech iloczynéw zbioréw. Okazuje sie, ze tak, co ilustruje
nastepujacy przyklad.

Trzech wspdétlokatoréw (Bartek, Czarek i Darek) decyduje sie oddaé butelki do
skupu. Zadanie wymaga udzialu dwéch oséb. Przygotowuja wiec cztery losy
{Bartek, Czarek, Darek, Za tydzien}, aby zadecydowaé¢ czy dwéch z nich zda bu-
telki, a wylosowany zostanie w domu, czy tez odloza problem na przyszly tydzien.
Rozwazmy zdarzenia
B = {Bartek, Za tydzien} - Bartek zostanie w domu,

C = {Czarek, Za tydzien} - Czarek zostanie w domu,
D = {Darek, Za tydzieri} - Darek zostanie w domu.
Prawdopodobienistwo kazdego ze zdarzeri B, C, D wynosi 1/2. Ponadto

P(BNC) = ; = A(BB(C),
P(BN D) = i _ B(B)B(D),
P(C'N D) = i _ P(C)P(D).

Zatem kazde dwa sposréd zdarzeni B, C, D sa niezalezne (w takiej sytuacji méwimy,
ze zdarzenia B, C, D sa niezalezne parami). Zdarzenia B, C, D nie sa jednak nieza-
lezne, gdyz

+ % — B(B)P(C)B(D).

Twierdzenie 7. Rozwaimy zdarzenia Ay, As, ..., Ay, i oznacamy AY = A;, Al =
A, Wowczas nastepujace warunki sq réwnowazne:

e

P(BNC N D) =P({Za tydziei}) =
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(i) zdarzenia Ay, Aa, ..., A, sq niezalezne,
(ii) dla kazdego ciagu e1,...,en, gdzie e; € {0,1} (i = 1,...,n), zdarzenia
By = A7, ..., B, = A%~ sq niezalezne,

(i) dla kazdego ciagu €1,...,en, gdzie e; € {0,1} (i =1,...,n), zachodzi
PAT'* N...NA) =P(AT) - ... - P(AS).

W szczegdlnosci, z powyzszego twierdzenia wynika, ze jesli zdarzenia A, B sa
niezalezne, to niezalezne sg takze zdarzenia A’, B’. Fakt ten pozwala uproécié nieco
rachunki w przykladzie 4 powyze;j.

11. SCHEMAT BERNOULLIEGO

Definicja 7. Schematem Bernoulliego nazywamy ciag niezaleznych powtdrzen tego
samego doSwiadczenia, w ktorym sa mozliwe dwa wyniki: jeden z nich nazywamy
sukcesem (i prawdopodobieristwo jego zajscia oznaczamy przez p), a drugie - porazkq
(jego prawdopodobieristwo wynosi ¢ =1 — p). Pojedyncze doswiadczenie nazywamy
préba Bernoulliego.

Schemat Bernoulliego jest jednoznacznie okreslony przez podanie liczby prob
(oznaczanej dalej litera n) i prawdopodobienistwa sukcesu p. Mozna tez rozpa-
trywac¢ schematy Bernoulliego z nieskonczona liczba proéb.

Przyklady:

1. Rzucamy 10 razy prawidlowa moneta. Préba Bernoulliego jest pojedynczy
rzut moneta, jako sukces przyjmujemy wyrzucenie orta. Mamy n = 10, p = 1/2.

2. Rzucamy 5 razy prawidtowa kostka. Préba Bernoulliego jest pojedynczy rzut
kostka, jako sukces przyjmujemy wyrzucenie co najwyzej 2 oczek. Mamy n = 5,
p=1/3.

3. Z urny, w ktorej znajduje sie 5 bialych i 4 czarne kule, losujemy 20 razy ze
zwracaniem po 2 kule. Préba Bernoulliego jest pojedyncze losowanie dwéch kul,
jako sukces bierzemy wylosowanie dwéch bialych kul. Mamy n =20, p = (5)/(3).

Latwo poda¢ przestrzen probabilistyczna modelujaca schemat Bernoulliego skta-
dajacego sie z n préb i prawdopodobienstwie sukcesu p. Mianowicie,
Q={(a1,az2,...,a,) :a; € {0,1},i=1,2 ..., n},

gdzie a; = 1 (odp., a; = 0) interpretujemy jako sukces (odp., porazke) w i-tej prébie,
i=1,2, ..., n. Ponadto, bierzemy F = 2. Aby okresli¢ prawdopodobieristwo na
(Q, F), wystarczy okresli¢ je na zdarzeniach jednoelementowych (patrz przyklad 6
ze strony 4). Kladziemy

P({(ala az, ..., an)}) = pzy:l ai(l — p)"_zyzl On

Stad latwo wynika, iz prawdopodobienstwo uzyskania dokladnie k sukceséw w
schemacie Bernoulliego sktadajacego sie z n préb wynosi

AN’ n—k
1-— .
(k)p (1-p)
Przyklady:

1. Rzucamy 10 razy kostka. Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze szostka
wypadnie raz lub dwa razy?
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Mamy tu do czynienia ze schematem Bernoulliego sktadajacego sie z 10 préb.
Préba Bernoulliego jest pojedynczy rzut kostka, a sukcesem jest wyrzucenie 6 oczek;
zatem p = 1/6. Wobec tego

P(széstka wypadnie raz lub dwa razy) = P(jeden sukces) + P(dwa sukcesy)

-6 @+ G166

2. Dany jest schemat Bernoulliego skladajacy sie¢ z n préb, o prawdopodo-
bienstwie sukcesu p. Jaka jest najbardziej prawdopodobna liczba sukcesow?
Oznaczmy

pr = P(mamy dokladnie k sukceséw) = (Z)pk(l —p)k.

Mamy

k+1(1 _ p)n—(k-i-l) (7’L . k‘)p

Dk+1 (kfil)p

P (B)pk (1 —p)n=k (k+1)(1-p)
Powyzsze wyrazenie jest wieksze niz 1 wtedy i tylko wtedy, gdy k < (n+ 1)p — 1;
jest za$ mniejsze niz 1 wtedy i tylko wtedy, gdy & > (n 4+ 1)p — 1. Innymi stowy,
do momentu k = (n + 1)p liczby py rosna, a potem maleja. Daje to nastepujaca
odpowiedz. Jedli (n 4 1)p jest liczba catkowita, to dwie liczby sukceséw sa najbar-
dziej prawdopodobne: (n+ 1)p — 1 oraz (n + 1)p. Jedli zas (n + 1)p nie jest liczba
catkowita, to najbardziej prawdopodobna liczba sukceséw jest |(n + 1)p].

W przypadku, gdy liczba prob w schemacie Bernoulliego jest duza, obliczanie
prawdopodobienstwa danej liczby sukceséw jest klopotliwe. W przypadku gdy np
jest ,,umiarkowane”, dobre przyblizenie takiego prawdopodobienistwa daje naste-
pujace twierdzenie.

Twierdzenie 8 (Poissona). Jesli p, € [0,1], lim, 0o npp, = A > 0, to dla k =

0,1,2 ...,
n \F
lim < >pfl(1 fpn)”fk = -

n—oo \ k B He

Powstaje naturalne pytanie, na ile powyzsze przyblizenie jest ,,dobre”. Odpo-
wied7 jest zawarta w nastepujacym twierdzeniu.

Twierdzenie 9 (Oszacowanie bledu w przyblizeniu poissonowskim). Niech S,
oznacza liczbe sukcesow w schemacie Bernoulliego sktadajacym sie zn prob i praw-
dopodobienstwie sukcesu p. Oznaczmy A = np. Dla dowolnego A C {0, 1, 2, ...},
DUNNN A2
keA

Przyklady:

1. W urnie znajduje sie 999 czarnych i 1 biala kula. Wyznaczy¢ przyblizone
prawdopodobienstwo tego, ze losujac 500 razy ze zwracaniem wylosujemy 2 razy
bialg kule.

Mamy tu do czynienia ze schematem 500 préb Bernoulliego (z ktérych kazda to
pojedyncze losowanie z urny), o prawdopodobienstwie sukcesu p = 1/1000. Liczba
préb n = 500 jest duza, A = np = 1/2 jest umiarkowane, a wiec na mocy twierdzenia
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Poissona, szukane prawdopodobienistwo jest w przyblizeniu réwne %671/ 2 =
0,076.... Ponadto, jak wida¢ z powyzszego twierdzenia, blad oszacowania jest
niewiekszy niz A2 /n = 1/2000 = 0, 005.

2. Artykul liczy 10° znakéw. Podczas wprowadzania artykulu do komputera,
prawdopodobienstwo iz dany znak zostanie wpisany btednie wynosi 0,0001. Jakie
jest prawdopodobienstwo, ze w artykule sa co najmniej 2 bledy?

Widzimy, iz mamy do czynienia ze schematem Bernoulliego skladajacym sie z
n = 105 préb (k-ta z nich odpowiada wprowadzeniu k-tego znaku artykutu). Praw-
dopodobienstwo sukcesu (wprowadzenia znaku blednie) wynosi p = 0,0001. Mamy,
iz n jest duze, a A\ = np = 10 jest umiarkowane; stad mozemy uzywac twierdzenia
Poissona. Latwiej jest pracowaé ze zdarzeniem przeciwnym do rozwazanego: w
artykule jest co najwyzej 1 blad. Prawdopodobienstwo tego zdarzenia wymnosi w
przyblizeniu

0 1
10%@—10 + %6_10 =11e71%=0,0005.. .,
a wiec rozwazane w przykladzie prawdopodobienistwo wynosi okolo 0,9995. Biad
przyblizenia szacuje sie przez A\?/n = 0,001.

3. Z przedziatu [0, 2] wybieramy losowo 100 punktéw. Jakie jest prawdopodo-
bienistwo tego, ze co najmniej jeden z nich bedzie nalezal do odcinka [0,1/4]?

Mamy schemat n = 100 préb Bernoulliego z prawdopodobienstwem sukcesu
(wpadniecie losowanego punktu do [0,1/4]) wynoszacym p = 1/8. Mamy A = np =
12,5 i zdarzenie przeciwne do badanego ma w przyblizeniu prawdopodobienistwo
e~125 = 0,000004 . ... Blad przyblizenia szacuje sie przez \?2/n = 1,5625. Widaé
wiec, ze otrzymany wynik jest bezwartosciowy. Jest tak dlatego, iz A, w poréwnaniu
do n, nie jest ,,umiarkowane”.

12. ZMIENNE LOSOWE JEDNOWYMIAROWE

Jak juz wiemy, matematycznym opisem do$wiadczenia losowego jest przestrzen
probabilistyczna (€, F,P). Czesto jednak nie interesuje nas konkretny wynik w € €,
ale pewne charakterystyki liczbowe wyniku. Na przyklad, przy rzucie dwoma kost-
kami moze nas interesowaé¢ suma oczek; przy nieskoriczonym ciagu rzutéw moneta
moze nas interesowaé numer losowania, w ktorym orzet pojawit sie po raz pierw-
szy, itp. Innymi slowy, czesto obiektem naszych zainteresowan jest pewna funkcja
X okreslona na (), przyjmujaca wartosci rzeczywiste. Przy badaniu takiej funkc;ji,
naturalnym pytaniem jest np. pytanie o prawdopodobienistwo tego, ze X < a (por.
powyzsze przyklady). W szczegdlnoscei oznacza to, iz ,,X nie przekracza a” jest
zdarzeniem, tzn.

X Y(~o00,a)) ={weN: X(w)<a}eF.
Prowadzi to do nastepujacego pojecia.

Definicja 8. Funkcje X : Q — R nazywamy zmiennqg losowq o wartosciach w R,
jesli dla dowolnego a € R zbior X ~1((—oo, a]) jest zdarzeniem, czyli X ~((—o0,a]) €
F.

Uwaga: Gdy € jest zbiorem co najwyzej przeliczalnym i F = 29, to kazda
funkcja X : Q — R jest zmienng losowa.

Przyklady:



1. Rzucamy dwa razy moneta, X - liczba wyrzuconych ortéw. Mamy Q =
{(O’ O)’ (O’ R), (R7 O)’ (Ra R)} i X((O’ O)) = 2, X((Oa R)) = X((Ra 0)) = 1,
X((R,R)) =0.

2. Rzucamy dwa razy kostka, X - suma oczek. Mamy Q = {(a,b) : a,b €
{1,2,3,4,5,6}}, X((a,b)) = a+b.

3. Z odcinka [0, 3] wybieramy punkt, X - jego odleglo$é¢ od najblizszej liczby
catkowitej. Wéwezas Q =1[0,3] i dlaw € Q,

w jesli w € 0,1/2],
w—1| jeshiwe (1/2,3/2),
lw—2| jesliw e (3/2,5/2],
3—w jedliwe (5/2,3].

X(w) =

Na zmiennych losowych (okreslonych na tej samej przestrzeni probabilistycznej)
mozna wykonywaé wszelkie (rozsadne...) dzialania: dodawanie, odejmowanie, mno-
zenie, dzielenie (o ile nie dzielimy przez 0) i jako wynik otrzymujemy nowe zmienne
losowe. Ponadto, jesli X jest zmienna losowa, a f : R — R jest funkcja bore-
lowska, to f(X) tez jest zmienna losowa. Np., jesli X, Y sa zmiennymi losowymi,
to Z1 =sin X, Zy = 3sin X +Y?, Z3 = 5 takze sa zmiennymi losowymi.

Przechodzimy teraz do pojecia rozkladu zmiennej losowej. Zacznijmy od kilku
przyktadéw.

1. Rzucamy trzy razy symetryczna moneta. Niech X oznacza liczbe wyrzuconych

ortéw. Korzystajac ze schematu Bernoulliego obliczamy, iz
1 3 3 1
IP’(X:O):—,]P’(X:l):g,IP(X:2):§,IP(X:3):—.

Widzimy wiec, ze 0 oraz 3 sa przyjmowane z prawdopodobieristwem 1/8, a 11 2 -
z prawdopodobienistwem 3/8. Widaé, ze dostajemy pewien rozklad prawdopodo-
bienstwa na proste;j.

Niech teraz Y - liczba wyrzuconych reszek. Woéwczas tak samo: 0 oraz 3 sa
przyjmowane przez zmienna Y z prawdopodobieristwem 1/8, a 11 2 - z prawdopo-
dobienistwem 3/8. Tak wiec dostajemy to samo prawdopodobienistwo na proste;j.

2. Z kota o promieniu 1 losujemy punkt. Niech X oznacza odleglos$¢ tego punktu
od $rodka kota. Wéwcezas X przyjmuje wartosci z przedziatu [0, 1]. Dla a € [0, 1]
mamy

7m2

P(X €[0,a]) = — = a?,
T
a wiec potrafimy ,,mierzyé¢ wielko$¢” przedziatéw [0,a]. Okazuje sie, iz podana
funkcje mozna rozszerzy¢ do prawdopodobienstwa okreslonego na prostej. Zalezy
ono oczywiscie od zmiennej X.

Z powyzszych dwéch przykladéw widaé, iz przy ustalonej zmiennej losowej X,
prawdopodobienstwo z wyj$ciowe] przestrzeni probabilistycznej daje sie ,,przetrans-
portowaé” do prawdopodobienstwa pux na (R,B(R)). Prowadz to do pojecia
rozktadu zmiennej losowej.
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Definicja 9. Rozktadem zmiennej losowej rzeczywistej X nazywamy prawdopodo-
bieristwo px na (R, B(R)), dane wzorem

x(A4) = B(X € A).

Uwaga: Istnieja rézne zmienne losowe majace ten sam rozklad. Por. przyklad
1 powyzej.

Przyklady:
1. Rzucamy raz kostka. Niech X oznacza liczbe oczek. Wéwczas pux jest takim
prawdopodobietistwem skoncentrowanym na zbiorze {1, 2, 3, 4, 5, 6}, ze

1
px({k}) = .
Tak wiec, dla A € B(R),

6
px(A) = ¢ 3 La(h)
k=1

2. Powyzszy rozklad jest przyktadem rozktadu dyskretnego. Rozklad na prostej
rzeczywistej nazwiemy dyskretnym, jesli istnieje co najwyzej przeliczalny zbiér S
taki, ze u(S) = 1. Rozklad taki jest jednoznacznie wyznaczony przez masy (praw-
dopodobienistwa) punktéw nalezacych do S (Scislej, jednoelementowych podzbioréw
S): istotnie, dla dowolnego A € B(R),

u(A) =Y ul{k}).

keA

3. Rozktad Bernoulliego B(n,p). Jest to rozklad zmiennej losowej X okreslonej
jako liczba sukceséw w schemacie Bernoulliego sktadajacego sie z n prob o prawdo-
podobienstwie sukcesu p. Dany jest on poprzez

u({k}) = (Z)pk(l —p)"* k=0,1,2,..., n.

4. Rozklad geometryczny z parametrem p € (0,1), ozn. Geom(p). Jest to
rozktad zmiennej losowej X okreslonej jako numer préby, w ktérej sukces pojawit
sie po raz pierwszy. Jest to rozklad skoncentrowany na zbiorze {1, 2, ..., co}.
Ponadto, mamy

px({k}) =1 -p)*'p k=1,2,...

oraz
o0
px(foo}) =1 nx({k}) =0.
k=1
Czasami rozktadem geometrzycznym nazywamy rozkitad zmiennej ¥ = X — 1,

okreslony przez
py ({k}) =1 —-p)fp, k=0,1,2,....
5. Rozklad Poissona z parametrem A > 0, ozn. Pois(A). Jest to taki rozktad
skoncentrowany na liczbach calkowitych nieujemnych, ze

k
u({k)) = Sye

Jak wiadomo z twierdzenia Poissona, jest to rozklad graniczny, bedacy granica
rozktadow Bernoulliego.
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6. Przyklad rozkladu ciaglego: rozktad jednostajny na odcinku [a, b], ozn. U(a, b).
Zalézmy, ze losujemy liczbe X z odcinka [a,b]. Wéwcezas, z prawdopodobieristwa
geometrycznego, mamy, dla przedziatu [c,d] C [a, D],

MX([C,d])]P’(XE[C,d])%Z_—a/ biadx/[d]biadx.

Ogdlniej, jedli A jest borelowskim podzbiorem [a, b], to

() =X € 4) = 2 = o a = [ 1

Jeszcze ogdlniej, gdy A C R, to bierzemy px(A) = px (AN a,b)).

dx.

7. Inny przyklad rozkladu ciaglego. Zalézmy, Ze rzucamy moneta, dla ktorej
prawdopodobienistwo wypadniecia orla wynosi 1/3. Dalej, jesli wypadnie orzel, to
losujemy punkt X z odcinka [—2,0), natomiast gdy wypadnie reszka - losujemy
punkt X z odcinka [0, 3]. Argumentujac jak w poprzednim przyktadzie mamy, iz
dla borelowskiego podzbioru [0, 3],

2 1

px () =PXed)= [ 3005

a dla borelowskiego podzbioru A odcinka [—2,0),

1 1
MX(A) = /A 3 ) mdﬂﬁ-

Ogolnie, gdy A jest podzbiorem borelowskim prostej, to

i (4) = /A o(e)de,

dzr

)

gdzie

jesli z € [-2,0),

jesli x € [0, 3],

w pozostalych przypadkach.

g(z) =

S ohv ol

Powyzsze dwa przyklady to przyklady rozkladéw z gestosciq badz rozktadow
ciagtych.

Definicja 10. Zmienna losowa X ma rozktad ciqgly, jesli istnieje taka funkcja
g:R— Ry, Ze dla dowolnego zbioru A € B(R),

px(A)=P(X € A) = /Ag(x)dx.

Wowczas funkcje g nazywamy gestoscia rozkladu zmiennej X bqdZ gestoscia zmien-
nej X.

Uwaga: Gestos¢ jednoznacznie wyznacza rozkiad.

Przyklady - ciag dalszy:

8. Przyklad 6 mozemy wiec zapisaé nastepujaco: rozktad jednostajny U(a,d) to
rozklad z gestoscia

1
=—1 .
9(2) = 7 1j0 (@)
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9. Rozklad wykladniczy z parametrem A > 0, ozn. Exp(A). Jest to rozklad z
gestoscia
g(x) = )\e_’\c”l[oyoo)(x).
10. Standardowy rozktad normalny, ozn. N'(0,1). Jest to rozktad o gestosci
1 —z2/2
9(z) = o /2
Ogodlniej, dla a € R oraz o > 0 definiujemy rozklad normalny o parametrach a, o
(ozn. N(a,0?)) jako rozklad o gestosci

() 1 ( (x — a)2)

x) = exp| — ——— ).

Ya,02 /_27TO' p 202

Dodatkowo dla ¢ = 0, definiujemy A (a,0) jako rozktad jednopunktowy 4, (tzw.
delta Diraca w a), zadany wzorem

1 gdyac A
0 wp.p.

Jo(A) = 14(a) = {

Jak widzimy N (a,0?) jest rozktadem ciagtym dla o > 0 i dyskretnym dla o = 0.

Uwaga: Rozklady normalne naleza do najwazniejszych rozkladéw w rachunku
prawdopodobienstwa. Pojawiaja sie one niezwykle czesto w zastosowaniach, ze
wzgledu na fakt, ze wiele wystepujacych w przyrodzie wielko$ci ma rozklad w przy-
blizeniu normalny. Wykres gestodci rozktadu normalnego ciaglego to charaktery-
styczna krzywa o ksztalcie ,,dzwonu”, znana chociazby z opracowan popularnych,
gdzie ilustruje np. rozklad wzrostu, wagi, ilorazu inteligencji czy innych cech w po-
pulacji. W dalszej czesci wykladu poznamy tzw. Centralne Twierdzenie Graniczne,
ktore stanowi matematyczne wyjasnienie faktu pojawiania sie gestosci normalnej w
tak wielu, czesto dos¢ odleglych problemach.

13. DYSTRYBUANTA ZMIENNEJ LOSOWEJ

Jak juz wspomniano w poprzednim rozdziale, z reguly jestesmy zainteresowani
zdarzeniami typu {w € Q: X (w) < a} = {X < a}, gdzie X jest zmienng losowa, zas
a — liczba rzeczywista. Zdarzenia tego typu maja podstawowe znaczenie dla bada-
nia zmiennych losowych, w szczegélnosci, jak zobaczymy nieco pdzniej, znajomosé
prawdopodobienistwa P(X < a) dla wszystkich a € R wyznacza jednoznacznie
rozklad zmiennej. Dlatego tez wprowadza sie nastepujaca definicje.

Definicja 11. Dystrybuantq zmiennej losowej X : 2 — R nazywamy funkcje
Fx:R —[0,1] dang wzorem
Fx(t) =P(X <t).

Uwaga: Dystrybuanta zalezy jedynie od rozkladu zmiennej losowej X, a zatem
jest sens méwié o dystrybuancie rozktadu (a nie zmiennej).

Przyklady

1. Dystrybuanta zmiennej X o rozkladzie 6, (czyli przyjmujacej z prawdopodo-
biefistwem 1 warto$é¢ a) jest dana wzorem

0 dlat<a
Fx(t) =
x(®) {1 dlat > a.
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2. Dystrybuanta zmiennej dwupunktowej, przyjmujacej wartosci 1, —1, kazda z
prawdopodobienistwem 1/2 jest funkcja

0 dlate(—o0,—1)
Fit)={1/2 date[-1,1)
1 dlat € [1,00).

3. Jesli Y jest zmienna o rozktadzie wykladniczym z parametrem 1, czyli o
gestosci gy (t) = e 1, 00)(t), to
t

Fy(t)=PY <t)= / g(z)dx = [76711[0700)(@]5?_00 =(1- eft)l[o,oo)(t).

—0o0
Powyzsze przyklady sugeruja, ze dystrybuantami zmiennych losowych moga by¢
tylko funkcje szczegdlnego typu. Méwi o tym ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 10. Dystrybuanta Fx zmiennej losowej X ma nastepujgce wtasnosci:
(i) Fx jest niemalejqca,
(i) Timy—oe Fx (t) = 1, limy__oo Fx () =0,
(i11) Fx jest prawostronie ciagta.

Uwaga Czasami w literaturze, szczegdlnie tej nieco starszej, definiuje sie dys-
trybuante wzorem Fx(t) = P(X < t) (czyli uzywajac ostrej nieréwnosci). Tak
zdefiniowana dystrybuanta posiada wtasnosci (i), (ii), ale wlasno$¢ (iii) zostaje
zastapiona warunkiem lewostronnej ciaglosci.

Okazuje sig, ze powyzsze twierdzenie mozna odwroci¢, mianowicie kazda funkcja
speliajaca warunki (i)—(iii) jest dystrybuanta pewnej zmiennej losowe;.

Twierdzenie 11. Jesli funkcja F: R — R spelnia warunki (i)-(iii), to istnieje
przestrzen probabilistyczna (Q, F,P) oraz zmienna losowa X: Q — R, taka ze F
jest dystrybuantq X. Co wiecej rozktad zmiennej X jest wyznaczony jednoznacznie.

Zatem w dystrybuancie zmiennej X ,,zakodowane” sa wszystkie informacje o jej
rozkladzie, w szczegélnosci powinnidmy méce odczytaé z niej czy zmienna X ma
gestosé albo czy X jest zmienng dyskretna.

Przyklad: Rozwazmy dyskretna zmienna losowa, przyjmujaca wartosci t1 <
to < ... < tp, przy czym P(X = t;) = p; (zakladamy ze zmienna nie przyjmuje
zadnych innych wartosci, czyli Y1 p; = 1). Wéwezas dla ¢ < t; mamy Fx (t) = 0,
dla t > t, mamy Fx(t) =1, za$ dla t € [t;,t;41) zachodzi Fx(t) = Y 7_, p:.

W szczegolnosci widzimy, ze F'x jest ciagla poza punktami t; oraz posiada granice
lewostronne dla kazdego t € R. Oznaczmy Fx (t—) = lim,_,— Fx (x). Mamy

Fx(ti) — Fx(ti—) = pi = P(X = 1,),
oraz dla t ¢ {t1,t2,...,tn},
Fx(t)— Fx(t—) =0=P(X =1t).

Okazuje sie, ze jest to ogdlny fakt.

Twierdzenie 12. Jesli Fx jest dystrybuanta zmiennej losowej X, to dla t € R
zachodzi

Fx(t—) =P(X <t)
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oraz
Fx(t) — Fx(t—) =P(X =1).

W szezegdlnosci, jesli Fx jest ciagla w punkcie t, to P(X =t) = 0.

W przypadku rozktadéw ciaglych, dystrybuanta moze byé¢ uzyta do znalezienia
gestosci.

Przyklad: Niech X bedzie zmienng o rozktadzie Exzp(1), czyli z gestoscia g(z) =
e " 10,00) (7). Wéwezas dla t € R mamy

Fx(t) = (1 - e ")1lje0)(t)-

Zauwazmy, ze dla ¢ # 0 mamy F%(t) = g(t). Nie jest to jednak prawda dla
t =0, gdyz Fx(t) nie jest r6zniczkowalna w zerze.

W ogdlnosci mamy nastepujace twierdzenie, ktére w wielu sytuacjach pozwala

obliczy¢ gestos¢ zmiennej losowej, gdy znana jest jej dystrybuanta.

Twierdzenie 13. Niech F bedzie dystrybuanta zmiennej losowej X .
1. Jedli F nie jest ciagla, to X nie ma rozktadu ciaglego (tzn. nie ma gestosci).
2. Zaloimy, Ze F jest funkcja ciagla. Jesli F jest rozniczkowalna poza skoriczonym
zbiorem punktow, to funkcja

F'(t) jesli F'(t) istnieje,
g(t) = { ( ©
0 w p.p.,
jest gestoscig zmiennej X .
Przyklady:
1. Rozwazmy zmienna losowa X o dystrybuancie
0 dlate (—o00,0),
F(t)=<2t dlatel0,1/2),
1 dlate[1/2, 00).

Funkcja F' jest rézniczkowalna wszedzie poza punktami ¢ = 01 ¢ = 1/2. Ponadto
F'(t)=0dlat € (—00,0)U(1/2,00) oraz F'(t) =2 dlat € (1,1/2). Zatem funkcja

g(t) =2 1(0,1/2)(t)
jest gestoscia zmiennej X .

2. Nalezy podkresli¢, ze istnieja rozklady, ktore nie sa ani ciagle ani dyskretne.
Przykladowo rozklad p, dany wzorem

p(A) = 514N (0, 1)] + 31a(3).

Dystrybuanta tego rozkladu to

0 dlate (—o0,0),

L o dlatelo,1
py={z datelol)

5 dlat e [1,3),

1 dlate[3,00)

Jak latwo sprawdzi¢ korzystajac ze wzoru na prawdopodobienstwo calkowite, roz-
ktad p opisuje doswiadczenie: ,,rzucamy symetryczna moneta; jesli wypadnie orzel
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zwracamy jako wynik 3, w przeciwnym wypadku jako wynik zwracamy liczbe wy-
losowana z przedziatu (0,1)”.

Jak wiemy, jezeli X jest zmienng losowa, a ¢ funkcja borelowska, to ¥ = ¢(X)
tez jest zmienng losowa. Nastepne twierdzenia dotycza zalezno$ci miedzy gestoscia
zmiennej X oraz zmiennej Y, gdy funkcja ¢ jest dostatecznie regularna.

Twierdzenie 14. JeZeli X jest zmienng losowq o gestosci f oraz X przyjmuje
wartodci w przedziale (a,b), zas funkcja ¢: (a,b) — R jest klasy C* i ' (z) # 0 dla
x € (a,b), to zmienna losowa Y = @(X) ma rozktad ciagly o gestosci

9(y) = FR@IR W) Lp((ap) (¥),
gdzie h(s) = p71(s).
Przyklad: Zmienna X ma rozklad jednostajny na odcinku (0,4). Znalezé
rozklad zmiennej ¥ = VX,
Uzywajac notacji z twierdzenia, mamy a = 0,b = 4, f(z) = i1(014)(x) oraz
o(z) = /x. Zatem h(z) = 22, p((a,b)) = (0,2). Gestos¢ Y dana jest wzorem

1 1
9(y) = 11(0,4) (v?) 2y - 102 (y) = 5?/1(0,2)(9)-

Rozwazania dotyczace gestosci i dystrybuanty zakoniczymy definicja tzw. kwan-
tyli, ktore odgrywaja istotna role w statystyce.

Definicja 12. Niech X bedzie zmienng losowa, za$ p € [0,1]. Kwantylem rzedu p
zmiennej X nazywamy dowolng liczbe x,, takq ze

B(X < ,) = Fx(ry) > p
oraz
P(X >z,) >1—p.
Kwantyl rzedu 1/2 nazywamy takze mediang.

Przyklady:

1. Jedli X jest zmienna przyjmujaca dwie wartosci 1, —1, kazda z prawdopo-
dobienistwem 1/2; to dowolna liczba z przedziatu [—1, 1] jest mediang zmiennej X.
Dla p € (0,1/2) zmienna X ma jeden kwantyl réwny —1 za$ dla p € (1/2,1), jeden
kwantyl, réwny 1. Kwantylami rzedu 0 sa wszystkie liczby z przedzialu (—oo, —1]
za$ kwantylami rzedu 1, liczby z przedziatu [1, 00).

2. Standardowa zmienna normalna ma jedna mediane réwna 0. Podobnie, dla
dowolnego p € (0, 1), zmienna ta ma dokladnie jeden kwantyl rzedu p, wyznaczony
przez réwnosé

\/1 / et

— e T = p.
27 J o

14. PARAMETRY ROZKEADOW

14.1. Warto$¢é oczekiwana. Zacznijmy od nastepujacego przyktadu.

Przyklad. Zalézmy, iz kto$ proponuje nam nastepujaca gre: rzucamy raz
kostka, i jesli wypadnie 1 oczko, to dostajemy 100 zl, natomiast w przeciwnym
razie musimy zaplaci¢ 30 zt. Czy w taka gre oplaca sie gra¢? Czy na dluzsza mete
wygrywamy?
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Jedli zagramy n razy w powyzsza gre, to jedynka wypada $rednio w n/6 wypad-
kach, a wiec nasza wygrana po n grach to srednio

n on 50n
—-100——-30=——-<0

6 6 6 ’
a wiec nie powinnismy graé¢. Dodatkowo, jesli X jest nasza wygrana w pojedynczej
grze, to spodziewamy sie, iz Srednia X wynosi

1 5 50

--100+ - - (=30) = —— < 0.

6 + 6 ( ) 6

Prowadzi to do nastepujacej definicji.

Definicja 13. Zaléimy, ze X jest zmiennqg losowaq o rozktadzie dyskretnym, skon-
centrowanym na zbiorze S C R i niech p, = P(X = z) dla x € S. Mdéwimy, ze
warto$é oczekiwana zmiennej losowej X jest skoriczona (badz Ze zmienna losowa X
jest catkowalna), jesli ) ¢ |x|ps < 0o. Wowczas okreslamy wartosé oczekiwang

zmiennej X jako
EX = Z TPy

Uwagi:

1. Warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej to, intuicyjnie, jej $rednia wartosc.
Czasami, zamiast ,,warto$¢ oczekiwana X” bedziemy méwié ,,srednia X”.

2. Jesli zbiér wartosci zmiennej X jest skonczony, to wartos¢ oczekiwana zmien-
nej X jest skoriczona - sumy pojawiajace sie w definicji zawieraja skonczong liczbe
sktadnikéw.

3. Wartos¢ oczekiwana zmiennej losowej zalezy tylko od rozkladu tej zmiennej.

Przyklady:
1. Jesli X jest stala: P(X =a) =1 dla pewnego a e R, to EX =a-1=a.

2. Rzucamy raz kostka. Niech X oznacza liczbe wyrzuconych oczek. Wéwczas
PX=k)=1/6dlak=1,2,...,61

1 1 1 1
EX=1--+42--4...46-==3=.
6 + 6 et 6 2

3. Zalézmy, ze zmienna X ma rozklad Bernoulliego z parametramin, p. Woéwczas

EX =Y kP(X =k) =Y k(z)pk(l -
k=0

k=0
" /n—1 _ e
npz<k_1>pk Y1 —=p)" = np.
k=1

4. Zalézmy, ze zmienna losowa X ma rozklad na {1, 2, ...} dany przez

1
PX=k=———, k=1,2,....
( ) k(k+1)’ T
Woéwezas wartosé oczekiwana X nie istnieje: mamy
o0 o0 1
> KP(X =k) = T =%
k=1 i
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5. Zalézmy, ze zmienna losowa X ma rozklad na liczbach catkowitych réznych

od 0, zadany przez

P(X =k) = ke, k#0.

1
2|k[([k] + 1)

Wowczas X nie jest catkowalna: mamy

1
Z|k|IP(X:k):Zm:oo.

k0 k#0

Przejdzmy teraz do zmiennych losowych o rozkladach ciagtych.

Definicja 14. Zatozmy, Ze zmienna losowa X ma rozktad z gestosciq g. Jesli

/ |zlg(x)dz < oo,
R

to méwimy, ze warto$é oczekiwana X istnieje (badZ zZe zmienna losowa X jest

catkowalna). Definiujemy wiwczas wartos$é oczekiwang X jako

EX = /R zg(x)da.

Uwaga: Wartos¢ oczekiwana zalezy tylko od rozkladu zmiennej X.

Uwaga: Jedli zmienna losowa X jest ograniczona, tzn. z prawdopodobienstwem
1 przyjmuje wartosci z pewnego ograniczonego przedzialu (a,b), to istnieje jej

wartos¢ oczekiwana: istotnie,

/ |zlg(z)de < / max{lal, [b[}g(z)dz = max{|al, [b]}.
R R

Oznaczenie: Czasami, zamiast mowi¢ ,, X jest calkowalna zmienna losowa”,

bedziemy pisaé ,,E|X| < 00”.

Przyklady:

1. Zalézmy, ze X ma rozklad jednostajny na odcinku (a,b). Wowczas, jak

wynika z powyzszej uwagi, X jest calkowalna. Ponadto

b
1 b
EX:/xg(:c)das:/:c dz:a+ .
R a b 2

—a

2. Zalézmy, ze X ma rozktad N(0,1). Wéwczas
1 , 2 /°° , 2 g
x exp(—z“/2)dr = — rexp(—x*/2)dx = —(—e™ "
[ el et e = —= [ wesp(-a?/ar = (=)

a wiec wartosé oczekiwana X jest skoriczona. Wynosi ona

1 9 _
/}Rxmexp(—x /2)dz = 0.

Twierdzenie 15 (Wlasnosci wartosci oczekiwanej). Zatdzmy, ze X i Y sq catko-

walnymi zmiennymi losowyms.
(i) Jesli X >0, to EX > 0.
(ii) Jesli X <Y, toEX <EY.
(i1i) Mamy EX <E|X]|.
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(iv) Warto$é oczekiwana jest operatorem liniowym: jesli a, b € R, to zmienna
aX + bY jest zmienna catkowalng 1

E(aX +bY) = aEX + DEY.

(v) Jesli X =14, to EX =P(A).

Uwaga: Wiasno$é (iv) uogdlnia sie, poprzez prosta indukeje, do nastepujacej:
jesli X1, Xo, ..., X, sa calkowalnymi zmiennymi losowymi i a1, as, ..., a, € R,
to zmienna a1 X1 + asXs + ... + a, X, tez jest zmienna catkowalna i

E(a1 X1 + aeXo+ ...+ anXy) = a1EXy + acEXo + ... + 0, EX,.
W szczegolnosci,
E(X; +Xo+...+X,) =EX; +EXy +... + EX,,.

Przyklady:

1. Rzucamy 100 razy kostka i niech X oznacza sume wyrzuconych oczek.
Woweczas obliczenie wartoéci oczekiwanej X z definicji jest praktycznie niemozliwe
- wymaga to wyznaczenia rozkladu zmiennej X. Ale jedli zauwazymy, ze X =
X1+ Xo+ ...+ Xi00, gdzie X; to liczba oczek w i-tym rzucie, to mamy, iz

1
EX =EX; +EX2+...+EX100:100-3§ = 350.

2. W urnie znajduje sie 5 biatych i 10 czarnych kul. Losujemy ze zwracaniem 50
razy po jednej kuli. Niech X oznacza liczbe losowan, w ktérych wyciagnieto bialg
kule. Tak jak wyzej, wyznaczenie wartosci oczekiwanej X bezposrednio z definicji
jest niestychanie zmudne. Jesli natomiast okreslimy

X=X +Xo+...+ Xso,

gdzie
Xi = 1{w i-tym losowaniu wyciagnieto biala kule}
~J 1 jesli w i-tym losowaniu wyciagnigto biata kule,
1o jesli w i-tym losowaniu wyciagnieto czarna kule,
to mamy

50
EX =EX; + EXs + ... + EX59 = 50 - P(wyciagnieto biata kule) = 3

Przejdzmy teraz do sytuacji, gdy chcemy obliczy¢ wartos¢ oczekiwana funkcji
pewnej zmiennej losowe;.

Twierdzenie 16. Zaloimy, ze ¢ : R — R jest pewnq funkcjq borelowskq.

(i) Zalézmy, ze X ma rozklad dyskretny na zbiorze S i p, = P(X = x) dla
x € S. Wiwezas zmienna losowa ¢(X) jest catkowalna wtedy i tylko wtedy, gdy
Y wes |0(@)|pe < 00; wartosé oczekiwana ¢p(X ) wynosi wtedy

E¢(X) =Y é(z)ps-
xz€S

(i1) Zatéimy, ze X ma rozktad ciqgly z gestosciq g. Wowczas zmienna losowa
P(X) jest catkowalna wtedy i tylko wtedy, gdy [ |¢(x)|g(z)dr < co; wartosé ocze-
kiwana wynosi wowczas

Eo(X) = [ oot
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Przyklady:

1. Rzucamy raz kostka. Niech X oznacza liczbe wyrzuconych oczek. Wowczas
6
1 91
EX?=) k= =—.
2 G

2. Z przedziatu [0, 7/2] wybieramy losowo kat X. Woéwczas wartosé oczekiwana
sinusa tego kata wynosi

/2 9 92
EsinX:/ sinx - —dz = —.
0 iy iy

Wartosé oczekiwana mozemy tez, w niektérych przypadkach, prosto wyrazié
poprzez dystrybuante F (a raczej funkcje 1 — F). Zacznijmy od nastepujacego
przykladu.

Przyklad: Zalézmy, ze X jest catkowalna, dyskretna zmienna losowa skoncen-
trowana na liczbach catkowitych nieujemnych. Woéwczas

EX = ikP(X = k) = ikP(X = k).
k=0 k=1

Wyrazy powyzszego szeregu mozemy w nastepujacy sposob ustawié ,,w tréjkatna
macierz”:

P

e RaRale
Lens
R
kol
oy

~— — —

B(
B(

Il
= w
N

X
X

(
(
(
(

W powyzszym szeregu, sumowanie odbywa sie najpierw wierszami, a nastepnie do-
dajemy do siebie otrzymane sumy. Poniewaz szereg ten posiada tylko nieujemne
wyrazy, wiec kolejno$¢ sumowania mozna zmianiaé i nie ma to wplywu na wynik.
Sprobujmy wiec najpierw zsumowacé liczby wystepujace w poszczegdlnych kolum-
nach, a nastepnie doda¢ te sumy do siebie.

Suma liczb w pierwszej kolumnie to

PX=1)4+PX=2)+P(X=3)4+...=P(X >1)=P(X > 0).
Dodajac wyrazy stojace w drugiej kolumnie dostajemy
PX=2)+P(X=3)+P(X=4)+...=P(X >2)=P(X > 1),

itd, nastepne sumy beda wynosi¢ P(X > 3) =P(X > 2),P(X > 4)=P(X > 3),....
Po zsumowaniu ich musimy dostaé tyle, ile poprzednio, czyli EX. Udowodnilismy
zatem

Twierdzenie 17. Jesli X jest jak wyzej, to
EX =) P(X>k)=> P(X>k).
k=1 k=0

Ponizsze twierdzenie stanowi rozszerzenie tego rezultatu. Jest ono prawdziwe dla
dowolnych zmiennych losowych (takze takich, ktérych rozklad nie jest ani dyskretny,
ani ciagly).
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Twierdzenie 18. Niech X bedzie zmienng losowq nieujemnaq.
(i) Jesli

/ P(X > t)dt < oo,
0

to X jest catkowalna i powyzsza calka to warto$¢ oczekiwana X .
(i1) Jeslip € (0,00) i

p/ tPTIP(X > t)dt < oo,
0

to XP jest calkowalna i powyzsza catka to warto$¢ oczekiwana XP.

Przyklady:

1. Zal6zmy, ze zmienna losowa X ma rozklad skoncentrowany na zbiorze {1, 2, ...},
taki, ze
2k+1
P(X =k) = ok + 112 k=1,2,....
Woéwezas
PX:/{Z)ZL—; iIP’(X>k):i
( k2 (k+1)? - k2’

1 72
EX = — = —
2=

2. Zalézmy, ze zmienna losowa X ma rozktad wykladniczy z parametrem A > 0.
Mamy, dla t > 0,

a wiec

P(X >t)=1-Fx(t)=e ™,

o0 1 < 1
EX = gy = [ — e ‘ _—
/O € ( £ o A

3. Zalézmy, ze zmienna losowa X ma rozklad z gestoscia

2
g(x) = ;1[2,00)(95)-

skad wynika, iz

WeZmy teraz liczbe p € (0, 00) i zastanéwmy sie nad istnieniem wartosci oczekiwa-
nej zmiennej X?. Przede wszystkim widzimy, iz

]P’(X>t){

1 jedlit <2,
2 jeslit>2.

Tak wiec, na mocy powyzszego twierdzenia, musimy zbadaé calke

o) 2 o)
p/ tPTIP(X > t)dt :/ ptP~Ldt +p/ tPTIP(X > t)dt
0 0 2

oo
=2P 4 2p/ tP=2dt.
2

Powyzsza calka jest zbiezna wtedy i tylko wtedy, gdy p < 1, i wynosi wéwczas
2Pp/(1 — p). Tak wiec warto$é¢ oczekiwana XP istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy
p < 11iwynosi 27/(1 — p).

4. Ostatni z rozwazanych tu przyktadéw porusza problem wyznaczania wartosci
oczekiwanej zmiennej, ktorej rozklad nie jest ani ciagly, ani dyskretny. Zalézmy,
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ze X ma rozklad jednostajny na [0, 2] i obliczmy Emin{ X, 1}. Zmienna {X,1} ma
rozktad mieszany. Mamy, iz dla t > 0,

—L dlat<1
P(min{X,1} > ) =P(X >, 1>t) = ; dat<d
0 dla ¢t > 1.

Zatem
e} 1
Emin{X,1} = / P(min{X, 1} > t)dt = / (1 _ 3) dt = 3/4
0 0

i ogdlniej, dla p € (0, 00),
1
2
Emin{X,1}? :p/ -1 (1 - —) it = 2*r2
0 2 2(p+1)
Zadanie to mozna tez bylo rozwiaza¢ w inny sposéb, stosujac wzdér na warto$é

oczekiwang funkeji zmiennej losowej. Niech ¢ : R — R bedzie dana wzorem ¢(z) =
min{z, 1}. Wéwczas

2

Emin{X,1} =E¢(X /gb das:/ min{z,l}~%daz
0
1

1 13
=/ z-2d 1 zde==~+4>=>.
/0 2:”/1 2™ =1t371

Podobnie, biorac ¢(z) = 2P, p € (0,00),

1 tol 1
Emin{X, 1}? =E¢(X / min{z, 1}? - —dz :/ aP - —der/ 1. =dx
2 o 2 L2

2(p +1) 2 2(p +1)
14.2. Wariancja. Kolejnym waznym parametrem zwiazanym z rozkladem zmien-

nej losowej jest jego wariancja.

Definicja 15. Zaldimy, ze X jest zmienna losowaq spelniajgcq warunek E|X| < oo
oraz BE(X —EX)? < co. Wéwczas wariancjq zmiennej losowej X nazywamy liczbe
D?*X = VarX = E(X — EX)2
Odchyleniem standardowym (rozkladu) zmiennej X nazywamy pierwiastek z wa-

rancyi:
ox = D2X.
Uwagi:
1. Aby okregli¢ wariancje, wystarczy zakladaé, ze EX? < co (méwimy wéwczas,

ze X jest calkowalna z kwadratem). Pociaga to za soba zadana skoriczono$é obu
powyzszych wartosci oczekiwanych.

2. Jesli zmienna losowa X jest ograniczona, to jej wariancja jest skonczona.

3. Wariancje mozna wyrazi¢ innym wzorem, czesto bardziej przydatnym w kon-
kretnych obliczeniach:

D?*X = VarX = EX? — (EX)%

4. Wariancja zalezy tylko od rozkladu zmiennej losowe;j.
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Wariancja zmiennej losowej to $rednia kwadratu odchylenia od $redniej. Tak
wiec, intuicyjnie, jesli zmienna X posiada malta wariancje, to spodziewamy sie, ze
przyjmuje ona wartoséci dos¢ blisko swojej sredniej; natomiast, gdy wariancja jest
duza, to zmienna posiada ,,duzy rozrzut” badz ,,duze wahanie”.

Zilustrujemy to na nastepujacym przyktadzie.

Przyklad: Zalézmy, ze zmienna X ma rozktad

1
PX=-1)=PX=1)= 3
Ponadto, niech Y ma rozklad skoncentrowany na {—100,100}, taki, ze
1

P(Y = ~100) = P(Y = 100) = ;.

Wowczas EX = % (=) + % -1 = 0 oraz, analogicznie, EY = 0; tak wiec obie te
zmienne maja te sama srednia. W oczywisty sposéb Y | ma wiekszy rozrzut”. I
rzeczywidcie
D?X =E(X - 0)? =EX? =1, D?Y =E(Y —0)? = 10000.

Dalsze przyklady:

1. Rzucamy kostka i niech X oznacza liczbe wyrzuconych oczek. Wéwczas, jak
juz wiemy,

1 91

EX = 3= EX? ="
5 Oraz G

zatem

91 1\? 1 1 11
VarX€<3§> =155 —12; =2, ox =1,7078....

2. Przypu$émy, ze X ma rozklad jednostajny na odcinku [a,b]. Jak wiemy,
EX = (a +b)/2; ponadto,

b 3 3 2 2
1 1 b° —a b* +ab+a

EX? = 2 de = . -
/axbfax b—a 3 3 ’

a zatem

D?X =

3 2 ) T 12 T o3

Twierdzenie 19 (Wlasnosci wariancji). Zaldzmy, ze zmienna X jest catkowalna z
kwadratem. Wowczas

a) VarX > 0, przy czym réwnosé ma miejsce, gdy X jest stata z prawdopodo-
bieristwem 1, tzn. istnieje taka liczba a € R, ze P(X =a) = 1.

b) Var(bX) = b?VarX dla dowolnej liczby b € R.

¢) Var(X + ¢) =VarX dla dowolnej liczby ¢ € R.

b2+ab+a2<a+b>2(ba)2 b—a

Przyklad: parametry rozkladu normalnego. Niech m € R, ¢ > 01 zalézmy,
ze X ma rozklad NV (0,1). Wéwczas

_ (t—m)/o 4
P(oX +m <t)=P (X <! m) = / —— e " 2y,
o oo V21
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Stosujac podstawienie x = (y — m) /o, de = dy/o, dostajemy

Fyxoml(t) = /_; \/21_7m exp (—%) dy.

Stad od razu widaé, ze 0 X + m ma rozktad normalny N'(m, o?).
Na mocy powyzszych twierdzen mamy, iz

E(cX +m) =cEX +m =m,
D*(0X +m) = D*(cX) = 0°D*X = o2,

gdyz, catkujac przez czesci,

exp(—2?/2)dx

D2X =EX2 — IEXQZIEXQZ/QU- x
(EX) A or

_ /R . (— \/12_7rexp(—x2/2))/dx
—_ ;L'\/12_7r exp(—z2/2)‘io - /R (\/127 exp(:c2/2)> dz=0+1=1,

Wobec tego, parametry m, o rozkladu normalnego to jego Srednia i odchylenie stan-
dardowe.

Zdefiniujmy teraz parametry rozkladéw, ktore graja wazna role w statystyce.
Niech X bedzie pewna zmienna losowa.

Definicja 16. Dla p € (0,00), momentem (absolutnym) rzedu p zmiennej X na-
zywamy liczbe BE|X P, o ile warto$¢ oczekiwana jest skoriczona (w przeciwnym razie
przyjmujemy, ze moment jest nieskoriczony).

Definicja 17. Zatéimy, ze E|X|> < co. Wspélezynnikiem asymetrii (skognogci)
zmiennej X nazywamy liczbe
E(X -EX)? E(X -EX)3

Q3 = (DQX)?)/Q = O—%{

Definicja 18. Zatézmy, e E|X|* < co. Kurtoza (wspétezynnikiem splaszczenia)
zmiennej X nazywamy liczbe
E(X —EX)*
oy = e ——
Ox

15. CHARAKTERYSTYKI LICZBOWE PROBKI

W praktyce nie s3 nam znane ani wszystkie wartosci ani nawet rozklady zmien-
nych losowych. Przykladowo, analitycy chcacy poznaé rozklad miesiecznych wy-
datkéw na rozrywke wérod mieszkancéw Warszawy, nie maja mozliwosci zebrania
oraz przeanalizowania danych dotyczacych kazdego mieszkanca i musza bazowaé na
wynikach ankiety przeprowadznej na losowej probce mieszkancéw stolicy. Réwniez
fizycy czy inzynierowie dokonujac obarczonego losowym bledem pomiaru pewnej
wielkosci fizycznej, nie znaja doktadnego rozktadu bledu (ktéry moze byé trakto-
wany jako cecha charakterystyczna urzadzenia pomiarowego), dlatego czesto do-
konuja wielokrotnych pomiaréw tej samej wielkosci, aby na ich podstawie uzyskaé
jej jak najlepsze przyblizenie. W obu sytuacjach informacja, ktéra jest dostepna,
to tzw. prdbka, czyli ciag liczb X3, Xo, ..., X, z ktérego chcielibySmy odzyskaé
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informacje na temat interesujacej nas zmiennej losowej X. Sposobami pobierania
prébek oraz wnioskowania na ich podstawie zajmuje sie statystyka matematyczna,
nie bedziemy wiec w tym momencie zgtebia¢ tego zagadnienia. Ograniczymy sie je-
dynie do informacji, ze wiele metod bazuje na charakterystykach liczbowych prébki,
analogicznych do zdefiniowanych w poprzednich rozdzialach charakterystyk zmien-
nych losowych.

Zauwazmy, ze z probka X1, Xo,..., X,, mozemy zwiazaC rozktad prawdopodo-
bieistwa na prostej (tzw. rozklad empiryczny), zdefiniowany jako

_ |{’L§7’L XlGA}l

n

(@ pn(4) = =36 (4)

informujacy nas jaka cze$¢ wszystkich obserwacji znajduje sie w zbiorze A. Intu-
icyjnie mozna sie spodziewaé, ze rozklad ten (przynajmniej dla odpowiednio duzych
n) powinien do$é dobrze przyblizaé rozklad interesujacej nas zmiennej losowej (zja-
wisko to wyjasnimy doktadniej na kolejnych wykladach, gdy bedziemy moéwié o
tzw. prawach wielkich liczb). Analogicznie, charakterystyki liczbowe rozkladu u
mozemy uznaé za dostepne nam przyblizenia odpowiednich charakterystyk niezna-
nego rozkladu zmiennej losowe;j.

Definicja 19. Dystrybuanta empiryczng probki Xi, Xs, ..., X, nazywamy funkcje
F: R —[0,1], zadang wzorem

{i <n:X; <t}

Fo(t) = pn((—o00,1]) = "

Dystrybuanta empiryczna jest zatem dystrybuanta rozktadu empirycznego probki.

Majac dystrybuante empiryczna mozemy w szczegdlnosci zdefiniowaé odpowia-
dajace jej kwantyle.

Definicja 20. Kwantylem rzedu p z probki Xq, ..., X, nazywamy dowolna liczbe

xp, takq ze

fin (=00, 2p]) = p
pin([2p,00)) = 1= p.

Kwantyl rzedu 1/2 nazywamy takze mediang.

Uwaga: Czesto, jesli odpowiedni kwantyl nie jest zdefiniowany jednoznacz-
nie, tzn. istnieje nieskonczenie wiele liczb spelniajacych powyzsze nieréwnodci,
wyrdzniamy najmniejsza z nich.

Przyklad:

Przypuéémy, ze nasza prébka sklada sie z liczb 2,3,5,9. Rozktad empiryczny
jest dany wzorem

p(A) = 2114(2) + 21,4(3) + ilA(E)) + ilA(9),
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zas$ dystrybuanta empiryczna,

0 dlate (—o0,2)

1 dlate[2,3)
F(t)y=<3 date[3,5)

3 dlate59)

1 dlate[9,00).

Mediang jest dowolna liczba z przedziatlu [3,5], za$ kwantylem rzedu 3/4 jest
dowolna liczba z przedziatu [5,9].
Podobnie mozemy zdefiniowaé érednia i wariancje z prébki.
Definicja 21. 5/'7“edniq z probki X1, Xo, ..., X, nazywamy liczbe
X1+ Xo+...+ X,
m =

3

n
czyli Sredniq arytmetyczng liczb X1, Xa, ..., X,.

Definicja 22. Wariancja z probki X1, Xa, ..., X, nazywamy liczbe

gdzie m jest $redniq z probki.

Uwagi:

1. Tak jak w przypadku dystrybuanty empirycznej i kwantyli, Srednia i wariancja
z prébki to po prostu wartosé oczekiwana i wariancja rozkladu empirycznego.

2. W praktyce (np. w popularnych arkuszach kalkulacyjnych) do przyblizania
wariancji zmiennej losowej na podstawie prébki czesto uzywa sie raczej wyrazenia
n

ni 1 Z(Xi B m)2,

i=1

poniewaz jednak wyjasnienie dlaczego w mianowniku pojawia sie liczba (n — 1)
wymagaloby wprowadzenia dodatkowego aparatu statystyki matematycznej, nie
bedziemy wnikaé w szczegoly.

Przyklad: Srednia empiryczna probki 2, 4,2, 6 wynosi
1
m= Z(2+4+2+6) = 3.5,
za$ wariancja

82:

[(2—3.5)>+ (4 —3.5)2 + (2 —3.5)> 4 (6 — 3.5)%] = 2.75.

=

16. ROZKELAD LACZNY ZMIENNYCH LOSOWYCH

W interesujacych modelach probabilistycznych mamy z regulty do czynienia z
kilkoma powigzanymi ze soba zmiennymi losowymi. Aby opisaé¢ ich wzajemne
zaleznosci wygodnie jest rozpatrywac je lacznie i traktowaé jako wektor losowy
(zmienng losowa o wartosciach w przestrzeni wielowymiarowej). Jesli na przyktad w
modelu wystepuja zmienne X1, Xo, ..., X, (gdzie X;: Q — R), mozemy utworzy¢ z
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nich pojedynczy wektor losowy X = (X1, Xa,...,X,) o wartosciach w przestrzeni
R™. Na zmienne losowe wielowymiarowe tego typu mozemy rozszerzy¢ niektére
(cho¢ nie wszystkie!) znane nam juz definicje.

Definicja 23. Rozkladem wektora losowego X = (X1, Xo, ..., X,) nazywamy praw-
dopodobieristwo px na (R™, B(R™)), dane wzorem

ix(4) = B(X € A)

dla A € B(R).

Uwagi:
1. Powyzsza definicja jest analogiczna do definicji rozktadu rzeczywistej zmiennej
losowe;.

2. Rozklad wektora X = (X1, Xa,. .., X,,) nazywamy réwniez lacznym rozkltadem
zmiennych Xi, X, ..., X,,. Mozemy z niego odtworzy¢ rozklady poszczegdlnych
zmiennych X; podstawiajac za A odpowiednio dobrany zbiér. Jesli na przyklad
chcemy obliczy¢ ux,(B) = P(X; € B) dla pewnego zbioru B C R, definiujemy

A=Rx..xRxBxRx...xR

i—1 n—i

i korzystamy z réwnosci
P(Xi € B) = B(X1, Xa, ..., X») € A) = x(A).

3. Rozklady zmiennych Xj,..., X, nazywane sa rozkladami brzegowymi wek-
tora losowego X.

Przyklad: Rzucamy dwukrotnie symetryczna moneta. Niech X; (i = 1,2) beda
zmiennymi losowymi przyjmujacymi wartos¢ 1, jesli w i-tym rzucie wypad?l orzet
oraz 0 w przeciwnym przypadku. Mamy zatem

1 1
Bx, = HX, = 550(14) + 551(14)-

Rozktad taczny zmiennych X;, X2 dany jest wzorem

1
(x1,x2)(A) = 1(5(0,0)(/1) +0(0,1)(A) + 0(1,0)(A) + 1,1)(A))

dla A C R2, borelowskiego. Rozklad ten skoncentrowany jest w punktach (0,0),
(0,1), (1,0), (1,1). Niech teraz X3 bedzie zmienng losowa dana wzorem X3 =
1 — Xy. Jak latwo zauwazy¢, ux,; = px, = px,. Tym niemniej rozktad p(x, x,)
jest skoncentrowany w dwéch punktach (0,1), (1, 0); dokladniej

1 1
(X1, X5) = 55(0,1) + 55(1,0) # (X, X5)

Jak zatem widzimy, rozklad taczny zawiera w sobie duzo wiecej informacji na
temat zmiennych Xi, Xo, ..., X, niz rozklady brzegowe.

W dalszej czedci ograniczymy sie do badania rozktadéw lacznych dwoéch zmien-
nych losowych. Warto jednak podkresli¢, iz podane definicje w naturalny sposéb
przenosza sie na rozklady taczne wiekszej liczby zmiennych.
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Zaczniemy od zdefiniowania dwuwymiarowych rozkladéw dyskretnych i ciaglych.
Definicje te sa analogiczne do znanych nam juz definicji dla zmiennych jednowy-
miarowych.

Definicja 24. Wektor losowy (X,Y) nazwiemy dyskretnym, jesli istnieje przeli-
czalny zbior S C R2, taki Ze px,y)(S) = 1.

Definicja 25. Wektor losowy (X,Y) nazwiemy ciaglym, jesli istnieje gestosé, czyli
funkcja g: R? — [0, 00), taka zZe dla kaidego zbioru A € B(R?),

1ix,y)(A) = //Ag(x,y)dacdy.

Przyklady:

1. Wektory (X1, Xs) oraz (Xi,X3) z poprzedniego przykladu maja rozklady
dyskretne.

2. Jak latwo sprawdzi¢, funkcja g(z,y) = 5= exp(—(z? + y?)/2) jest gestoicia
rozkladu prawdopodobienistwa na R2.

3. Losujemy punkt (X,Y) z kota D o $rodku w punkcie (2,2) i promieniu R.
Wektor (X,Y) jest wéwczas wektorem ciaglym o gestosci
1 L edli(z — 2)% + (y — 2)% < R?
z,y) = —=1p(x,y) = -
9(z,y) T p(z,y) {0 w DD,

Twierdzenie 20. Zaldimy, ze (X,Y) ma rozktad z gestoscia g. Wowczas rozklady
brzegowe zmiennych X oraz Y takze sq ciagle, co wiecej, odpowiednie gestoSci wy-
n0szq

g9x(x) Z/Rg(way)dy, gy(y)=/Rg(w,y)dw-

Ogdlniej, jesli n-wymiarowy wektor ma gestosé g, to jego k-ta wspolrzedna ma
rozktad z gestosciq gi, ktora uzyskujemy odcatkowujac g po wszystkich zmiennych
roznych niz xy:

gr(xg) = / g(x1,22,. .., xp)drrdey . . . drg_1dTgsq .. . dy,.
]Rn—l
Podamy kilka uzytecznych faktow - uogdlnien dobrze znanych nam wzoréw z
przypadku jednowymiarowego.

Twierdzenie 21. (i) Jesli (X,Y) jest dyskretng zmienng losowq skoncentrowang
na zbiorze S i ¢ : R — R jest funkcjq borelowska, to

E¢(X,Y)= > o, y)P((X,Y) = (z,y))
(xz,y)es

(0 ile wartos¢ oczekiwana istnieje).
(i1) Jesli (X,Y) jest zmienng losowq o rozkladzie ciaglym (z gestosciq g) i ¢ :
R? — R jest funkcjg borelowska, to

Bo(X.Y) = [[ olaate. sy

(0 ile warto$é oczekiwana istnieje).
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Przyklady:
1. Zalézmy, ze (X,Y’) ma rozklad dany przez
P(X,Y)= (k1) =271 kil=12, ..

i sprébujmy wyznaczyé¢ E(X +Y).
Stosujemy powyzsze twierdzenie dla ¢(x,y) = x + y. Mamy wiec

E(X+Y) = i(mm k=l ZZ (k+1)27+ L
k,l=1 =1

Zajmijmy sie najpierw wewnetrzng suma. Zauwazmy, iz dla z € [0,1) zachodzi

wzOr
[ee} !/ 1
St = (Xot) = (755) oo
— < ) l1-—2z (1-=z)
Wobec tego
PRSRESES DICREES P
1=1 1=1 1=1
o] 1 -1
=k27F 2Rty (S
=k2 ko k"l g = go Rk o7k
a zatem

) o] k—1

1 1

EX+Y)= § (k27F 427+ 1) §§ < ) +2=54+2=4
=1 k=1

2. Zalézmy, ze (X,Y) ma rozklad z gestoscia

g(ZE, y) = 241‘?/ : 1{(m,y):1207y20,z+y§1}-

Obliczymy E(X? + 1). Otéz, stosujac powyzsze twierdzenie dla ¢(x,y) = 2% +1 i
rozbijajac calke laczng na calki iterowane, dostajemy

1 1-x
E(X?+1) = / o(x,y)g(x,y)drdy = / / (2° 4+ 1) - 24wy dyda.
R? o Jo
Zajmijmy sie najpierw wewnetrzna catka. Mamy

. (1—x)2

5 = 122° — 242* + 2423 — 2422 + 12z.

l1—x
/ (22 41) - 24aydy = 24(z* + 1)z
0

Calkujac powyzszy wielomian po przedziale [0, 1] dostajemy E(X?2 + 1) = 1,2.
Zdefiniujemy teraz dwie wazne charakterystyki liczbowe par zmiennych losowych.

Definicja 26. Niech (X,Y) bedzie dwuwymiarowa zmienng losowq o catkowalnych
wspdlrzednych (czyli, innymi stowy, zalézmy, ze X, Y sq rzeczywistymi, catkowalnymi
zmiennymi losowymi) takich, ze E|XY| < oco. Kowariancjq zmiennych X, Y nazy-
wamy liczbe

Cov(X,Y) =E(X — EX)(Y —EY).
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Jesli dodatkowo VarX, VarY > 0, definiujemy wspotczynnik korelacji liniowej zmien-
nych X,Y, jako

Cov(X,Y)  Cov(X,Y)
v VarX - VarY oxoy

Uwaga: Kowariancja i wspétczynnik korelacji zmiennych X, Y nie zmienia sie,
gdy te zmienne ,,przesuniemy”, tzn., jesli X1 = X+a oraz Yy = Y+b, gdziea, b € R,
to Cov(X,Y) = Cov(X1,Y1) oraz p(X,Y) = p(X1,Y1). Jest to natychmiastowy
wniosek z liniowoéci wartosci oczekiwane;j.

p(X,Y) =

Przypu$émy teraz, ze zmienne losowe X,Y okreSlone sa na dyskretnej prze-
strzeni probabilistycznej Q@ = {1,2,...,n} z prawdopodobienistwem klasycznym
P(A) = |A|/n. Z definicji, zmienne losowe X,Y to funkcje na 2, a zatem mozemy
je interpretowaé jako ciagi liczb: X = (z1,29,...,2,), Y = (y1,Y2,.-.,Yn) (gdzie
z; = X)),y = Y(), s =1,2,...,n). Sprébujmy podaé geometryczng in-
terpretacje wspdtczynnika korelacji zmiennych X, Y. Na podstawie powyzszej
uwagi o przesunieciach mozemy zalozy¢, ze EX = (1 4+ ...+ z,)/n =0, EY =
(y1 + ...+ yn)/n=0. Wéwczas

% D i1 TiYi D i TiYi
p(X, Y) = —T~7 2 1~ 5 T D) D 5"

Vi ai /T Y Vi T Y
Korzystajac z algebry liniowej i interpretujac ciagi (z;), (y;) jako wektory w prze-
strzeni R™, widzimy, ze wspélczynnik korelacji to cosinus kata miedzy tymi wek-
torami. W szczegélnosci [p(X,Y)| < 1. Co wiecej, jesli p(X,Y) jest bliskie 1, to
zmienne X,Y (po przeskalowaniu) sa w pewnym sensie bliskie, jesli za$ p(X,Y)
jest bliskie —1, odpowiadajace im wektory wskazuja w ,,przeciwnych kierunkach”.
Takie intuicyjne rozumienie wspdtczynnika korelacji przenosi sie na przypadek do-
wolnych zmiennych losowych, dzigki tzw. nieréwnosci Schwarza — twierdzeniu o
bardzo wielu zastosowaniach w réznych dzialach matematyki.

Twierdzenie 22. Niech X,Y : Q — R bedq zmiennymi losowymi takimi, ze EX? <
00, EY? < 0o. Wéwczas

[EXY| < (EX2)Y2(EY?)!/2,

Co wiecej, rownosé w powyzszej nierownosci zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy ist-
niejq takie dwie liczby a,b (z ktérych co najmniej jedna jest réina od zera), Ze

PlaX =bY) =1.
Jako wniosek z nieréwnoéci Schwarza, dostajemy

Twierdzenie 23. Jesli X,Y : Q — R sq zmiennymi losowymi o skonczonej i nie-
zerowej wariancyi, to |p(X,Y)| < 1. Ponadto, jesli |p(X,Y)| = 1, to istniejq takie
liczby a, be R, ze Y =aX + 0.

Mozna tez wprowadzi¢ dystrybuante zmiennej dwuwymiarowej (X,Y).

Definicja 27. Dystrybuantq dwuwwymiarowej zmiennej losowej (X,Y) nazywamy

funkcje Fixyy : R? — [0,1] dana wzorem
Fixyy(s,t) =P(X <s,Y <t).

Wprowadzimy teraz odpowiedniki wielowymiarowe wartosci oczekiwanej i wa-
riancji.
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Definicja 28. Jesli (X,Y) jest dwuwwymiarowq zmienng losowq, to:

a) jesli X orazY sq catkowalne, to waroéciq oczekiwang E(X,Y') zmiennej (X,Y)
nazywamy wektor (EX,EY).

b) jesli X orazY sq catkowalne z kwadratem, to macierzq kowariancji zmiennej
(X,Y) nazywamy macierz

VarX Cou(X,Y)
Cov(X,Y) Vary

Analogiczne wzory zachodzq dla zmiennych losowych o wartosciach w RY, d > 3:
warto$é oczekiwana definiujemy jako wektor (EX1,EXs, ..., EXy), a macierz ko-
wariancyi - jako (Cov(Xi, X;))1<i,j<d-

Wartos¢ oczekiwana i macierz kowariancji zachowuja sie w sposéb regularny przy
przeksztalceniach liniowych. Mamy nastepujacy fakt.

Twierdzenie 24. Zalézmy, ze X = (X1, Xo,...,X,) jest zmienng losowa, a A -
macterzg m X n.

(i) Jesli X posiada skoriczong wartos$é oczekiwana, to zmienna AX tez ma skoriczong
warto$é oczekiwang i E(AX) = AEX.

(ii) Jesli istnieje macierz kowariacji Qx zmiennej X, to istnieje tez macierz
kowariancji zmiennej AX i wynosi ona Qax = AQx A.

Twierdzenie 25. Zatozmy, ze X jest zmienng losowq o rozktadzie cigglym w R™,
m jest pewnym wektorem w R™, a T jest pewnym nieosobliwym przeksztatceniem R™
w siebie (tzn. detT # 0, gdzie T utoisamiamy z jego macierzq). Wowczas zmienna
TX +m ma gesto$é

1
= ——gx (T (z —m)).
97X +m(T) |detT|gX( (x —m))
17. NIEZALEZNE ZMIENNE LOSOWE

Definicja 29. Zmienne losowe X1,..., X, : Q — R nazywamy niezaleznymsi, jesli
dla dowolnego ciqgu By, Ba, ..., B, zbiorow borelowskich zachodzi

P(X; € B, X5 € By, ..., X, € B,) =P(X; € B1)P(Xs € By)...P(X,, € By).

Uwagi:

1. Latwo wykazaé, ze zmienne X1, Xo, ..., X, sa niezalezne wtedy i tylko wtedy,
gdy dla dowolnych zbioréw borelowskich By, Bs,..., B, zdarzenia {X; € Bi},
{Xs5 € Ba}, ..., {X, € B,} sa lacznie niezalezne.

2. Podobnie jak w przypadku niezaleznosci zdarzen, nalezy pamietaé, ze nie-
zalezno$¢é parami zmiennych X1, X, ..., X,, nie implikuje niezaleznoéci tacznej tych
zmiennych. Przykladowo, jesli rzucamy dwa razy moneta oraz X; (i = 1,2) przyj-
muja wartos¢ 1, je$li w i-tym rzucie wypadl orzet oraz wartos¢ —1, jesli w i-tym
rzucie wypadla reszka, natomiast X3 = X - Xo, to {X1, Xo}, {X1, X5}, {X2, X5}
stanowia pary niezaleznych zmiennych losowych, jednak X, X5, X3 oczywiscie nie
sg niezalezne.

Sprawdzanie niezaleznosci zmiennych losowych wprost z definicji jest dos¢ skom-
plikowane. Szczesliwie, w przypadku zmiennych dyskretnych i ciaglych mozna
podaé prostsze kryteria niezaleznosci.



36

Twierdzenie 26. Niech X1, Xo,..., X, beda dyskretnymi zmiennymi losowymi,
za$ Sx, takimi zbiorami przeliczalnymi, ze P(X; € Sx,) = 1. Wdowczas zmienne
X1, Xo,..., X, sq niezalezne, wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego ciqgu x1, x2,

.., Tp takiego, Ze x; € Sx,, 1 =1,2,...,n, zachodzi rownosc¢
P(Xl = ,CCl,XQ =T2,... ,Xn = ,CCn) = P(Xl = ,CCl)P(XQ = ,CCQ) ..t P(Xn = ,CCn)
Przyklady:

1. Przeprowadzamy n préb Bernoulliego z prawdopodobienstwem sukcesu p.
Niech

1 jesli wi-tym rzucie zaszedl sukces,

X = 1{sukces w i-tym rzucie} — {0 w przeciwnym przypadku

Woéwezas zmienne X1, ..., X, sa niezalezne. Aby to wykazaé, wystarczy sprawdzi¢
warunek z twierdzenia dla kazdego ciagu binarnego. Niech wiec x1,...,z, € {0,1}.
Woéweczas z definicji schematu Bernoulliego,

P(X; =21, X0 =29,..., X, =x,) = pXi=1 % (1 —p)”fzyzlzj

oraz
1
= Z P(X; =y; dlaj#i, X;=ux;)
Y1,Y25Yi—1:Yit 15, Yn=0
1
= > pr (L —p) T [ (i =p) = pT (=)
Y1,Y25--Yi—1,Yit1,--:Yn=0 VE
(gdyz p'(1 —p)° +p°(1 —p)! = 1), a zatem
P(Xl = ,CCl,XQ =T2,... ,Xn = ,CCn) = P(Xl = ,CCl)P(XQ = ,CCQ) ..t P(Xn = ,CCn)
2. Rzucamy n razy kostka. Niech X; oznacza liczbe oczek wyrzuconych w i-tym
rzucie. Wéwezas dla dowolnego ciagu a1, za, . . ., &y, gdzie z; € {1,2,...,6}, mamy
1

P(X1=$1,X2=$2,...,Xn:xn):6_n_

Z drugiej strony, jesli A to zbidr tych ciagéw w = (w1,wa,...,wy) € {1,2,...,6}",
7e w; = x;, to

4] 6"t 1
Ki=2) =6 = =5
Zatem dla dowolnego ciagu x1, o, ..., x, jak wyzej,
P(Xl = ZL'1,X2 =T, .. .,Xn = ZL'n) = P(Xl = ZEl)P(XQ = 1'2) LR P(Xn = ZL'n),
czyli zmienne X1, Xo, ..., X, sa niezalezne.

Odpowiednie twierdzenie dla zmiennych ciagltych wyraza sie poprzez gestosci i
rozktad taczny zmiennych losowych.

Twierdzenie 27. Niech X1, Xo,...,X,: Q — R beda ciaglymi zmiennymi loso-
wymi o gestosciach g1, g, ..., gn, odpowiednio. Wowczas zmienne X1, Xs,..., X,
sq niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja g: R™ — [0, 00), dana wzorem

g($1a$2’ ce ’xn) = g1($1)92($2) T 'gn(‘rn)a
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Jest gestosciq rozktadu p(x, x,,.. x,.)-

Przyklady

1. Niech (X,Y) bedzie punktem wylosowanym z kota o srodku w punkcie (0, 0)
i promieniu 1. Jak latwo sprawdzié¢, wektor losowy (X,Y) ma wéwczas gestosé

fag) =4 siety <,
’ 0 jedliz?+y?>1.

Zatem dla t € (0,1),

Fx(t)=P(X <t)= IP’((X,Y) € (—o0,t) x R) = /too /O:o f(z,y)dydx

1— 12 2 t
/ / dydz = —/ 1— 22dx
Vi—z? ™)1

oraz Fx(t) = 0dlat < —11 Fx(t) =1 dlat > 1. Rézniczkujac dystrybuante
widzimy, ze zmienna X ma gestoéé g(z) = 2r~ 11 — 221 (_1,1)(w). Przez symetrie,
g jest takze gestoscia zmiennej Y. Poniewaz g(x)g(y) # f(z,y), zmienne X,Y nie
sa niezalezne (co jest intuicyjnie jasne, skoro spetniaja warunek X2 +Y? < 11
przyjmuja dowolne wartosci z przedziatu [—1, 1]).

2. Niech teraz (X,Y") bedzie punktem wylosowanym z kwadratu o wierzcholtkach
w punktach (£+1,+1). Wektor (X,Y) ma gestos$é

f(z,y) = 31[71,1] (x)l[—u] (y).

Latwo sprawdzié¢ calkujac powyzsza gestos¢ po odpowiednich wspdlrzednych, ze
zmienne X, Y maja te sama gestosé g(z) = 2_11[_171](:5). Mamy f(z,y) =
9(2)g(y), zatem zmienne X,Y sa niezalezne.

3. Niech (X,Y) bedzie dwuwymiarowa zmienng losowa o gestosci

f(z,y) = e Y1j0<a<t, y>0}-
Woéwczas zmienna X spehia

px(A) =P(X € A) =P((X,Y) € A xR)

// 0,1](®)e" Y1, 00) (¥ )dydﬂf:/Al[o,l](w)d%

a zatem ma rozklad o gestodci g1 (7) = 1jg,1)(2) (czyli rozklad jednostajny U(0,1)).
Podobnie, zmienna Y spelnia

iy (A) = P(Y € A) = P((X,Y) € R x A)
= / / Lio,1)(z)e™1j0,00) (y)dyda = / e Y1 [0,00) (y)dy,
RJA A

czyli ma gestodé ga(y) = e Y1jp,o0)(y) (rozklad wykladniczy Exp(1)). Poniewaz
flx,y) = g1(x)g2(y), to zmienne X,Y sa niezalezne.

Ponizsze dos¢ skomplikowane w zapisie twierdzenie méwi, ze funkcje od niezalez-
nych zmiennych losowych pozostaja niezalezne. Przyktadowo, jesli X, Y, T, Z sa
niezaleznymi zmiennymi losowymi, zaé f: R? — R, g, h: R — R sa funkcjami bore-
lowskimi, to zmienne f(X,Y),g(T), h(Z) sa niezalezne.



38

Twierdzenie 28. Rozwaimy zmienne losowe
X1717X1727 cee 7X17k17X2717X2725 ceey X21k25 ceey Xnﬁla Xn,% ce 7X’ﬂ7kn
oraz funkcje borelowskie p;: RF — R, i =1,2,...,n. Jesli powyisze zmienne sq
niezalezne, to rowniez zmienne
Yi=p1(X11, X12, .0, Xiw),
Yo = p2(Xa1, Xo2, -, Xok, ),
Y, = (pn(Xn,la Xn,2a cee aXn,kn,)
sq niezalezne.

Wrécimy teraz do charakterystyk liczbowych zmiennych losowych, by przekonaé
sie, ze niezalezno$¢ moze nam w istotny sposéb pomoéc w ich obliczaniu.

Twierdzenie 29. Niech X1, Xo,..., X, bedq niezaleznymi zmiennymi losowymi,
postadajgcymi wartosé oczekiwanag. Wowczas zmienna X1-Xo-. .. - X, rowniez ma
warto$¢ oczekiwang i zachodzi rownosé

E(X1Xe-...- X,,) =EX; - EXy-...-EX,,.
Przyklad: Rzucamy 100 razy kostka. Niech X; oznacza liczbe oczek wyrzu-

conych w i-tym rzucie oraz X = X1 - X5 -...- X,,. Zmienne X; sa niezalezne i
EX; = 3.5, a zatem EX = (3.5)100.

Zauwazmy, ze jesli zmienne X, Y sa niezalezne, to ,przesuniete” zmienne X —EX
Y — EY takze sa niezalezne. Zatem

Cov(X,Y)=E(X —EX)(Y —EY) = [E(X —EX)]- [E(Y —EY)] =0,

gdyz E(X — EX) = EX — E(EX) = EX — EX = 0. Udowodniliémy zatem
nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 30. Jesli X,Y sq niezaleznymi zmiennymi losowymi takimi, Ze za-
chodzi E|XY| < oo, to Cov(X,Y) = 0. Jesli dodatkowo zmienne X,Y maja
skoriczong, niezerowq wariancje, to zeruje sie takze ich wspotczynnik korelacy,

p(X,Y) = 0.
Definicja 30. Zmienne losowe XY nazwiemy nieskorelowanymi, jezeli
p(X,Y) =0.

Uwaga: Jak zatem widzimy, niezalezne zmienne losowe sa zawsze nieskorelo-
wane. Implikacja odwrotna nie musi jednak zachodzicé.

Przyklad: Jak juz wiemy, zmienna losowa (X,Y") o rozkladzie jednostajnym na
kole jednostkowym nie ma niezaleznych wspdlrzednych. Ale, z drugiej strony,

1
2
EX =EY = z—+v/1—22dz =0

1
oraz

1 1 Vv 1712
COV(X,Y):EXY—UO:EXY:—/ / xydydz = 0,
T J-1J-V1=2?
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gdyz wewnetrzna catka wynosi 0. Poniewaz (X,Y) jest ograniczona, wiec jej
wspdlrzedne sa catkowalne z kwadratem; mamy zatem takze p(X,Y) = 0. Zmienne
X, Y sa wiec nieskorelowane, ale sa zalezne.

Twierdzenie 31. Niech X1, Xo,..., X, beda niezaleznymi zmiennymi losowymsi o
skoriczonej wariancyi. Wowczas zmienna X1 + Xo + ...+ X, takze ma skonczong
wariancje oraz

Var(X; + Xo + ...+ X)) = Var(Xy) + Var(Xz) + ... + Var(X,,).

Dowdéd: Poniewaz wariancja nie zmienia sie na skutek przesuwania zmiennych, wy-
starczy udowodni¢ powyzsza réwnosé dla scentrowanych zmiennych, tzn. o éredniej
0. Mamy wowczas

Var(X; + Xo+ ...+ X)) = E(X; + Xo + ... + X,,)?
=EX? +EX7 +...+EX? +2> EX;X;

i<j
= Var(X;) + Var(Xs3) + ...+ Var(X,,) + 2 ZCOV(XZ', X;).
i<j
Powyzszy wzor jest prawdziwy dla dowolnych zmiennych losowych (catkowalnych
z kwadratem). W naszym przypadku dysponujemy dodatkowym warunkiem, iz

zmienne sa niezalezne; pociaga to za soba, iz wszystkie kowariancje sa réwne 0.
Stad teza. O

Przyklad: Rzucamy 100 razy kostka. Niech X oznacza taczna liczbe wyrzuco-
nych oczek. Mozemy zapisa¢ X = qu X, gdzie X; — liczba oczek wyrzucona w

i=
i-tym rzucie. Jak wiemy, zachodzi réwnosé

35
VarX; = —,
ar D
skad (i z niezaleznosci zmiennych X;),
3500
VarX = —.
ar B

Podamy tu jeszcze jeden wazny fakt dotyczacy rozkladu sum niezaleznych zmien-
nych losowych.

Twierdzenie 32. Zaldimy, Ze X, Y sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozk-
tadach ciaglych z gestosciami gx, gy. Wowczas zmienna X + Y ma rozkltad z
gestosciq bedacq splotem funkcji gx i gy, tzn.

gx+v () = gx * gy (x) = /Rgx(y)gy(w —y)dy = /Rgx (x —y)gy (y)dy.

Przyktady zastosowania powyzszego twierdzenia oméwimy w dalszej czesci wyk-
tadu.

Na zakoriczenie tego rozdzialu oméwimy nieco dokladniej wielowymiarowy ana-
log rozkltadu normalnego. Zacznijmy od przypadku dwuwymiarowego. Standardo-
wym rozkltadem normalnym w R? jest rozklad zmiennej (X, Xo), gdzie X1, Xo sa
niezalezne i maja rozktady A(0,1). Taki rozktad ma gestosé

gla,y) = %exp {—%(ﬁ +y2)] :
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Ogdlniej, niech m = (my, m2) bedzie wektorem w R? oraz A bedzie symetryczna
i dodatnio okreslona macierza 2 x 2, (ostatni warunek oznacza, iz a;; > 0 oraz
detA > 0). Okreslmy

o) = Yoo exp (=5 (Al — iy = ma). (2 = iy~ ma) ).

gdzie (z,y) oznacza iloczyn skalarny wektoréw x, y € R?. Bardziej wprost, jesli

to funkcja g dana jest wzorem

/ 2
11022 — A3y

2

- exp <%(a11(z —m1)? 4 2a12(z — my)(y — ma) + aza(y — m2)2)> )

g(w,y) =

Woéweczas g jest gestodcia rozkladu o $redniej (my, ma) i macierzy kowariancji Q =
A1, Rozklad ten nazywamy rozktadem normalnym o sredniej m i macierzy kowa-
riancji Q.

Okazuje sie, ze dwuwymiarowe rozkltady normalne daja sie otrzymac poprzez
liniowe (a raczej afiniczne) przeksztalcenie 7' : R? — R? standardowej zmiennej
(X1, X2); istotnie, majac dana macierz A i wektor m jak wyzej, istnieje prze-
ksztalcenie liniowe S takie, ze A = SS* i jako szukane przeksztalcenie afiniczne
wystarczy wzia¢ T = SX + m.

Ogdlna definicja jest nastepujaca. Niech m = (mq,ma,. .., m,) bedzie wektorem
w R"™, a A bedzie dodatnio okreslona macierza n x n (tzn. dla dowolnego wektora
x € R™ mamy (Ax,x) > 0, gdzie tym razem (-,-) oznacza iloczyn skalarny w R™).
Rozktad o gestosci

771/2 exp 5

g(z) = o) > ., z€eR",

nazwiemy rozkladem normalnym; jego $rednia jest m i macierz kowariancji wynosi
Q=A""

Podajmy kilka wlasnoéci wielowymiarowego rozktadu normalnego.

(i) Rozktad normalny jest jednoznacznie wyznaczony przez swoja $rednia i ma-
cierz kowariancji.

(ii) Jedli X ma rozklad normalny w R™, o éredniej m i macierzy kowariancji @,
k jest wektorem w R? i T jest macierza d x n, to TX + k ma rozklad normalny w
R?, o éredniej T'm + k i macierzy kowariancji TQT".

Kolejng wlasnosé zapiszemy jako twierdzenie.

Vdet A (_ (A(z — m), (x —m))

Twierdzenie 33. Zaldzmy, ze X = (X1,Xq,...,X,) ma rozklad normalny i
zmienne X1, Xo, ..., X, sa nieskorelowane. Wowczas sq one niezaleine.

Dowdd: Jesli zmienne X; sa nieskorelowane, to macierz kowariancji @ jest diago-

nalna:
o2 0 0 ... 0
0 o2 0 ... 0
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Wobec tego
1/03 0 0 0
A—Ql = 0 1/02 0 0
0 0 0 1/o

oraz det A = 1/(0102...0,)?, a wiec
() 1 . [ (x1 — ml)Q} 1 . { (T — mn)Q]
) = Xp | — R xp | —~————
g V2moy P 207 V2mo, P 202
= gl($1)92($2) .. gn(xn)

Zatem gestos¢ laczna jest iloczynem gestosci brzegowych; stad niezaleznosé¢ wspét-
rzednych. (I

18. ZAGADNIENIE REGRESJI LINIOWEJ

Rozwazymy tutaj - pokrétce - pewien problem, grajacy wazna role w zastosowa-
niach. Zalézmy, ze mamy zmienne losowe X, Y catkowalne z kwadratem i znamy
ich laczny rozktad. Ponadto, przypusémy, iz obserwujemy warto$ci zmiennej X,
a zmienna Y jest trudniejsza - badZz niemozliwa - do zmierzenia. Powstaje wiec
interesujace zagadnienie optymalnego przyblizania zmiennej Y za pomoca zmien-
nej X. Oczywiscie, musimy odpowiednio postawi¢ ten problem; bedziemy szukaé
optymalnego przyblizenia liniowego, tzn. postaci aX +b, a, b € R, a blad bedziemy
mierzy¢ w sensie Sredniokwadratowym. Innymi stowy, szukamy stalych a, b € R,
dla ktérych wielkoéé f(a,b) = E(Y —aX — b)? jest najmniejsza.

Aby rozwiazaé ten problem, zauwazmy, iz przy ustalonym a, funkcja b — f(a,b)
jest trojmianem kwadratowym, ktéry przyjmuje swoja najmniejsza warto$¢ w punk-
cie E(Y — aX). Wystarczy wiec wyznaczy¢ najmniejsza warto$é funkeji

h(a) = f(a,E(Y —aX) = E(Y —~EY —a(X —EX))? = a*VarX —2aCov(X, Y)+VarY.

Jesli zmienna X jest stala p.n. (czyli VarX=0), to wéwczas h jest funkcja staly i
widac, ze optymalnym liniowym estymatorem zmiennej Y jest jej srednia: a X +b =
aX + (EY —aEX) =EY. Jedli zas VarX # 0, to h jest tréjmianem kwadratowym
zmiennej a, przyjmujacym swoja najmniejsza warto$¢ w punkcie

_ Cov(X,Y)
- VarX
i wéwczas
Cov(X,Y)
b=EY —EX - —————~.
Var X
Uwagi:

1. Wida¢, ze do powyzszych obliczen nie potrzebowaliSmy caltej wiedzy o rozkladzie
tacznym zmiennych (X,Y’). Wystarczy nam znajomo$¢ $rednich i wariancji zmien-
nych X, Y oraz ich kowariancji.

2. W praktyce nie znamy tych wielkoéci, dysponujemy tylko pewna probka
danych. Wowcezas mozemy przeprowadzi¢ powyzsze rozumowanie w oparciu o
wielko$ci empiryczne.
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19. PRZEGLAD WAZNIEJSZYCH ROZKLADOW PRAWDOPODOBIENSTWA

19.1. Rozklad wykladniczy dwustronny (rozklad Laplace’a) z parame-
trem A > 0. Jest to ,,usymetrycznienie” rozkladu wykladniczego: jesli X;, Xs
sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie Exp(A), to ich réznica ma dwu-
stronny rozklad wykladniczy. Rozklad ten posiada gestosc

1
g(z) = §>\€_MZ|.

Mamy EX = 0, VarX = 2/A2. Ponadto, X ma rozklad symetryczny, tzn. X ma
ten sam rozklad, co —X.

19.2. Rozklad Gamma I'(a,b), a,b > 0. Zacznijmy od definicji funkcji T'. Jest
to funkcja okreslona na polprostej dodatniej, dana wzorem

F(a):/ t*tetdt.
0

Funkcja I" uogélnia silnie; mamy mianowicie I'(n) = (n — 1)1 dlan =1, 2, .. ..
Niech teraz a, b beda liczbami dodatnimi. Zmienna losowa X ma rozktad I'(a, b),
jesli ma gestosé

ga,b(x) = F(a) zaileibml(o,oo) (:C)

Szczegdlne przypadki:
(i) jesli wzia¢ a = 1, dostajemy rozktad wykladniczy z parametrem b.
(ii) jesli a jest liczba calkowita, to I'(a, b) nazywamy czasem rozktadem Erlanga.
(iii) jesli n jest liczba calkowita dodatnia, to I'(n/2,1/2) nazywamy rozkladem
X2 - chi kwadrat z n stopniami swobody.
Latwo policzy¢, ze EX = a/b oraz VarX = a/b?.

Twierdzenie 34. Zaléimy, Ze zmienne losowe X1, Xa, ..., X, sa niezalezne 1
majq rozklady T'(a1,b), I'(az,b), ..., T'(an,b), odpowiednio. Woéwczas zmienna X1+
Xo+...+ X, marozktad T'(a1 + a2+ ...+ an,b).

Dowdd: Ze wzgledu na indukcje, wystarczy udowodnié¢ teze dla n = 2. Gestos$é
rozktadu X; + X5 zadana jest przez splot

b —1_—by
1 2 T)= “ € 1 o]
IX1+X ( ) /]Rr(al)y (0, )(y)

be
F((IQ)

(z — ) Le D1 oy (@ — y)dy

paitaz b /I 1 1
=——€ 7 BT —y)*? T dy.
(e )T (a2) Y (—y) Y

Po podstawieniu w calce y = xt dostajemy, iz
IX14+Xa (w) =C. $a1+a27167b11(0700) (w)

dla pewnej stalej C. To za$ oznacza juz, iz X; + X2 ma rozklad T'(a; + as,b);
istotnie, poniewaz gx,tx, jest gestoscia, to calka z niej wynosi 1; zatem stala C
musi wynosic

ba1+a2

F(a1 —+ ag) ’



43

Jako wniosek dostajemy, iz suma n niezaleznych zmiennych losowych o rozkladzie
wykladniczym z parametrem A ma rozklad Erlanga.

Kolejny fakt ilustruje ciekawy zwiazek miedzy rozktadem chi kwadrat a rozktadem
normalnym.

Twierdzenie 35. Zaloimy, ze X1, Xo, ..., X, sq niezaleznymi zmiennymi loso-
wymi o rozktadzie N'(0,1). Wowczas zmienna X7 + X3 + ...+ X2 ma rozktad chi
kwadrat z n stopniami swobody.

Dowdd: Wystarczy udowodnié¢, ze zmienna X7 ma rozktad I'(1/2,1/2) i skorzystac
z poprzedniego twierdzenia. To za$ uzyskujemy prosto przez obliczenie dystrybu-
anty X7 i jej zrézniczkowanie. (]

Rozktad chi kwadrat pojawia sie w naturalny sposéb przy badaniu sredniej i
wariancji z probki o rozkladzie normalnym, co ma do$é¢ duze znaczenie w statystyce.

Twierdzenie 36. Jezeli X1, Xs,...,X,, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o
rozktadzie N'(0,1) oraz m, s? oznaczajq odpowiednio sredniq i wariancje z préby:

17’7,
:52 X;

1
:EEZ

to /nm ma rozktad N'(0, 1), ns? ma rozktad x2_, oraz zmienne m, s* sq niezalezne.

19.3. Rozklad lognormalny (logarytmicznie normalny) L(m,o), m € R,
o > 0. Jest to rozklad zmiennej Y = eX, gdzie X ~ N(m,0?). Ma on gestoéé

g(z) = \/%m exp (—W) 1(0,00) (#)-

Rozktady lognormalne stuza w ekonomii np. do modelowania cen akcji. W nieco
nieprecyzyjnym ujeciu, rozklady te pojawiaja sie przy modelowaniu iloczynow duzej
liczby zmiennych, z ktérych kazda jest blisko 1.

Mozna policzy¢, iz EY = exp(m + 302), VarY = (exp(c?) — 1) exp(2m + o2).

Twierdzenie 37. Jesli Y1, Yo, ..., Y, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o
rozktadach lognormalnych L(my,01), L(ma,02), ..., L(my,0,), to ich iloczyn ma
rozktad lognormalny L(my +ma + ...+ M, \/0? + 02 + ...+ 02).

Wynika to natychmiast z analogicznej wtasnosci rozktadu normalnego.

19.4. Rozklad Cauchy’ego Cau(a,m), a > 0, m € R. Jest to rozklad z gestoscia
a

m((x —m)2 +a2)’

Najczesciej spotyka sie rozktad Cau(1,0) (standardowy rozktad Cauchy’ego).

g(x) =

Twierdzenie 38. Jesli X1, Xo, ..., X, sq niezaleznymi zmiennymi o standardo-
wym rozktadzie Cauchy’ego, to ich suma ma ten sam rozktad, co zmienna nX;.

Rozktad Cauchy’ego nie posiada skonczonej wartosci oczekiwanej.
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19.5. Rozklad Pareto. Jest to rozktad o gestosci

ab®
Gap(x) = Wl[b,oo)(‘r)’ a,b>0.
Stuzy on do modelowania dochodéw badz wielkosci miast, Srednic meteorytow, itp.

Mamy EX = ab/(a — 1) dla a > 1, VarX = ab?*/[(a — 1)*(a — 2)] dla a > 2.

19.6. Rozklad F-Snedecora, F(dy,ds), di, d2 =1, 2,.... Jest to wazny rozklad
w statystyce. Zmienna losowa X ma rozklad F(di,ds), jesli X = %/%, gdzie Y1,
Y, sa niezalezne i Y; ma rozklad x3 , i =1, 2.

Rozklad F(dy,ds) posiada gestosé

d1 T d1/2 dl T d2/2
(:C) . (dl I+d2) (1 T d Ierz) 1 (:C)
Jd1,da\F) = 2 B(d1/2,d2/2) (0,00)1)>

gdzie B oznacza funkcje beta:

! I'(a)I'(b
B(a,b) = /O tr 11 =)’ tdt = % a, b>0.
Srednia wynosi da/(d2 — 2) dla ds > 2, a wariancja
2d3 (dy + dg — 2)
dq(dy — 2)?(da — 4)
19.7. Rozklad t-Studenta. Jest to rozktad w naturalny sposéb pojawiajacy sie

w statystyce. Rozktad ¢-Studenta o n stopniach swobody to rozklad zmiennej
VX /Yy, gdzie X, Y, sa niezalezne, X ~ N (0,1) i Y, ~ x2. Ma on gestos¢

1
1 T(in+1 2\ —3(n+l)
gnlx) = - (2(n1 D142 n=12 ...
vnr - T(3n) n
Dla n = 1 dostajemy standardowy rozklad Cauchy’ego.

Wartos¢ oczekiwana nie istnieje dla n = 1, wariancja nie istnieje dla n = 1, 2.
W pozostalych przypadkach, warto$¢ oczekiwana jest réwna 0, a wariancja wynosi

n/(n—2).
19.8. Rozklad Weibulla. Ma on gesto$é
9(z) = afz e/ ) (2), @, B> 0.

Rozktad ten stuzy do modelowania czasu ,,zycia” rozmaitych obiektéow technicznych.
Jesli X ma ten rozktad, to

dla dy > 4.

EX = BT(1 + é), VarX = g2[(1 + %) —(T(1+ é))Q].

20. WARUNKOWA WARTOSC OCZEKIWANA

Jak juz sie przekonali$my, dodatkowa wiedza na temat wyniku eksperymentu
losowego wymusza na nas przejscie do prawdopodobienstwa warunkowego i moze
istotnie zmieni¢ nasze oczekiwania co do mozliwych wynikéw doswiadczenia. Zja-
wisko to przejawia sie nie tylko na poziomie prawdopodobienistw poszczegdlnych
zdarzen, dotyczy takze wartoéci oczekiwanej zmiennych losowych. Przyktadowo,
jesli rzucamy dwa razy kostka, wartos¢ oczekiwana tacznej wyrzuconej liczby oczek
wynosi 7. Gdy jednak wiemy, ze w pierwszym rzucie wypadly dwa oczka, naturalne
jest przyjaé, ze warto$é oczekiwana tacznej liczby oczek wynosi 2 4+ 3.5 = 5.5 (czyli



45

jest suma wyrzuconej dotychczas liczby oczek i wartosci oczekiwanej liczby oczek
wyrzuconych w drugim rzucie).

Podobnie, losujac punkt (X,Y) z kwadratu o wierzchotkach (0,0), (1,0), (1,1),
(0,1) mamy EXY = EX -EY = 1/4 (zmienne X,Y sa niezalezne, o wsp6lnym
rozktadzie U([0,1])). Jedli jednak znamy warto$¢ jednej ze wspéhrzednych, np.

wiemy, ze X = 1/3, rozsadnie byloby przyjaé, ze warto$é¢ oczekiwana iloczynu
wspOlrzednych wynosi % . % = %.

Powyzsze przyklady prowadza do pojecia warunkowej wartosci oczekiwanej, niez-
wykle przydatnego w dzialach rachunku prawdopodobienstwa. Wyczerpujace omo-
wienie wszystkich wlasnoéci tego obiektu wykracza znacznie poza zakres wyktadu,
skoncentrujemy sie wiec, podobnie jak przy omawianiu rozktadéw zmiennych loso-
wych, na dwéch najwazniejszych przypadkach: dyskretnym i ciagltym.

Rozpatrzmy zatem dwuwymiarowy wektor losowy (X,Y) i zalézmy na poczatek,
ze ma on rozklad dyskretny. Wezmy z € R takie, ze P(X = z) > 0. Funkcja zbioru
A € B(R), dana wzorem pu(4) = P(Y € A|X = z) jest prawdopodobiefistwem
(spelia aksjomaty Kolmogorowa) - jest to po prostu prawdopodobieristwo warun-
kowe wzgledem zdarzenia { X = x}. Mozemy zatem zdefiniowaé warunkowq wartosé
oczekiwang zmiennej Y pod warunkiem X = x po prostu jako wartos¢ oczekiwana
rozktadu prawdopodobienstwa p.

Definicja 31. Niech (X,Y) bedzie dwuwymiarowq zmienng losowq o rozktadzie
dyskretnym, spelniajaca E|Y| < oo. Dla dowolnej liczby x € R, takiej ze P(X =
x) > 0, definiujemy warunkowq wartosé oczekiwang Y pod warunkiem X = x (ozn.
E(Y|X = z)) jako wartosé oczekiwang rzeczywistej zmiennej losowej o rozkladzie
W, danym wzorem

w(A) =P € A|X = x).
Zatem, jesli S jest zbiorem tych y € R, zZe P(Y = y|X = z) > 0 (rédwnowaznie,
P((X,Y) = (2,)) > 0), mamy
E(Y|X =2)=> yP(Y =y|X =2).
yes
Zachodzi tez odpowiednik znanego nam twierdzenia o wartosci oczekiwanej funk-

cji zmiennych losowych.

Twierdzenie 39. Jesli (X,Y) jest zmiennqg losowq o rozkladzie dyskretnym, za$
v: R — R, funkcja borelowska, takq ze E|p(Y)| < oo, to dla dowolnego x, takiego
ze P(X =) > 0, zachodzi réwnosé

E(e(V)|IX =2) = o(y)P(Y =y|X =),
yes
gdzie, jak w poprzedniej definicji, S = {y € R: P((X,Y) = (z,y)) > 0}.
Przyklady:

1. Niech (X,Y") bedzie wektorem losowym skupionym na zbiorze {(0,0), (0, 1),
(1,0)}, o rozkladzie zadanym przez wagi p(o,0) = 1/2, po,1) = P(1,0) = 1/4. Mamy

3 1 1
EY =2 04 --1=".
4 * 4 4
Ponadto P(Y = 0|X =0) = 2/3 oraz P(Y = 1|/X =0) = 1/3. Zatem
2 1 1

EY|X=0)=5-0+5-1=1.
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Analogicznie P(Y = 0|X =1) =1, a wiec

EY|X=1)=0-1=0.
Ten wynik jest intuicyjnie zupeklie oczywisty: jezeli X = 1, wartos¢ zmiennej Y
jest juz zdeterminowana (réwna 0).

2. Jezeli zmienna losowa Y jest funkcja zmiennej X, tzn. Y = f(X), to zgodnie
z intuicja, E(Y|X = z) = f(z). Rzeczywiscie, zbiér S z twierdzenia zawiera tylko
jedna liczbe y = f(z) oraz P(Y = y|X =z) = 1.

3. Niech Y bedzie zmienng losowa skupiona na zbiorze 0,1, —1, 2, —2 i rozktadzie
zadanym przez wagi

1 1 1 1
Pbo = 3 p1:p—1:6, b2 = 1 p—ziﬁ-
Rozwazmy zmienng losowa X = |Y|. Mamy
P(Y =0/X=0)=1,

wiec E(Y|X = 0) = 0. Ponadto
1
P(Y = 11X = 1) =P(Y = ~1|X = 1) = 3,

wiec réwniez

1 1
E(Y[X=1)=1-5+(-1)-5 =0.
Z kolei P(Y = —2|X =2) = 1/4 oraz P(Y = 2|X = 2) = 3/4, zatem
1 3
EYIX=2)=(-2)-—-4+2--=1.
VIX=2)=(2) ;+2.0

Przejdzmy teraz do zmiennych X, Y o lacznym rozkladzie ciaglym i niech g: R? —
[0, 00) bedzie gestoscia (rozkladu) wektora (X,Y"). Chcielibysmy zdefiniowaé w sen-
sowny sposéb E(Y|X = z). Sytuacja jest jednak bardziej skomplikowana niz w
przypadku dyskretnym, gdyz dla kazdego =z € R, P(X = z) = 0, a wiec praw-
dopodobienistwo warunkowe P(-|X = z) nie jest dobrze okreslone. Problem ten
pokonamy, definiujac tzw. gestosé warunkowq zmiennej Y pod warunkiem zmien-
nej X.

Definicja 32. Niech (X,Y) bedzie dwuwymiarowym wektorem losowym o gestosci
g: R? — [0,00). Niech gx(z) = ffooo g(z,y)dy > 0 bedzie gestosciq zmiennej X .
Dla x € R, definiujemy gestos¢ warunkowa zmiennej Y pod warunkiem X = x jako
funkcje dang wzorem

g9x ()

9@Y) Gedli gx(z) >0
gy |x (ylz) = )
f(y) w przeciwnym przypadku,

gdzie f: R — [0,00) jest dowolng ustalong gestosciq prawdopodobieristwa.

Uwagi

1. Gesto$¢ warunkowa moze by¢ postrzegana jako ciagly odpowiednik prawdo-
podobieristwa warunkowego. Calka w mianowniku ma charakter normujacy. Intu-
icyjnie, jesli wiemy, ze X = x, oczekujemy, ze warunkowa gesto$¢ zmiennej ¥ w
punkcie y, powinna by¢ proporcjonalna do g(z, y). Stala proporcjonalnosci powinna
by¢ taka, by gesto$¢ warunkowa catkowala sie do 1, co juz ja determinuje.
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2. Gestos¢ warunkowa nie jest wyznaczona jednoznacznie, nie tylko ze wzgledu
na dowolno$¢ wyboru gestosci f w definicji, ale takze ze wzgledu na to, ze gestosé
wektora losowego (X,Y) nie musi by¢ wyznaczona jednoznacznie. W rzeczywi-
stosci jednak nie stanowi to problemu, gdyz gesto$¢ warunkowa jest wyznaczona
jednoznacznie na prawie calej prostej (nie dysponujemy odpowiednim aparatem
matematycznym, aby sprecyzowac to pojecie) i w problemach, ktére bedziemy roz-
patrywad nie bedzie mialo znaczenia, ktérej ,,wersji” gestosci warunkowej uzywamy.

Przyklady:

1. Niech (X,Y) ma rozklad jednostajny na kwadracie o wierzchotkach (1,0),
(0,1), (=1,0), (0,—1). Gestos¢ wektora (X,Y) to

1
9(@,y) = Sl tyi<y (@, 9)-
Dla z € (—1,1) mamy [*_g(z,y)dy = (1— |z|). Gestos¢ warunkowa wynosi zatem

Ljyi<i—jzp3 (2, )

dla x € (—=1,1). Dla =z ¢ (—1,1) za gestos¢ warunkowa podstawiamy dowolng
ustalona gestos¢ prawdopodobienstwa na R. Korzystajac z tak obliczonej gestosci
warunkowej mozemy teraz nadaé sens np. prawdopodobienstwu warunkowemu
PY > %|X = x). Zauwazmy, ze nie mozemy skorzystaé¢ z klasycznej definicji
(przeszkoda jest réwno$é P(X = x) = 0), tym niemniej intuicyjnie poprawne jest
przyjecie, ze

1 > 2=l qla || < 1/2
P 2 §|X =)= / gy |x (ylz)dy = Ol_lzl dl =1 _/ B
1/2 ax e (—1,1)\(-1/2,1/2).

Dla pozostatych wartosci x nie definiujemy powyzszego prawdopodobienstwa warun-
kowego. Mozemy tez przyjacé, ze jest ono réwne f1072 f(y)dy badz dowolnej liczbie
z przedziatu [0, 1] (wybdr nie ma znacznenia, zmienna X przyjmuje warto$é spoza
zbioru (—1,1) z prawdopodobieristwem 0, wiec w praktyce to prawdopodobienistwo
warunkowe pozostanie dla nas tylko ,,0zdobnikiem”).

2. Losujemy liczbe A z przedziatu (0,1), a nastepnie liczbe X z rozktadu Exp(A).
Wyznaczymy gesto$é zmiennych (A, X) oraz X. Mamy, iz gestosé rozkladu zmien-
nej losowej A jest réwna ga(\) = 1(0,1)(A), natomiast gestos¢ warunkowa zmienne;
X pod warunkiem A = X dana jest wzorem gx|a(%|A) = Ae 71 (g o0y (2). Stad

g(A,X)()‘a r) = gX\A(-TP‘)gA()‘) = )‘ei/\ml(o,l)()‘)l(o,oo)(x)'

Znajac gestosé taczna wektora (A, X)), mozemy obliczyé gx catkujac po zmiennej
A. Otrzymujemy

[e’e) 1
ax(@) = [ g0 )ir = Lo (@) [ Ae A

oo 0

A _x 1 o 1 1 1 . 1 .
ot |2 2] i (-2 ).

T 0 2 2
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Mozemy teraz zdefiniowaé warunkowa warto$¢ oczekiwana w przypadku ciagtym.
Zauwazmy, ze dla tych z, dla ktérych gestos¢ warunkowa jest dobrze okreslona, jest
ona gestoscia pewnego rozktadu prawdopodobieristwa na prostej (jest nieujemna i
catkuje sie do 1). Mozemy wiec postapi¢ podobnie jak w przypadku rozktadéw
dyskretnych i zdefiniowaé warunkowsa warto$¢ oczekiwana jako warto$é¢ oczekiwana,
tego nowego rozkladu.

Definicja 33. Niech (X,Y) bedzie dwuwymiarowym wektorem losowym o gestosci
g: R? — [0,00), takim Ze E|Y| < co. Dla x € R definiujemy warunkowaq wartosé
oczekiwang zmiennej Y pod warunkiem X = x (ozn. E(Y|X = z)) jako warto$é
oczekiwanag rzeczywistej zmiennej losowej o gestosci fo(y) = gy|x (y|X = x). Zatem

oo

ygy|x (y|z)dy.

EY|X =z) = /
Roéwniez w przypadku ciaglym mamy warunkowy odpowiednik twierdzenia o
wartosci oczekiwanej funkcji zmiennych losowych.

Twierdzenie 40. Jesli (X,Y) jest dwuwymiarowq zmienng losowq posidajaca
gestosé g: R?2 — [0, 00), zas p: R — R jest funkcja borelowska takaq ze E|p(Y)| < oo,
to dla dowolnego x € R,

Ble)|X o) = [ eWovx(ulody.
Przyklady:
1. Wektor losowy (X,Y) ma rozklad o gestosci
1
—— = l=l
x,y) = e 2.2z .

Mamy gx(z) = [*_ g(z,y)dy = 27 e~ 2. Zatem

9(,y) 1
= = 1 .
gvix (o) =70 = Ty Hel 2elen (9)
Innymi stowy, rozklad zmiennej ¥ pod warunkiem X = z to rozklad jednostajny
na odcinku (|z|, 2|z + 1). Wobec tego,

e 3lz| +1
B IX =)= [ yoviioy = 25

Czasami wygodnie jest traktowaé¢ warunkowa warto$é¢ oczekiwana jako zmienna
losowa. Dlatego wprowadzimy nastepujaca definicje.

Definicja 34. Niech X,Y bedq zmiennymi losowymi na tej samej przestrzeni
probabilistycznej. Zatézmy, ze B|Y| < co. Warunkowaq wartosciq oczekiwang zmien-
nej Y pod warunkiem X (ozn. E(Y|X)) nazywamy zmienng losowa, dang wzorem

E(Y]X) = m(X),

gdzie m(z) = E(Y|X = z).

Definicja 35. Niech X bedzie zmienna losowa. Dla dowolnego zdarzenia A € F,
definiujemy P(A|X) = E(14]X).
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Przyklady:
1. Zmienna E(Y|X) jest zatem funkcja zmiennej X. W przykladzie powyzej,

gdy (X,Y) ma gestosé

1 —|z
g(z,y) = )¢ 11 21 212 41) (¥),

mamy m(z) = %, a zatem E(Y|X) = ?"X—2|+1
2. W rozpatrywanym juz przez nas przykladzie w przypadku dyskretnym, gdy

Y ma rozklad wyznaczony przez wagi

1 1

57 67 p2:17 p72:57

a X =Y, mielismy E(Y|X =0)=0,E(Y|X =1) =0, E(Y|X = 2) = 1. Mozemy
zatem napisaé, ze m(z) = E(Y|X = z) = z(z — 1)/2 dla =z € {0,1,2} (pozostale
warto$ci « nas nie interesuja, gdyz X jest skupiona na zbiorze {0, 1,2}). Zatem

E(Y|X) = m(X) = w

Warunkowa warto$¢ oczekiwana ma wiele wlasno$ci podobnych do ,,zwyktej”
wartosci oczekiwanej. Podsumujemy je w nastepujacym twierdzeniu.

1 1

bo = P1=pP-1=

Twierdzenie 41. Niech X,Y,Z: Q) — R beda zmiennymi losowymsi, przy czym
E|X],ElY| < co. Wowczas
(i) Jesli X >0, to E(X|Z) > 0.
(i) [E(X|Z)| < E(|X][|Z).
(iii) Dla dowolnych a,b € R mamy E(aX + bY|Z) = aE(X|Z) + bE(Y|Z).

Nastepne twierdzenie podaje kilka dalszych, uzytecznych wlasnosci warunkowe;j
wartosci oczekiwanej.

Twierdzenie 42. Niech X,Y: Q — R beda zmiennymi losowymi. Jesli Y jest
catkowalna, to
(i) EJE(Y|X)| < o0 oraz E(E(Y|X)) =EY.
(ii) Jesli X,Y sq niezaleine, to E(Y|X) =EY.
(iii) Jesli h(X) jest ograniczong zmienng losowa, to

E(h(X)Y|X) = h(X)E(Y|X).

Ostatnia wlasnosé pozwala uprosci¢ obliczanie warunkowej wartosci oczekiwane;j.
Aby to zilustrowaé, powréémy do przyktadu wektora (X,Y) o gestosci
#e—\w\l NN )

z] + 1) (lz],2]z|+1)

Wiemy, ze E(Y|X) = (3|X]| + 1)/2. Na przyklad, otrzymujemy stad réwnosé
E(sin(X)Y]X) = (3| X| + 1) sin(X)/2.

Na zakonczenie podamy zastosowanie warunkowej wartosci oczekiwanej do za-
gadnienia prognozy. Wyobrazmy sobie, ze pewne zjawisko jest opisane wektorem
losowym (X,Y), przy czym Y jest catkowalna z kwadratem. W praktyce zaob-
serwowaé mozemy jedynie X (lub tez X obserwujemy wezesniej niz Y), jesteSmy
jednak zainteresowani wartoscia zmiennej Y (dla przykladu X,Y moga oznaczaé
temperature odpowiednio dzi$ i jutro w poludnie). Chcieliby$my wiec dysponowaé

g(w,y) = o
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regula, ktéra pozwoli nam przyblizy¢ Y przy pomocy X. Jest to sytuacja ana-
logiczna do znanego nam juz zagadnienia regresji liniowej, tym razem jednak nie
chcemy ogranicza¢ sie¢ do przyblizen postaci aX + b, zamiast tego dopuszczamy
przyblizenie dowolna funkcja borelowska zmiennej X, czyli zmienna losowa postaci
p(X), gdzie ¢: R — R to funkcja borelowska. Blad mierzymy ponownie w sensie
$redniokwadratowym: formalnie, chcemy znalezé funkcje ¢ tak, aby zminimali-
zowad wielkosé
E(Y — ¢(X))>.

Okazuje sie, ze optymalng funkcja ¢ jest ¢*(z) = E(Y|X = z). Dokladniej, zacho-
dzi nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 43. Niech X,Y: Q — R bedq zmiennymi losowymi, EY? < oo,
wowcezas funkcja o*: R — R, dana wzorem ¢*(x) = E(Y|X = z) spelnia

E(Y — ¢*(X))? = min{E(Y — p(X))?: p: R — R - borelowska}.
21. NIEROWNOSC CZEBYSZEWA, W STRONE PRAW WIELKICH LICZB

W rachunku prawdopodobienistwa czy statystyce czesto nie jest mozliwe doktadne
wyliczenie pewnych interesujacych nas wartosci. Niemniej w wielu zastosowaniach
istotna jest nie tyle doktadna warto$¢ co jej oszacowanie. Przykladowo, gracza
moze interesowaé czy prawdopodobienstwo, ze przegra jest mniejsze niz pewna z
géry ustalona liczba « i na tej podstawie moze podjaé¢ decyzje czy wziaé¢ udzial
w grze. Podobnie, w badaniach statystycznych czy przy pomiarach wielkosci fi-
zycznych wazne jest oszacowanie prawdopodobienistwa, ze btad wyniesie wiecej niz
interesujaca nas dokladnos¢. Innymi stowy, jesli przez X oznaczymy losowy blad
danej metody pomiarowej, a przez x zadana precyzje pomiaru, jesteSmy zaintere-
sowani nieréwno$ciami postaci

P(X >z) <a.

Konkretna metoda pomiaru czy procedura statystyczna moze zosta¢ uznana za
wiarygodna jezeli « jest odpowiednio male (dobér a zalezy istotnie od konkretnego
problemu).

Podstawowym narzedziem matematycznym stuzacym do uzyskiwania nieréwnogéci
powyzszego typu jest nastepujace twierdzenie

Twierdzenie 44 (Nier6éwnos$é Czebyszewa). Dla dowolnej nieujemnej zmiennej
losowej X oraz dla kazdego € > 0,

E

P(X >e) < —.
€
Dowéd. Mamy
Biorac teraz wartoéci oczekiwane, otrzymujemy
EX > E(El{ng}) = EP(X > 5),

skad natychmiast wynika zadana nieréwnosc. [

Nierownosé Czebyszewa, cho¢ niezwykle prosta, ma bardzo duzo zastosowan. Jej
sita wynika miedzy innymi z faktu, ze mozemy zastosowac ja nie tylko do zmiennej
losowej X, ktéra jesteSmy zainteresowani, ale takze do zmiennych postaci f(X),
uzyskujac nowe nieréwnosci. Ilustruje to ponizsze twierdzenie. Aby je uzyskac,
stosujemy nieréwnosé Czebyszewa kolejno do zmiennych |X [P, (X — EX)?2, e,
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Twierdzenie 45. Niech X bedzie zmienng losowaq.
a) Nieréwnos$é Markowa. Dla dowolnej liczby p > 0 oraz dowolnego £ > 0,

E|X|P

< .

P(X|2¢) < =2

b) Nieréwno$é Czebyszewa-Bienaymé. Dia dowolnego € > 0,
Var(X
B(X —EX| > ¢) < YorX).
€
c) Wykladnicza nieré6wno$é Czebyszewa. Zaléimy, e EePX < oo dla
pewnego p > 0. Wowezas dla dowolnego A € [0, p] oraz dowolnego e,

Ee)\X

Przyklady

1. Przypusémy, ze dokonujemy szeregu pomiaréw jakiejs wielkosci fizycznej,
przy czym kazdy pomiar obarczony jest pewnym bledem. Niech X7, Xs,..., X,
oznaczaja wyniki kolejnych pomiaréw. W takiej sytuacji naturalnie jest zakladac,
ze X1, Xa,..., X, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o $redniej réwnej prawdzi-
wej wartodci mierzonej wielkosci fizycznej (oznaczmy ja przez m). Jezeli wiemy,
ze wariancja zmiennych X; jest nie wieksza od pewnej liczby A, z nieréwnosci
Czebyszewa-Bienaymé mozemy wywnioskowaé, ze dla kazdego 1,

A
B(IX;—m| =) < 5.

Zauwazmy teraz, ze jezeli € jest mate w stosunku do A, powyzsza nieréwnosé
moze nie dawaé¢ nam zadnych informacji (np. dla e = VA, prawa strona jest réwna
1). Jezeli jednak przyblizymy nieznana nam liczbe m przez $rednia arytmetyczna
liczb X;, dostaniemy

P(‘%i)@-m\ >c) < V(3R %) S V) nd 4

g2 n2e? ~ n22  ne?’
Prawa strona powyzszej nierownosci zbiega do 0 dla n — oo, widzimy wiec, ze
przy duzej liczbie pomiaréw mozemy z duzym prawdopodobienstwem uzyskaé¢ do-
bre przyblizenie nieznanej wartosci m. Co wiecej, znajac A, wiemy ile pomiaréw
musimy wykonaé, aby prawdopodobienistwo, ze nasze przyblizenie bedzie obarczone
btedem wiekszym niz € nie przekraczalo ustalonej liczby a.

2. Przypus$émy, ze mamy do czynienia z moneta o nieznanym nam prawdopo-
dobieristwie wyrzucenia orla (oznaczmy je przez p). Aby to prawdopodobieristwo
przyblizy¢, mozemy wykonaé serie rzutéw moneta i sprawdzié czesto$é wystapienia
orta. Jedno z teoretycznych uzasadnien tej metody wynika z nieréwnosci Czeby-
szewa. Niech X; bedzie zmienna losowa przyjmujaca wartos¢ 1 jesli w i-tym rzucie
wypadt orzet i zero w przeciwnym przypadku. Wéwczas zmienne X; sa niezalezne,
EX,; = p oraz

Var(X;) = p—p° = p(1 —p).
Oznaczajac S, = Y., X;, otrzymujemy Var(S,) = np(1—p). Zatem z nieréwnosci
Czebyszewa otrzymujemy

(% o] <222
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Poniewaz p(1 — p) < %, ostatecznie dostajemy

S,
P(‘—”—’>)< )
n p|=¢ — 4ne?

Jezeli wiec zdecydujemy sie przyblizy¢ p na podstawie serii 10000 rzutéw, praw-

dopodobieristwo, ze pomylimy sie o wiecej niz 1/10 nie przekracza
1
m.
Powyzszy przyklad ma jednak funkcje gléwnie ilustracyjne, okazuje sie bowiem,

ze to prawdopodobienistwo jest duzo mniejsze, co moze byé wykazane przy uzyciu
wykladniczej nieréwnosci Czebyszewa. Do tego zagadnienia wrocimy w dalszej
czesci wyktadu.

1 —
4-10000-10—-2

3. Powyzsze przyktady dotyczyly sytuacji, w ktérych parametry opisujace dane
doswiadczenie nie byly znane, a nieréwnosci pomagaly je przyblizy¢. Oczywidcie
nieréwnosci mozna zastosowaé takze wtedy, gdy znamy wszystkie parametry na-
szego modelu, ale chcemy oszacowaé prawdopodobienstwo pewnych konkretnych
zdarzen. Przypus$émy, ze rzucamy 1000 razy kostka i jestedmy zainteresowani taczna
liczba wyrzuconych oczek. Warto$¢ oczekiwana liczby oczek wyrzuconych w kon-
kretnym rzucie wynosi 3.5, zatem spodziewamy sie, ze przy 1000 rzutach aczna
liczba oczek powinna by¢ bliska 3500. Oszacujmy prawdopodobienistwo, ze bedzie
sie ona r6zni¢ od 3500 o wiecej niz 100. Jesli przez X; oznaczymy liczbe oczek
wyrzucona w i-tym rzucie, zas S, = Z;gio X;, mamy

1000
35 35000
Var(S,) = Z; Var(X;) = 1000 T2 = ==

Zatem
P(|S,, — 3500| > 100) < Var(S,,)/100* = 35/120.

Réwniez w tym przypadku istnieja lepsze oszacowania (takze oparte o wyktadnicza
nieréwnoséé Czebyszewa), pokazujace, ze w rzeczywistosci prawdopodobienstwo to
jest duzo mniejsze.

Jednym z wnioskéw z wykladniczej nieréwnosci Czebyszewa, ktéry okaze sie
przydatny w doktadniejszej analizie przykladu 2, jest tzw. nieréwno$é Bernsteina.

Twierdzenie 46 (Nieréwnos$¢ Bernsteina). Niech S, bedzie liczbq sukceséw w n-
probach Bernoulliego z prawdopodobieristwem sukcesu rownym p. Wowcezas, dla
kazdego € > 0,

Sh 2
P(—Zp-l—&) Se*?én
n
oraz

]P’(& <p- 5) < e~ 2,
n

Uwaga: Laczac obie nieréwnosci z powyzszego twierdzenia otrzymujemy, ze
Sh 2
P(‘— fp‘ > 5) < 2%,
n
Do dowodu nieréwnosci Bernsteina bedzie nam potrzebna elementarna nieréwnoscé

(5) pqu +qefp)\ < e/\2/8
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dla \,p,q >0, p+ ¢ = 1. Aby ja udowodnié, rozpatrzmy funkcje f(A) = In(pe?* +
ge~PM). Chcemy wykazaé, ze dla A > 0, f(A) < g()) dla g(A) = A\2/8. Poniewaz
f(0) = ¢(0), wystarczy wykazaé, ze f'(\) < ¢’(A\). Mamy

pa(e™ —e7P)  pg(e* —1)

pe?* +ge P per +q

oraz '(\) = A/4. Zatem f'(0) = ¢’(0) i powtarzajac powyzsze rozumowanie, docho-
dzimy do wniosku, ze wystarczy udowodnié, ze f”(\) < ¢”(\) = 1/4. Korzystajac
z zalozenia p 4+ ¢ = 1, otrzymujemy

f'N) =

pac’ (pe* +q) — pepg(er —1)  pge

(pe* +q)? (pe* +q)?
Zatem f”(\) = t(1 —t), gdzie t = pe*/(pe* + q) € [O 1]. Poniewaz dla t € [0, 1]
mamy t(1 —t) < 1/4, otrzymujemy stad, ze f”(\) < g”()), co pozwala zakoriczyé
dowdd.

1) =

Dowdd nierdwnosci Bernsteina. Zauwazmy najpierw, ze wystarczy jesli udowod-
nimy pierwsza z nieréwnosci, druga juz z niej wynika. Rzeczywiscie, S,/n <p—¢
jet réwnowazne nieréwnosci (n — S,)/n > ¢+ dla ¢ = 1 — p. Wystarczy wiec
zauwazyé, z n — S, jest liczba sukceséw w schemacie Bernoulliego o n prébach i
prawdopodobieristwie sukcesu réwnym ¢ (zmieniamy interpretacje naszego orygi-
nalnego do$wiadczenia, zamieniajac znaczeniami stowa ,,sukces” i ,,porazka”).

Aby udowodnié¢ pierwsze oszacowanie uzyjemy wykladniczej nieréwnosci Cze-
byszewa. Oznaczmy przez X; zmienna przyjmujaca wartos¢ 1 jesli i-ta proba
zakonczyla sie sukcesem i 0 w przeciwnym przypadku. Wowczas zmienne X; sa
niezalezne, S, = > ; X; oraz dla dowolnego A\ > 0,

Eer(Sn—mp) — EH AMXi—p) — HEeA(th)’
=1

przy czym skorzystaliémy z niezaleznosci zmiennych )X =P). Ponadto, korzystajac
z nieréwnoéci (5), otrzymujemy

Ee)\(Xi—p) — pe)\q + qe—)\p < 6A2/8’

Zatem
Eek(sn—np) < 6)\271/8 )

7 wykladniczej nieréwnosci Czebyszewa otrzymujemy
S,
P(—n >p+ E) =P(S, —np > ne) < X’ n/8=dne
n

dla A > 0. Dla kazdej liczby nieujemnej A, powyzsza nieré6wnos¢ daje nam pewne
oszacowanie na IP’( 2o > p+¢). Poniewaz zalezy nam na jak najlepszym osza-

cowaniu nalezy teraz znalezé warto$é parametru A, dla ktorej prawa strona jest
najmniejsza. Wartodcia ta jest A = 4e. Przy tej wartosci A prawa strona jest rowna
672"52, czyli daje oszacowanie, ktére chcieliémy udowodnic. O

Przyklad: Wracajac do przyktadu 2 powyzej, mozemy teraz poréwnaé osza-
cowania uzyskane z nieréwnosci Czebyszewa-Bienaymé i nieréwnosci Bernsteina.
Poprzednio uzyskaliSmy nieréwnosé
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P(S

S pfsd) s
n
co dla duzych n jest duzo gorszym oszacowaniem niz

~ 4ne?’

S 2
n
uzyskane z nieréwnoéci Bernsteina.

22. ZBIEZNOSC WEDLUG PRAWDOPODOBIENSTWA I PRAWIE NA PEWNO

Czesto w praktyce mamy do czynienia z ciagiem zmiennych losowych X7, Xo, ...
i interesuje nas zachowanie graniczne tego ciagu, tzn. np. rozklad zmiennych X,
dla duzych wartosci n. Rozwazmy nastepujacy przyklad. Przypusémy, iz chcemy
odpowiedzie¢ na pytanie, czy dana moneta jest symetryczna czy nie. Rzucamy
nia wiele razy (na potrzeby tego przykladu zalézmy, Ze nieskoriczenie wiele razy)
i rozwazamy ciag zmiennych losowych Y, = 1y notym raucie reszka}, 7 = 1, 2, ...
Jasne jest, ze ciag zmiennych

Xn— 5 TL:1,2,...,
n

powinien nam daé odpowiedZ: jesli, dla duzych n, X,, jest bliskie 1/2, to mamy
prawo przypuszczac, ze moneta jest symetryczna; w przeciwnym razie mamy pod-
stawe sadzi¢, ze tak nie jest.

Od razu powstaje problem, w jakim sensie badaé ,,graniczne” zachowanie ciagu
(Xn)n>1. W rachunku prawdopodobienstwa rozwaza sie wiele réznych typéw zbiez-
nosci. My zdefiniujemy tylko dwa z nich.

Definicja 36. Mdéwimy, ze ciag (X,)n>1 jest zbieiny prawie na pewno do X, jesli
P(lim X, = X)=1.

n—oo

Réwnowaznie, istnieje zdarzenie QO C Q pelnej miary (tzn. takie, zZe P(Y) =1) o
tej wlasnosci, ze dla kazdego w € €V,
lim X, (w) = X(w).
n—oo
Oznaczenie:
lim X, =X pn b X, 2% X.

n—oo
Innym typem zbieznosci jest zbiezno$¢ wedlug prawdopodobieristwa.
Definicja 37. Mdwimy, Ze ciag (X,) jest zbiezny wedlug prawdopodobierstwa do
X, jesli dla kazdego € > 0,
lim P(|X,, — X| >¢) =0.

n—oo

Rownowaznie, dla kazdego € > 0,
lim P(|X, — X|<e)=1.

n—oo
. ig
Oznaczenie: X, — X.

Nie bedziemy tutaj glebiej wnikaé¢ we wlasnosci, zwiazki i zaleznosci pomiedzy
powyzszymi rodzajami zbiezno$ci. Poprzestaniemy tylko na stwierdzeniu, iz zbiez-
nos¢ prawie na pewno jest silniejsza niz zbieznos$¢ wedlug prawdopodobienstwa:
jesli X, 2% X, to X, 5 x. Ponadto, zachodzi nastepujacy uzyteczny fakt.
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Twierdzenie 47. Zaléimy, ze (Xpn)n>1, (Yn)n>1 Sa ciagami zmiennych losowych.
Jesli (Xp)n>1 2biega do X i (Y,)n>1 2biega do Y prawie na pewno (odp. wedtug
prawdopodobieristwa), to X, Y, — X+Y i X,,-Y,, — XY prawie na pewno (odp.,
wedlug prawdopodobieristwa).

23. PRAWA WIELKICH LICZB

Zalozmy, ze X1, Xo, ... jest ciagiem zmiennych losowych. Prawa wielkich liczb
mowia o zachowaniu ciagu sum tych zmiennych, tzn. ciagu
Sn:Xl—f—Xg—f——f—Xn, n:1,2,...,
czy tez raczej ciagu
&_ Xi+Xo+...+X,
n o n

, n=1,2 ...,

przy rozmaitych zalozeniach dotyczacych struktury ciagu (X, )n>1-

Rozpoczniemy od stabych praw wielkich liczb. Termin ,,stabe” bierze sie stad,
iz w tezie mamy zbieznosé ciagu (S, /n)n>1 wedlug prawdopodobieristwa. Mocne
prawa wielkich liczb méwia o zbieznosci tego ciagu prawie na pewno.

Twierdzenie 48 (Stabe prawo wielkich liczb dla schematu Bernoulliego). Zaldzmy,
ze X1, Xo, ... sq niezalezne i maja rozktad

PX,=1)=p=1-P(X,,=0), n=1,2,....

Wowczas (Sp/n) zbiega wedtug prawdopodobieristwa do p (tzn. zmiennej losowej
statej, réownej p); innymi stowy, dla kazdego € > 0,

S,
lim P(—n—p‘ >5) =0.
n—oo n
Dowdd. Przeprowadzilidmy go juz wyzej, przy zastosowaniach nieréwnoéci Czeby-
szewa. (|

Co wiecej, jesli dokladniej przyjrzymy sie dowodowi nieréwnosci Czebyszewa,
widac, ze zalozenia powyzszego twierdzenia mozna ostabic.

Twierdzenie 49 (Slabe prawo wielkich liczb dla zmiennych nieskorelowanych).
Zatozmy, ze X1, X, ... jest ciqgiem nieskorelowanych zmiennych losowych o wspdl-
nie ograniczonej wariancfi. Wdowczas (X,)n>1 spetnia stabe prawo wielkich liczb:

(S, —ES,)/n LN 0, tzn. dla dowolnego € > 0 mamy

limp<w >€)0.

n
1. Podkreslmy: w powyzszym twierdzeniu zmienne X, Xo, ... nie musza mie¢
tego samego rozkladu.

Uwagi:

2. Czesto wiadomo jednak, ze zmienne X;, Xo, ... maja ten sam rozklad o
$redniej m; woéwczas ES,,/n = m dla kazdego n i teza przybiera prostsza postaé

lim P(—nm >€>0.

n

Przyklady:
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1. Zalézmy, ze Ay, As, ... jest ciagiem parami niezaleznych zdarzen o prawdo-
podobieristwach p1, po, .... Wowczas
Ia, +1la,+...+14, pr+p2+...+pn P
— — 0.
n n

Zatem, dla duzych n, czestosé zachodzenia zdarzeni (A, )n>1 jest w przyblizeniu
réwna ich teoretycznej czestosci.

Aby udowodnié powyzsza zbieznosé, zauwazmy, ze zmienne Xy = 14,, Xo = 14,,
... spehiaja zalozenia SPWL. Istotnie, sa one nieskorelowane - sa bowiem parami
niezalezne; ponadto,

VarX,, = Varla, =E(14,)% — (Ela,)> =Ela, — (Ela,)* =p, —p2 < 1/4.

2. Jesli zalozenie o wspélnej ograniczonosci wariancji (X, ), >1 nie jest spetnione,
teza nie zachodzi. Przykladowo, zalézmy, ze (e,,)n>1 jest ciagiem niezaleznych
zmiennych losowych o wspélnym rozkladzie P(e; = —1) = P(e; = 1) = 1/2 i weZmy
X, = 3",. Wéwczas EX,, = 0, ES,, = 0, ponadto VarX,, = 3" — co. Z drugiej
strony,

Sn
n

o | X0 — | X1+ Xo+ ...+ X >3_
- n — 2n

= — 00,

Sp —ES,
n

a wiec zbieznos¢ wedlug prawdopodobienstwa nie ma miejsca.

3. Analogicznie, nie mozna pozby¢ si¢ zalozenia o nieskorelowaniu ciagu (X, )p>1.
Np. niech e bedzie zmienng o rozkladzie P(e = —1) = P(e = 1) = 1/2 i polézmy
Xn=¢,n=12,.... Zmienne (X,),>1 sa skorelowane: Cov(X;,X;) =1 # 0.
Mamy ES,, = 0, VarX,, = 1 (a zatem zalozenie o wspélnie ograniczonej wariancji
jest speione!), ale

Sn

n

’Sn —-ES,

n

=|X,|=1/0.

Przejdzmy teraz do mocnych praw wielkich liczb. Ponownie, zacznijmy od wersji
dla rozktadu Bernoulliego.

Twierdzenie 50 (Mocne prawo wielkich liczb dla schematu Bernoulliego). Zatézmy,
ze X1, Xo, ... sq niezalezne i maja rozktad

Wowczas (S, /n) zbiega prawie na pewno do p (tzn. zmiennej losowej stalej, rdwnej
p); innymi stowy, istnieje zdarzenie ' pelnej miary takie, ze jesli w € ', to
Sn(w
lim —n( ) =p
n—oo n
W tym momencie otrzymujemy, iz formalna definicja prawdopodobienstwa, wpro-

wadzona na pierwszym wyktadzie, ,,pokrywa sie” z definicja intuicyjna. Istotnie,
dostajemy, iz w celu zdefiniowania prawdopodobienstwa sukcesu, wystarczy wziaé
granice czestosci. Ogdlniej, mamy nastepujacy fakt.

Twierdzenie 51 (Mocne prawo wielkich liczb Kolmogorowa). Zaldzmy, ze X,
Xo, ... jest ciagiem niezaleznych catkowalnych zmiennych losowych o tym samym
rozktadzie. Wowczas
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Zatem intuicyjna definicja sredniej zmiennej losowej pokrywa sie z teoretyczna:
wartoscia oczekiwana.

Pewna niedogodnoscia zwiazana z prawami wielkich liczb (zwlaszcza mocnymi)
jest to, iz nie wiemy nic o predkosci zbieznosci do granicy - nie mamy oszacowania
na blad zwiazany z przyblizeniem (S,,/n) za pomoca $redniej EX;. Klopot ten
(czedciowo) pozwala przezwyciezy¢ Centralne Twierdzenie Graniczne i nieréwnosé
Berry-Esséena, omawiane w dalszej cze$ci wyktadu.

24. ZASTOSOWANIE PRAW WIELKICH LICZB: ZBIEZNOSC SREDNIEJ I WARIANCJI Z
PROBKI, DYSTRYBUANTA EMPIRYCZNA I TWIERDZENIE
GLIWIENKI-CANTELLIEGO

Zalézmy, ze (X,,)n>1 jest ciagiem calkowalnych niezaleznych zmiennych losowych
o tym samym rozkladzie. Wéwczas MPWL moéwi, iz

__X1+X2++Xn p.n.

(*) X EX;.

n
Analogicznie, jesli (X,)n>1 jest ciagiem zmiennych o tym samym rozkladzie,
catkowalnych z kwadratem, to

n

1 — n.
= X — X)? 25 VarX;.
(%) n;( & ) arX;

Istotnie, mamy

1 & —9
EE (Xp—X)? =
k=1

S|

SN (X -2X, X+ X)) =5 — I+ I,
k=1

gdzie
_XPHXEH . XD o
n

I EXZ,
na mocy MPWL zastosowanego do ciagu (X?2) catkowalnych niezaleznych zmien-
nych o tym samym rozkladzie,

2 . - 2 p.n. 2
L == XX =2X
2 " Z k E— Q(EXl) y
k=1
na mocy powyzszego, oraz
Iy =X 2 (EX)2.
Stad zadana zbiezno$¢.

Powyzsze dwie zbieznosci (*) oraz (**) maja istotne znaczenie w zastosowaniach.
Istotnie, jesli dysponujemy (liczna) prébka Xi, Xo, ..., X danych pochodzacych
7z tego samego (nieznanego) rozkladu, widzimy, iz dobrym przyblizeniem $redniej
oraz wariancji sa $rednia oraz wariancja empiryczna.

Zajmiemy sie teraz kolejnym zastosowaniem praw wielkich liczb: dystrybuanta
empiryczna. Jak wiemy, dysponujac probka danych mozemy rozwazaé rozktad em-
piryczny pn zwiazany z ta probka; zalézmy, ze Xi, Xo, ..., X jest ciagiem nie-
zaleznych zmiennych losowych. Okreslamy

1a(Xy) F1a(Xo) + .+ 14(Xn)

pn(A) N :
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Z MPWL widzimy, iz un(A) 225 Elx(X1) = P(X, € A), a zatem rozklad empi-
ryczny zbiega do wspdlnego rozktadu zmiennych (X,,). Aby uniknaé pojawiajacych
sie tutaj licznych probleméw technicznych (tempo zbieznosci zalezy od zbioru A),
postuzymy sie dystrybuantami rozkladéw empirycznych. Przypomnijmy, jesli X,
Xa, ..., Xy sa zmiennymi losowymi, to funkcje Fiv : R — [0, 1], dana wzorem

FN(t) _ 1{X1§t} + 1{X2St} +...F 1{XN§t}’
N
nazywamy N-ta dystrybuanta empiryczna.

Zauwazmy, ze Fyy jest zmienng losowa; co wiecej, dla kazdego w € Q, Fy(w) jest
dystrybuanta. Mocne prawo wielkich liczb implikuje, iz jesli zmienne X,, maja ten
sam rozklad i sa niezalezne, to dystrybuanta ta przybliza dystrybuante wspélnego
rozkladu zmiennych X,,. Okazuje sie, iz mozna udowodni¢ wiecej: zbieznosé jedno-
stajna. Mamy nastepujacy fakt.

Twierdzenie 52 (Twierdzenie Gliwienki-Cantelliego - podstawowe twierdzenie sta-
tystyki). Zatdézmy, ze X1, Xo, ... sq niezalezne i majq ten sam rozktad o dystrybu-
ancie F'. Wowczas

sup |F(t) — F(t)] 22 0.

teR N—o0

25. CENTRALNE TWIERDZENIE GRANICZNE

Jak wiemy, jesli X, X, ... sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym
catkowalnym rozkladzie, to
Xi+Xo+...+ X, pn
n
Powstaje bardzo naturalne pytanie: jak dobre jest to przyblizenie dla duzych n?
Co mozna powiedzieé¢ o bledzie tego przyblizenia?
Ponizej formulujemy najprostsza wersje Centralnego Twierdzenia Granicznego.

Niech ® : R — [0, 1],
¢
1
D(t) = / N exp(—2?/2)dx

oznacza dystrybuante standardowego rozktadu normalnego. Odnotujmy wazna
zalezno$é: poniewaz rozktad N(0,1) jest rozkladem symetrycznym, to zachodzi
®(t) + (—t) = 1 dla dowolnej liczby rzeczywistej t.

EX;.

Twierdzenie 53. Zaloimy, e X1, Xo, ... sa niezaleznymi zmiennymi losowymsi
o tym samym rozkladzie, takim, ze EX? < co. Oznaczmy m = EXy, 02 = Var X;.
Wowczas dla dowolnego t € R,

(X1+X2+...+Xnn
P
ovn

< t) X (1).

Uwaga:
1. Latwo udowodni¢, iz powyzsza zbieznos$¢ pociaga za soba, iz dla dowolnego s,
<X1+X2+...+Xnnm
P
ov/n
i ogélniej, dla dowolnych s < t,

]P’(s§ Xi+Xo+...+X,—nm

ovn

> s> T - B(s),

gt) T2 B(t) — B(s).
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Co wiecej, dowolna z nieréwnosci po lewej stronie mozemy zmieni¢ z nieostrej na
ostra, i zbieznosci wciaz beda mialy miejsce (z tymi samymi granicami).
2. CTG odnosi sie do btedu zwiazanego z MPWL. Istotnie, zauwazmy np., ze
nieréwnosé
<t
ovn
X1+X2++Xn to
—m < -,
n vn
a zatem odnosi sie do zdarzenia, iz btad (,,jednostronny”) zwiazany z przyblizeniem
$redniej S, /n przez jej teoretyczny odpowiednik m, nie przekracza progu to/y/n.

jest réwnowazna

Szczegdlnym przypadkiem CTG, mianowicie odnoszacym sie do schematu Ber-
noulliego, jest twierdzenie de Moivre’a-Laplace’a.

Twierdzenie 54 (de Moivre’a-Laplace’a). Zatdimy, ze X1, Xo, ... jest ciqgiem
niezaleznych zmiennych losowych o tym samym rozktadzie
P(X,=1)=p, P(X,,=0)=g¢q, p+q=1.
Wowczas dla s < t,
P(sg Xi+Xo+...+ X, —np
Vv 1pq

(kazda z nierdwnosdci po lewej stronie mozemy zamienié¢ na ostrq).

< t) P B(t) — B(s)

Powyzsze twierdzenia wciaz nie pozwalaja precyzyjnie oszacowaé bltedu. Mozliwo$é
te daje nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 55 (Berry-Esséena). Zaldimy, ze (X,,) jest ciagiem niezaleinych
zmiennych losowych o tym samym rozktadzie takim, Ze E|X1|®> < oco. Oznaczmy

m=EXy i o =+/VarX,. Wowczas
Xi+Xo+... + X, — ElX; —EX;|?

<t
ovn - adym

sup
teR

gdzie C € [1/v/2m;0,77].

W praktyce bedziemy jednak stosowaé tylko przyblizenie ptynace bezposrednio z
Centralnego Twierdzenia Granicznego. Powyzsze twierdzenie formulujemy wytacznie
w celach informacyjnych.

Przyklady:

1. Rzucono moneta 10 000 razy i okazalo sie, ze orzet wypadt 5200 razy. Czy sa
podstawy do przypuszczenia, ze moneta jest niesymetryczna?

Zal6ézmy, ze moneta byla symetryczna i zobaczmy, jakie jest prawdopodobienistwo
wypadniecia nie mniej niz 5200 ortéw. Rozwazmy ciag zmiennych okreslonych wzo-
rem X; = 1{wypadt orzet w i-tym rzucie}s ¢ = 1, 2, ..., 10 000. Zmienne X1, Xo, ...,
X10 000 sa niezalezne i maja ten sam rozklad P(X; = 0) = P(X; = 1) = 1/2. Ob-
liczamy, iz m = EX; = 1/2 oraz 0 = /VarX; = 1/2. Na mocy twierdzenia de
Moivre’a-Laplace’a,

P(X1+Xo+. . .+ X10000 > 5200) = P(X14+Xa+. . .4+ X10 000—10 000-m > 5200—5000)
—]P’(Xl +X2+...+X10000—10000*m > 200

— | =1-P4).
o+/10 000 - 50) )
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Sprawdzamy w tablicach, iz prawa strona jest w przyblizeniu réwna 0,00003. Tak
wiec rozwazane zdarzenie ma bardzo mate prawdopodobienistwo; sa wiec podstawy
by sadzié¢, ze moneta nie jest symetryczna.

2. Stwierdzono, ze przecigtnie 30% sposérdd ogdlnej liczby studentéw przyjetych
na studia konczy je w terminie. Ile trzeba przyja¢ studentéow na pierwszy rok, aby
z prawdopodobieristwem w przyblizeniu 0, 9, co najmniej 50 oséb ukonczylo studia
w terminie?

Zalézmy, ze przyjeto N o0s6b na pierwszy rok. Wprowadzmy zmienne losowe
Xi = 1{i—ta osoba, ukoriczy studia w terminie}» t=1,2,..., N. Przyjmujemy, ze zmienne
X, sa niezalezne i zauwazamy, ze maja one ten sam dwupunktowy rozktad

]P)(XZ = 1) = 0335 P(XZ = O) = 0’7

Stad obliczamy, iz m = EX; = 0,3, 0 = /VarX; = /0,3-0,7 =~ 0,46. Interesuje
nas zdarzenie

{X1+Xo+...4+ Xn > 50},
czyli, réwnowaznie (sprowadzamy nieréwno$é do postaci jak w twierdzeniu de
Moivre’a-Laplace’a),
{X1+X2+...+XNNm S 500,3]\7}
oV N ~ 0,46VN J '

Korzystajac z twierdzenia de Moivre’a-Laplace’a, prawdopodobienstwo powyzszego
zdarzenia wynosi w przyblizeniu

—0,3N
- (50 0,3 ) .
0,46vVN
Powstaje wiec pytanie, dla jakich N powyzsza liczba jest w przyblizeniu réwna
0,9. Z tablic rozktadu normalnego odczytujemy, iz 1 — ®(—1,29) ~ 0,90147, zatem
wystarczy wziaé N takie, by 50 — 0, 3N/0,46\/N bylo jak najblizej —1,29; ma to

miejsce dla N = 194. Tak wiec nalezy przyjaé co najmniej 195 os6b na pierwszy
rok.

3. Sumujemy 400 liczb, kazda zaokraglona z dokladnosécia do 1072, Zalézmy,
ze bledy spowodowane przez zaokraglenia sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o
rozkladzie jednostajnym na [-1072,1072]. Jakie jest prawdopodobietistwo, ze btad
catkowity jest wiekszy niz 0,17

Niech dla ¢ = 1, 2, ..., 400, zmienna X; bedzie bledem powstalym przy zaok-
ragleniu i-tej liczby. Na mocy warunkéw zadania, zmienne X; spelniaja zalozenia

CTG. Mamy m =EX; =0, 0 = +/VarX; = 0,000, zatem

X1+ Xo+ ...+ X400 —400-0 0,1>
0, 006+/400 0,12

~1—®(0,1/0,12) ~ 0,202.

P(X1+X2+...+X400>0,1)P<

4. Kolejnym przykladem, grajacym wazna role w zastosowaniach, sa tzw. prze-
dzialy ufnodci. Przypudémy, iz dysponujemy (liczna) prébka Xi, Xa, ..., X, po-
chodzaca z rozkladu z pewnym nieznanym parametrem 6 (np. wykonujemy ciag
10 000 rzutéw moneta o prawdopodobienstwie wypadniecia orta wynoszacym 6
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(ktérego nie znamy)). Przedzialem ufnosci (61,62) o wspélezynniku (poziomie)
ufnosci 1 — o nazywamy przedzial taki, ze

IP’(G (S (91,92)) >1-— «;

0, i 65 to pewne funkcje wynaczone przez probe X1, Xa, ..., X,. Oczywiscie, z
punktu widzenia zastosowan, istotne jest, aby éw przedzial byl mozliwie jak naj-
krétszy.

Wezmy pod uwage konkretny przyklad. Zalézmy, ze proba X, Xo, ..., X, po-
chodzi z rozkladu jednostajnego o nieznanej sredniej m i wariancji 1. Przypusémy,
iz, naszym zadaniem jest wyznaczy¢, na podstawie tej préby, przedziat (a,b) taki,
ze

(%) Pla <m <b) >0,9.

Ot6z, jak wiemy, dobrym kandydatem na przyblizenie Sredniej m jest jej rednia
empiryczna X. Naturalnym pomystem jest wiec, aby wziaé

a=X—¢ oraz b=X +e,

dla pewnego € > 0, ktéry wyznaczymy ze zwigzku (x). Réwnowaznie, nieréwnosé
ta wyglada nastepujaco:

P(—e< X -—m<e)>0,9.

Teraz przeksztalcamy ja tak, aby uzyska¢ postaé jak w Centralnym Twierdzeniu
Granicznym. Po pomnozeniu nieréwnosci wystepujacej pod prawdopodobienstwem
przez /n i podzieleniu przez /VarX; dostajemy

P( evn - X1+ Xo+ ...+ X, —nm - ev/n ) 5 0.9
VVarX; vnVarX; VVarX; e

Na mocy CTG (zmienne X; sa niezalezne i maja ten sam rozktad, catkowalny z
kwadratem), powyzsze prawdopodobienstwo jest w przyblizeniu réwne ®(s4/n) —
®(—ey/n) = 2P(e4/n)—1 (tu korzystamy z réwnosci VarX; = 1 oraz ®(t)+P(—t) =
1 dlat € R). W tablicach sprawdzamy, ze 2P(1,64) — 1 ~ 0,9; stad bierzemy
e=1,64/y/n.

Tak wiec, jesli dysponujemy prébka o licznosci 900, to przedzialem ufnoéci dla
m o poziomie ufnosci 0,9 jest przedzial

(X — 0,055, X + 0,055).

Zwréémy uwage: zgodnie z intuicja, im liczniejsza prébka, tym wezszy przedzial
ufnosci.

26. LANCUCHY MARKOWA

Do tej pory koncentrowalismy sie gléwnie na badaniu niezaleznych zmiennych
losowych. Cho¢ zalozenie o niezaleznosci badanych zmiennych jest czesto z po-
wodzeniem stosowane w praktyce, z reguly stanowi ono do$¢ duze uproszczenie
rzeczywistodci, gdyz charakterystyki wiekszosci realnych zjawisk sa ze soba nietry-
wialnie powiazane. Dla przykladu, wartosci indekséw gieldowych moga zaleze
od nastrojéw wsrdéd inwestoréw, ktére z kolei sa uwarunkowane wydarzeniami
ostatnich kilku miesiecy (w tym zachowaniem indekséw gieldowych w tym okre-
sie). Modelowanie matematyczne zjawisk fizycznych czy spolecznych polega czesto
na znalezieniu kompromisu miedzy wiernym opisem czynnikéw wplywajacych na
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przebieg danego zjawiska i prostota budowanego modelu. Lancuchy Markowa, je-
den z klasycznych obiektéw badan w rachunku prawdopodobienistwa, sa wygodnym
narzedziem do budowania modeli bardziej realistycznych niz te oparte o niezalezne
zmienne losowe, a réwnoczesnie na tyle prostych, by poddaly sie analizie i pozwalaly
na przewidywanie przebiegu zjawisk. Sa one szczegdlnie przydatne do modelowa-
nia proceséw zachodzacych w czasie. Ich prostota wynika z zalozenia, ze przebieg
procesu w przysztosci zalezy jedynie od jego stanu w chwili obecnej.

Nie bedziemy tutaj omawiaé¢ dokladnie teorii tancuchéw Markowa, skoncentru-
jemy sie na tzw. jednorodnych lanicuchach o czasie dyskretnym i skonczonej prze-
strzeni stanéw. Aby zrozumieé¢ podstawowa idee, rozwazmy nastepujacy, prosty
przyklad.

Pan X spedza wieczory w domu, w kinie lub w barze.

(1) jezeli konkretnego dnia pan X byl w domu, nastepnego dnia idzie do kina
lub baru (w kazde z tych miejsc z prawdopodobieristwem 1/2);

(2) jezeli byl w barze, nastepnego dnia z prawdopodobienistwem 3/4 boli go
glowa i zostaje w domu, z prawdopodobieristwem 1/8 idzie znéw do baru,
a z prawdopodobienistwem 1/8 idzie do kina.

(3) jezeli byl w kinie, nastepnego dnia z prawdopodobieristwem 1/2 idzie do
baru, z prawdopodobieristwem 1/4 do kina, z prawdopodobieristwem 1/4
zostaje w domu.

Widzimy wiec, ze pan X w kazdy wieczor przebywa w jednym z trzech miejsc.
Jedli oznaczymy je symbolicznie przez 1,2,3 (odp. bar, kino, dom), zachowanie
pana X w kolejnych dniach (oznaczmy je numerami 0,1,2,3,...) mozemy opisaé
przez ciag zmiennych losowych Xy, X1, Xo,..., przyjmujacych wartosci w zbiorze
E = {1,2,3} — tzw. przestrzeni stanéw modelu. Zmienne X; nie sa niezalezne,
natomiast cala informacja na temat zmiennej X,, zawarta w historii procesu (tzn.
zmiennych Xg, X1,...,X,_1) zawarta jest w ostatniej zmiennej X, _1; $cislej,
]P(Xn = $n|Xn—1 = Tn-1, Xn—2 = Tnp—25--- 7XO = -TO) = P(Xn = $n|Xn—1 = xn—l);
dla dowolnego ciagu x1,...,x, dla ktérego prawdopodobienstwo warunkowe po
lewej stronie jest dobrze okreslone (wéwczas prawdopodobienistwo warunkowe po
prawej stronie jest tez dobrze okreglone).

Co wiecej, prawa strona w naszej sytuacji nie zalezy od n, odpowiednie prawdo-
podobienstwa warunkowe sa takie same w kolejne dni (nasz proces jest jednorodny
w czasie, por. definicja ponizej), np.

P(X, =1|X,-1 =3)

= P(n-tego dnia pan X byl w barze | w dniu (n — 1) byl w domu) = 1/2,
P(X, =2|X,-1=2)

= P(n-tego dnia pan X byt w kinie | w dniu (n — 1) byl w kinie) = 1/4
P(X,, =3|X,-1=3)

= P(n-tego dnia pan X byl w domu | w dniu (n — 1) byl w domu) = 0.

Oznaczajac p;j = P(X, 41 = j|X, = 1), mozemy opisa¢ dynamike naszego procesu
przez macierz P = (p;;)ij=1,2,3. Element p;;, stojacy na przecieciu i-tego wiersza
i j-tej kolumny macierzy informuje nas jakie jest prawdopodobienstwo, ze proces
przejdzie ze stanu ¢ do stanu j.
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W naszym przypadku, odpowiednia macierz ma postac

P =

B0 |00 | =
DO |00 | =
(e NNV

Alternatywnym i bardziej intuicyjnym opisem naszego procesu jest graf, pokazu-
jacy jakie sa prawdopodobienstwa przejécia z jednych stanéw do innych. W dalszej
czesci wyktadu nie bedziemy postugiwaé sie grafami, wskazane jest jednak, aby
przy kazdym przykladzie zrobili Panistwo odpowiedni rysunek: istotnie utatwi on
zrozumienie problemu. My ograniczymy sie do graficznego zilustrowania tej jednej
sytuacji, przedstawionej na ponizszym rysunku:

1/2

-
> %/4
1/8
N
‘%\ 114
Aby mie¢ pelng wiedze na temat procesu, musimy jeszcze znac rozklad zmiennej
Xo. Jesli wiemy z jakim prawdopodobienstwem pan X przebywal w barze, kinie i
w domu zerowego dnia, korzystajac z macierzy P mozemy obliczy¢ jakie sa odpo-
wiednie prawdopodobienistwa w dniu n. Wiecej na ten temat powiemy w dalszej

czesci wykladu.
Wprowadzmy zatem nastepujaca definicje

Definicja 38. Ciag zmiennych losowych (X,,)2, o wartosciach w skoriczonym
zbiorze E (tzw. przestrzeni standw) nazwiemy larcuchem Markowa, jesli dla do-
wolnegon = 1,2,3,... oraz dla dowolnego ciqgu xg,x1,...,x, elementow zbioru K
zachodzi réwnosé

]P(Xn = $n|Xn—1 = Tn-1, Xn—2 = Tp—25--- 7XO = -TO) = P(Xn = $n|Xn—1 = xn—l)a

o ile tylko P(Xp—1 = p—1, Xn—2 = Tp_2,...,Xo = xg) > 0.

Jesli dla dowolnych i,j € E, P(X,, = j|Xn—1 = i) nie zalezy od n, laricuch
nazywamy jednorodnym lub jednorodnym w czasie. W takiej sytuacji definiujemy
macierz przejécia taricucha P = (pij)ijer wzorem

pij = P(X1 = j|Xo =1)

Liczby pi; nazywamy prawdopodobieristwami przejécia.

Uwagi:

1. Suma elementéw w kazdym wierszu macierzy P wynosi 1. Wynika to ze
wzoru na prawdopodobienstwo calkowite.

2. Jezeli P(X,, = j|X,—1 = i) zalezy od n, mozemy rozpatrywaé tzw. macierz

przejscia w n-tym kroku P(n) = pz(-?), dana wzorem

P = P(X, = j|Xp 1 =i).



64

Teoria tego typu tanicuchow jest jednak bardziej skomplikowana.

3. Nie musimy tez ograniczac¢ sie do skonczonej przestrzeni stanéw. Lancuchy
Markowa na przestrzeni przeliczalnej definiuje sie w sposéb analogiczny. Réwniez
definicja macierzy przejscia sie przenosi, jest ona jednak w tym wypadku nieskon-
czona. Lancuchy tego typu pojawiaja sie w zastosowaniach dos¢ naturalnie, moga
one np. opisywac czastke bladzaca po liczbach calkowitych i przechodzaca z i do
i+1 z prawdopodobienstwem p, za$ do i— 1 z pradopodobienstwem 1 —p. Tego typu
zagadnienia stanowia podstawe np. do analizy gier losowych, z powodu ograniczen
czasowych nie bedziemy sie jednak nimi zajmowac i poprzestaniemy na uwadze, ze
zdecydowana wiekszo$é podanych nizej faktéw przenosi sie bez zmian na lancuchy
o przeliczalnej liczbie stanéw.

4. Jak juz wspomnielismy, tancuchy Markowa stuza do opisu proceséw, w ktorych
przyszto$é zalezy tylko od teraZniejszosci (czyli dla prognozowania przysztoéci wazny
jest tylko obecny stan procesu, a nie to w jaki sposéb proces rozwijal sie w przesz-
losci). Latwo zauwazy¢, ze zmieniajac przestrzeri E, mozna przy pomocy taicuchéw
Markowa modelowaé réwniez procesy, w ktérych wartosé X, 41 zalezy np. tylko od
ostatnich dwéch zmiennych, X,,_; i X,,. Nalezy w tym celu rozpatrywaé tancuch
Y, = (Xn,Xni1) € E=FE X E.

Zajmiemy sie teraz wyznaczaniem rozktadu zmiennej X,,. Jak wiemy, aby okresli¢
rozktad prawdopodobienistwa na zbiorze E, o n elementach, nalezy podaé n liczb.
Mozemy zatem utozsamiaé¢ rozklady prawdopodobienstwa na E z wektorami, za-
pisujac je w postaci (p;)icg. Aby to zilustrowaé, wréémy do przykladu z pa-
nem X. Jezeli w dniu 0 byl on w barze z prawdopodobieristwem 1/4, w ki-
nie z prawdopodobieristwem 1/4 i w domu z prawdopodobieristwem 1/2, mamy
P(Xo=1)=P(Xo=2)=1/4, P(Xo = 3) = 1/2 i mozemy powiedzieé, ze rozklad
zmiennej Xg jest zadany przez wektor

Q=(Q1,Q2,Q3) = (1/4,1/4,1/2).

Jedli teraz chcemy np. wyznaczy¢ prawdopodobienstwo, ze pierwszego dnia pan
X byt w domu (czyli P(X; = 3)), mozemy skorzysta¢ ze wzoru na prawdopodo-
bienstwo calkowite:

P(X; = 3) =P(X; = 3|Xo = 1)P(Xo = 1) + P(X; = 3|Xo = 2)P(Xo = 2)
FP(X = 3|Xo = 3)P(Xo = 3)
ERUEE I
4 4 4 4 2 4
Ogodlniej

P(X; =j) =P(X; =j|Xo=1)P(Xo =1) + P(X;7 = j| X0 = 2)P(Xp = 2)
+P(X; =j|Xo =3)P(Xy =3)
=Q1p15 + Q2p2; + Q3ps;-

W powyzszym wzorze mozemy rozpoznaé mnozenie wektora przez macierz. Jest
to jedna z przyczyn, dla ktérych rozklady prawdopodobienstwa i prawdopodo-
bienstwa przejécia zapisujemy jako wektory i macierze. W ogélnej sytuacji ilustruja
to ponizsza definicja i twierdzenie.
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Definicja 39. Jezeli Xo, X1, Xo,... jest taricuchem Markowa na E, to rozklad
zmiennej Xo (o ktérym myslimy jako o wektorze Q = (Q;):ic g ) nazywamy rozktadem
poczatkowym taricucha.

Twierdzenie 56. Jesli Xg, X1, Xo, ... jest tanicuchem Markowa o rozktadzie poczat-
kowym Q 1 macierzy przejscia P, to zmienna X,, ma rozktad

QP".
Innymi stowy dla dowolnego j € E zachodzi

]P’(Xn :j) = Z Z Z QioPigirPivio "~ Pin_1j-

iwekEi1€FR in—1€FE
Podobnie
P(X, = j|Xo=1) = E e E DiiyDivia = * Din_1s
nhelR in_1€E

co oznacza, Ze tzw. macierz przejscia w n krokach (nie bedziemy jej formalnie
definiowaé, jej znaczenie powinno byé jasne z kontekstu) jest réwna P™.

Uwaga: Powyzsze wzory moga sie wydawaé¢ dos¢ skomplikowane, nie nalezy
jednak sie ich obawia¢. Wynikaja one ze wzoréw na prawdopodobienstwo catkowite
i ze wzoru ,,taiicuchowego” na prawdopodobienstwo iloczynu zdarzen. Doktadniej,
prawdopodobienistwo zdarzenia {X,, = j} obliczamy sumujac prawdopodobieristwa
wszystkich mozliwych sytuacji, ktére mogly wydarzy¢ sie pomiedzy czasem 0 i
czasem n, czyli zdarzen postaci

{XO = ’L'(),Xl = ’L'l, .. -;Xn—l = in—l;Xn = _j}
Przyktadowo, jesli zerowego dnia pan X byl w barze, mamy
PXo=1,X1=1,X0=1)=PXo=1X0=1, X1 =1)P(Xo=1,X; = 1)
=PX:=1X0=1,X; =1)P(X; =1|Xo =1)P(Xo =1)
=P(Xe=1X; =1)P(X; =1 Xo=1)P(Xo=1)
= pupnlP(Xo = 1)
11
88
przy czym w trzeciej réwnosci skorzystalidémy z faktu, ze zmienne X; tworza tancuch
Markowa.

Interpretujac wzory w powyzszym twierdzeniu w graficznej reprezentacji taiicucha
Markowa, rozpatrujemy wszystkie Sciezki dlugosci n, ktérymi mozemy dojs¢ od
punktu ¢ do j, dla kazdej takiej $ciezki przemnazamy odpowiadajace jej krawedziom
wagi i dodajemy otrzymane iloczyny.

1

)

Zajmiemy sie teraz dwoma zagadnieniami, zwiazanymi z analiza taicuchéw Mar-
kowa. Pierwsze dotyczy przyblizania rozktadu zmiennej X,, dla duzych n. Choé
rozktad ten moze zalezeé¢ od n, okazuje sie, ze przy dos$é ogdlnych zalozeniach,
rozklad X, zbiega do rozkladu granicznego. Przed wyjasnieniem szczegétéw, wpro-
wadzmy kilka definicji. Ponizej bedziemy uzywaé oznaczenia

pij(n) = P(X,, = j|Xo =1)
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na prawdopodobienistwo przejscia w n krokach ze stanu i do stanu j. Tak wiec
pi; (1) = pij, zas p;j(n) jest odpowiednim wyrazem macierzy P™ (zgodnie z Twier-
dzeniem 56).

Definicja 40. Earicuch Markowa nazwiemy nieprzywiedlnym, jesli dla dowolnych
i,j € E istnieje n > 0, takie Ze p;j(n) > 0.

Oznacza to, ze z kazdego stanu mozemy po pewnym czasie dojs¢ do dowolnego
innego (kazde dwa stany sie komunikujg). W terminach graféw, oznacza to, ze z
dowolnego wierzchotka mozna dotrze¢ do dowolnego innego idac wzdluz strzalek,
zgodnie 7z ich kierunkiem (przyjmujemy, ze w grafie nie ma strzalek z waga réwna 0,
prosze zauwazy¢, ze w przyktadzie dot. pana X nie ma strzalki taczacej wierzcholek
nr 3 z nim samym).

Przyklady:

1. Lancuch opisujacy wieczorne wedréwki pana X jest nieprzywiedlny.

2. Lairicuch na przestrzeni stanéw E = {1, 2}, zadany przez prawdopodobieristwa
przejscia p11 = p12 = 1/2, paa = 1 = 1 — po1 nie jest nieprzywiedlny, gdyz ze stanu
2 nie mozna przejs¢ do stanu 1.

Definicja 41. Okresem o(j) stanu j nazywamy najwiekszy wspdlny dzielnik liczb ze
zbioru {n: p;;(n) > 0}. Stan j nazywamy okresowym jesli o(j) > 1, i nieokresowym
jesli o(§) = 1.

Przyklady:

1. W przyktadzie dot. pana X, wszystkie stany sa nieokresowe, do stanow 1,2
mozemy powrdci¢ juz w jednym kroku, zas do stanu 3 mozemy powréci¢ po dwoéch
(3—>1—3)ipo trzech (3 -1 — 1 — 3) krokach (a najwiekszy wspdlny dzielnik
liczb 21 3 to 1).

2. W taicuchu na przestrzeni stanéw E = {1,2,3}, w ktérym ze stanéw 1,3
zawsze przechodzimy do 2 a ze stanu 2 przechodzimy z prawdopodobienistwem 1/2
do 1 i z takim samym prawdopodobienstwem do 3, wszystkie stany maja okres
réwny 2. Rzeczywiscie, analiza odpowiedniego rysunku pokazuje, ze powrdt do
kazdego stanu mozliwy jest tylko po parzystej liczbie krokéw, co wiecej zawsze
mozna wrécié¢ juz po dwoch krokach.

W powyzszych przykladach wszystkie stany miaty ten sam okres. Okazuje sie ze
nie jest to przypadek, prawdziwe jest nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 57. W nieprzywiedinym tanicuchu Markowa wszystkie stany majq ten
sam okres.

Definicja 42. Nieprzywiedlny laricuch Markowa, w ktérym wszystkie stany majq
okres 1 nazywamy taricuchem nieokresowym, w przeciwnym wypadku taricuch nazy-
wamy okresowym.

Aby przedstawi¢ twierdzenie opisujace zachowanie graniczne nieprzywiedlnego,
nieokresowego lancucha Markowa, potrzebujemy jeszcze jednej definicji.

Definicja 43. Rozktad prawdopodobieristwa 7 na E (reprezentowany jako wektor
(m3)icr) nazwiemy rozktadem stacjonarnym larncucha Markowa, jesli

mP =,

gdzie P oznacza macierz przejscia tancucha.
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Rozktad stacjonarny ma wiec nastepujaca wlasnos¢, thumaczaca nazwe ,,stacjo-
narny”: mianowicie, jezeli Xy ma rozklad 7, to wszystkie zmienne X; beda takze
miaty rozklad 7.

Przyklad: Aby znalezé rozklad stacjonarny tancucha, rozwiazujemy uktad réw-
nan liniowych. Dla tancucha z naszego gtéwnego przyktadu jest to uktad

1 1 3
(71'1,71'2,7'('3) % % % = (7T177T2;ﬂ-3);
3 2 0
uzupehliony o réwnanie m + mo + 73 = 1, czyli

+ = + L

871'1 271'2 27‘(‘3 = T

1

gm + 1™ + 53 = M

> + L +0 =

47T1 47T2 T3 = T3

7T1+7T2+7T3:1.

Rozwiazaniem jest 3 = 4/11, my = 16/55, w3 = 19/55.

Zwiazek rozkladu stacjonarnego z zachowaniem tanicucha Markowa podaje naste-
pujacy fakt, zwany Twierdzeniem Ergodycznym.

Twierdzenie 58. Rozwazimy nieprzywiedlny, nieokresowy lancuch Markowa na
skoniczonej przestrzeni stanow. Wowczas lanicuch ten ma doktadnie jeden rozklad
stacjonarny . Co wiecej, dla dowolnych i, j € E,
nlirrgopij (n) = ;.

Uwagi:

1. Intuicyjnie, powyzsze twierdzenie mowi, ze stan tancucha w bardzo odleglej
przysztosci jest ,,prawie niezalezny” od stanu w chwili obecnej, gdyz prawdopodo-
bienstwa warunkowe zbiegaja do granicy niezaleznej od 1.

2. Jedli Q jest rozkladem poczatkowym, to ze wzoru na prawdopodobienistwo

catkowite mamy
P(Xn =j) =Y Qipij(n) =
i€k

przy n — oo. Pozwala nam to przyblizaé¢ rozklad zmiennej X,,. Na przyktad méwi
to nam, ze prawdopodobienstwo spotkania pana X w domu w konkretnym dniu
w odleglej przyszlosci wynosi w przyblizeniu 19/55. Mozna je tez zinterpretowaé
inaczej: jesli wiemy, ze pan X zachowuje sie w sposob opisany w przykladzie od
bardzo dawna, a my nie mamy informacji na temat tego, gdzie bywal ostatnio,
19/55 to dla nas przyblizenie prawdopodobieristwa, ze dzi$§ wieczorem bedzie w
domu.

Na zakoriczenie rozpatrzymy pokrétce (tylko na prostym przyktadzie) jeszcze
jedno zagadnienie zwigzane z lancuchami Markowa. Rozwazmy w zwiazku z tym
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laricuch o przestrzeni stanéw E = {1, 2,3, 4} i macierzy przejscia

0 1/3 1/3 1/3
o 1 0 0
1/4 1/4 1/2 0
0 0 0 1

Widzimy, ze pae = pssa = 1, co oznacza ze jezeli lancuch znajdzie si¢ w sta-
nie 2 lub w stanie 4, to juz tego stanu nie opusci. Stany tego typu nazywamy
pochlaniajacymi. Sa one przydatne do modelowania proceséw, ktére moga sie na-
gle zakonczy¢. Na przyktad, gdy chcemy opisac gre losowa, w ktorej jeden z graczy
startuje z kapitalem a, drugi b i rzucaja moneta zakladajac sie o 1 zlotéwke tak
dlugo, az jeden z nich nie zbankrutuje, rozpatrujemy tancuch na przestrzeni stanéw
{0,1,2,...,a+b} (gdzie stan i interpretowany jest jako chwilowy kapital pierwszego
gracza), z prawdopodobiefistwami przejscia p; i+1 = pii—1 = 1/2 dlai ¢ {0,a + b},
P00 = Pa+ba+b = 1. Z reguly w takich sytuacjach interesuje nas prawdopodo-
bienstwo pochtoniecia przez konkretne stany. Mozna je prosto obliczy¢ korzystajac
ze wzoru na prawdopodobienstwo catkowite. Zilustrujemy to, obliczajac prawdo-
podobieristwo pochloniecia przez stan 2 dla naszego lancucha. Oznaczmy przez z;
(i = 1,2,3,4) prawdopodobienistwo, ze startujac ze stanu ¢, w pewnym momencie
osiaggniemy stan 2. Analizujac pierwszy krok lancucha, ze wzoru na prawdopodo-
bienstwo catkowite tatwo wynioskowad, ze liczby x; spelniaja réwnania

P

1 1 1
L1 = g2 + 373 + 374
1
Tr3 = 11'1 —+ 11'2 —+ 5:63.

Ponadto oczywiscie zo = 11 4 = 0. Rozwiazujac ten uklad, dostajemy z; = 3/5
oraz rg = 4/5.



