
Kolokwium z Rachunku Prawdopodobie«stwa, 1 grudnia 2012r. � rozwi¡zania

Wersja I

1. Z talii 52 kart ci¡gniemy 3 karty (bez zwracania). Jakie jest prawdopodobie«stwo, »e wyci¡gni¦-

te karty s¡ trzech ró»nych kolorów, je±li wiadomo, »e w±ród wyci¡gni¦tych kart s¡ tylko karty

numerowane (od 2 do 10)? (4 pkt)
Rozw. Jako zbiór zdarze« elementarnych przyjmujemy 3-elementowe podzbiory zbioru wszystkich
52 kart (tj. zdarzeniem elementarnym jest zbiór 3 wyci¡gni¦tych kart), wobec czego |Ω| =

(52
3

)
.

Przyjmujemy, »e wszystkie zdarzenia elementarne s¡ jednakowo prawdopodobne. Niech A b¦dzie
zdarzeniem polegaj¡cym na wyci¡gni¦ciu kart trzech ró»nych kolorów, natomiast B � zdarzeniem
polegaj¡cym na wyci¡gni¦ciu kart numerowanych. W zadaniu mamy obliczy¢ p-stwo warunkowe
P(A|B). Liczymy:

P(A ∩B) =

(4
3

)
93(52
3

) , P(B) =

(36
3

)(52
3

) , P(A|B) =
P(A ∩B)
P(B)

=

(4
3

)
93(36
3

) =
243
595

.

2. W urnie znajduje si¦ 5 kostek do gry, przy czym 3 kostki s¡ prawidªowe, jedna kostka ma dokªadnie

dwie ±ciany z sze±cioma oczkami (a na pozostaªych ±cianach od 1 do 4 oczek) i jedna kostka ma

sze±¢ oczek na wszystkich ±cianach.

a) Losujemy kostk¦ z urny, rzucamy ni¡ i wypada szóstka. Jakie jest prawdopodobie«stwo, »e

kostka któr¡ wylosowali±my byªa prawidªowa? (2 pkt)
Rozw. Przez K1,K2,K6 oznaczmy odpowiednio zdarzenia polegaj¡ce na wyci¡gni¦ciu z urny
kostki prawidªowej, kostki o dwóch ±cianach z sze±cioma oczkami i kostki, której wszystkie
±ciany maj¡ 6 oczek. Niech A oznacza zdarzenie, »e na wyci¡gni¦tej z urny kostce wypadªo
6 oczek. W zadaniu nale»y policzy¢ p-stwo warunkowe P(K1|A). Z danych zadania wiemy,
»e P(K1) = 3/5, P(K2) = 1/5, P(K3) = 1/5, oraz P(A|K1) = 1/6, P(A|K2) = 1/3,
P(A|K6) = 1. Ze wzoru na p-stwo caªkowite,

P(A) = P(A|K1)P(K1) + P(A|K2)P(K2) + P(A|K6)P(K6) =
11
30
,

zatem (wzór Bayesa) P(K1|A) = P(A|K1)P(K1)
P(A) = 3

11 .

b) Losujemy kostk¦ z urny, rzucamy ni¡ i wypada szóstka. Jakie jest prawdopodobie«stwo, »e

przy kolejnych dwóch rzutach t¡ sam¡ kostk¡, raz wypadnie szóstka a raz jaka± inna liczba

oczek? (2 pkt)
Rozw. Niech K1,K2,K6 jak wy»ej, podobnie niech A oznacza zdarzenie, »e po pierwszym
rzucie wyci¡gni¦t¡ z urny kostk¡ wypadªo 6 oczek, natomiast B oznacza zdarzenie, »e w
dwóch kolejnych rzutach raz wypadªa szóstka a raz jaka± inna liczba oczek. Chcemy policzy¢
P(B|A) = P(A∩B)

P(A) . Z danych zadania wiemy, »e P(A∩B|K1) = 10/63, P(A∩B|K2) = 4/27,
P(A ∩B|K3) = 0. Ze wzoru na p-stwo caªkowite

P(A ∩B) = P(A ∩B|K1)P(K1) + P(A ∩B|K2)P(K2) + P(A ∩B|K6)P(K6) =
31
540

,

zatem P(B|A) = 31/540
11/30 = 31

198 . (Mo»na te» rozumowa¢ nieco inaczej: korzystaj¡c z oblicze«

punktu a) i stosuj¡c wzór Bayesa dostajemy P(K2|A) = 2
11 oraz P(K3|A) = 6

11 . Ograniczaj¡c
przestrze« probabilistyczn¡ do zdarzenia A i rozpatruj¡c warunkowe p-stwo PA zde�niowa-
ne wzorem PA(C) = P(C|A) dla dowolnego zdarzenia C ⊆ Ω, stosujemy wzór na p-stwo
caªkowite do szukanego PA(B):

PA(B) = PA(B|K1)PA(K1)+PA(B|K2)PA(K2)+PA(B|K6)PA(K6) =
10
36

3
11

+
4
9

2
11

+0
6
11

=
31
198

.)

3. System bankowy bª¦dnie ksi¦guje kwoty ±rednio 2 na 107 przelewów. Korzystaj¡c z przybli»enia

Poissona, oszacowa¢ prawdopodobie«stwo, »e w±ród 106 przelewów, które miaªy miejsce w pew-

nym miesi¡cu, bª¦dnie zaksi¦gowane zostaªy co najmniej dwa przelewy (tra�ªy na konto pewnego

polityka). (3 pkt) Oszacowa¢ bª¡d przybli»enia. (1 pkt)



Wsk.: e2 ≈ 7, 39; e−1/2 = 0, 61; e−1/5 ≈ 0, 82; e1/5 ≈ 1, 22
Rozw. n = 106, p = 2 · 10−7, λ = np = 2/10 = 1/5. Z tw. Poissona p-stwo bª¦dnego zaksi¦gowania
dokªadnie k przelewów w przybli»eniu wynosi λk

k! e
−λ. P-stwo zdarzenia przeciwnego do zdarzenia

opisanego w zadaniu wynosi w przybli»eniu

e−λ + λe−λ =
6
5
e−1/5 ≈ 6

5
· 0, 82 = 0, 984,

zatem p-stwo bª¦dnego zaksi¦gowania co najmniej 2 przelewów wynosi w przybli»eniu 0, 016. Bª¡d
przybli»enia wynikaj¡cy z zastosowania tw. Poissona (bª¡d samego przybli»enia e−λ pomijamy)
jest nie wi¦kszy ni» λ2/n = 4 · 10−8.

4. Zmienna losowa X speªnia nast¦puj¡ce warunki: P(X = 1) = 1
10 , P(X = 3) = 2

10 , P(X ∈ (3, t)) =
t−3
10 dla t ∈ (3, 7] oraz P(X = 7) = 3

10 .

a) Wyznacz dystrybuant¦ X. (2 pkt)
Rozw.

FX(t) =


0 dla t ∈ (−∞, 1)
1
10 dla t ∈ [1, 3)
3
10 + t−3

10 = t
10 dla t ∈ [3, 7)

1 dla t ∈ [7,+∞).

b) Czy X ma rozkªad ci¡gªy? Czy X ma rozkªad dyskretny? Odpowiedzi uzasadnij! (2 pkt)
Rozw. Rozkªad X nie jest ci¡gªy, poniewa» P(X = 1) > 0. Rozkªad X nie jest te» dys-
kretny, jako »e jest skupiony na zbiorze {1} ∪ [3, 7], które nie jest ani sko«czony ani nawet
przeliczalny.

c) Oblicz EX oraz VarX. (4 pkt)
Rozw. Zmienna X jest nieujemna, wi¦c stosujemy wzór

EX =
∫ ∞
0

P(X > t) dt =
∫ ∞
0

1− FX(t) dt =
∫ 1
0

1 dt+
∫ 3
1

9
10
dt+

∫ 7
3

(1− t

10
) dt = 1 +

9
5

+ 2 =
24
5
.

Podobnie obliczamy

EX2 =
∫ ∞
0

2tP(X > t) dt = 2
∫ ∞
0

t(1− FX(t)) dt = 2
(∫ 1
0
t dt+

∫ 3
1

9
10
t dt+

∫ 7
3
t(1− t

10
) dt
)

= 2
(

1
2

+
18
5

+
142
15

)
=

407
15

,

zatem VarX = EX2 − (EX)2 = 407
15 −

576
25 = 307

75 .

5. Zmienna losowa X ma rozkªad ci¡gªy z g¦sto±ci¡ g(x) = c
x21(4,∞)(x) oraz Y =

√
X.

a) Oblicz c. (2 pkt)

Rozw. �eby proponowana funkcja byª¡ funkcj¡ g¦sto±ci, nale»y sprawdzi¢, »e
∫
R g(x)dx = 1

oraz, »e g(x)  0 p.w. Pierwszy warunek oznacza, »e

1 =
∫
R

c

x2
1(4,∞)(x)dx = c

∫ ∞
4

1
x2
dx = c

[
−1
x

∣∣∣∣∞
4

= c(−0 +
1
4

) =
c

4
,

a zatem c = 4. Dla c = 4 mamy g(x)  0, wi¦c jest to poprawny wzór na funkcj¦ g¦sto±ci.

b) Czy Y ma rozkªad ci¡gªy? Je±li tak, to oblicz g¦sto±¢ Y , w przeciwnym razie uzasadnij, »e

Y nie ma rozkªadu ci¡gªego. (3 pkt)
Rozw. S¡ dwie podstawowe metody rozwi¡zania: jedna wykorzystuje rachunki na dystrybu-
ancie, druga twierdzenie o przeksztaªcaniu g¦sto±ci.
W pierwszym przypadku: wyznaczymy dystrybuant¦ zmiennej Y .

FY (t) = P(Y ¬ t) = P(
√
X ¬ t) = P(X ¬ t2),

2



dla t  0 (dla t < 0 nie jest mo»liwe, »eby pierwiastek byª od takiego t mniejszy). A zatem,
dla t > 0:

FY (t) =
∫ t2

−∞

4
x2
1(4,∞)(x)dx =


[
− 4x
∣∣∣t2
4

t2  4

0 t2 < 4
=

{
1− 4t2 t  2

0 t < 2
,

co mo»na poª¡czy¢ z przypadkiem t < 0 bez zmiany wzoru. Dystrybuanta jest ci¡gªa wsz¦dzie
(ª¡cznie z punktem 2) i jest ró»niczkowalna wsz¦dzie poza 2. Mo»na wi¦c wyznaczy¢ g¦sto±¢
(a zatem zmienna Y jest ci¡gªa), jako pochodn¡ z dystrybuanty z dodan¡ zerow¡ warto±ci¡
w 2:

g(t) =
8
t3
1(2,∞)(t).

W drugim przypadku: zauwa»amy, »e Y = ϕ(X), gdzie ϕ(x) =
√
x. ϕ′(x) = 1

2
√
x
6= 0 dla

x > 2, a zatem przeksztaªcenie to speªnia zaªo»enia odp. twierdzenia, i mamy:
a) zmienna Y jest ci¡gªa, oraz
b) g¦sto±¢ Y jest równa

gY (y) = gX(ϕ−1(y))|dϕ
−1(y)
dy

|1(ϕ(4),ϕ(∞))(y) =
4

(y2)2
|2y|1(2,∞)(y) =

8
y3
1(2,∞)(y).

c) Rozstrzygnij, czy X jest caªkowalna. Je±li tak, to oblicz EX. (2 pkt)
Rozw. X jest caªkowalna, je±li E|X| =

∫
R |x|g(x)dx <∞. W naszym przypadku,

E|X| =
∫
R
|x| 4
x2
1(4,∞)(x)dx =

∫ ∞
4

x
4
x2
dx =

∫ ∞
4

4
x
dx = [4 lnx|∞4 =∞,

a zatem zmienna X NIE jest caªkowalna

d) Rozstrzygnij, czy Y jest caªkowalna. Je±li tak, to oblicz EY . (2 pkt)
Rozw. Y jest caªkowalna, je±li E|Y | =

∫
R |y|g(y)dy <∞ lub równowa»nie E|Y | = E|

√
X| =

E
√
X =

∫
R
√
xg(x)dx <∞. W naszym przypadku,

E
√
X =

∫
R

√
x

4
x2
1(4,∞)(x)dx =

∫ ∞
4

x
4
x2
dx =

∫ ∞
4

4
x3/2

dx = 4
[
−2x−1/2

∣∣∣∞
4

= 4,

a zatem zmienna Y jest caªkowalna oraz EY = E|Y | = 4 (bo Y jest nieujemna).

6. Zmienna losowa X ma rozkªad jednostajny na odcinku [−1, 2] za± Y = X2 + 2. Oblicz EY (2
pkt), VarY (3 pkt), a tak»e P(Y ¬ 1/4) oraz P(Y > 1). (1 pkt)
Rozw. Skoro X ma rozkªad jednostajny, to mo»emy skorzysta¢ ze znanych wªasno±ci by stwierdzi¢,
i» g(x) = 1

31[−1, 2], za± EX = −1+2
2 = 1

2 oraz VarX = (2−(−1))2
12 = 9

12 = 3
4 . W zwi¡zku z tym,

EX2 = 3
4 +

(
1
2

)2
= 1. Mamy wyznaczy¢:

(a) EY = E(X2 + 5) = EX2 + 2 = 1 + 2 = 3, oraz
(b) VarY = Var(X2+2) = VarX2 = E(X2)2−

(
EX2

)2 = EX4−12. Wyznaczymy zatem brakuj¡ce

EY 4 =
∫
R
x4gX(x)dx =

∫ 2
−1
x4

1
3
dx =

[
x5

15

∣∣∣∣∣
2

−1
=

32
15

+
1
15

=
33
15
,

a zatem VarY = 33
15 − 1 = 18

15 .
(c) Poniewa» Y  2, wi¦c P(Y ¬ 74) = 0. Mamy równie» P(Y > 3) = P(X2 + 2 > 3) = P(X2 >
1) = P(|X| > 1), co u nas = P(X ∈ (1, 2]) = 1

3 .

7. Przeanalizowano dane pewnego urz¦du pracy by stwierdzi¢, jaki czas upªywa od zako«czenia pra-

cy do zarejestrowania w urz¦dzie. W wylosowanej próbce 10 bezrobotnych, czas ten prezentowaª

si¦ nast¦puj¡co (w dniach):

1, 1, 2, 2, 2, 3, 3, 4, 5, 7.

3



Wyznaczy¢ dystrybuant¦ empiryczn¡ (2 pkt), ±redni¡ i wariancj¦ z próby (2 pkt), oraz pierwszy

kwartyl z próby (1 pkt).
Rozw. Dystrybuanta empiryczna równa jest

F10(t) =



0 t < 1
2
10 t ∈ [1, 2)
5
10 t ∈ [2, 3)
7
10 t ∈ [3, 4)
8
10 t ∈ [4, 5)
9
10 t ∈ [5, 7)

1 t  7

.

�rednia z próby wynosi

m =
1 · 2 + 2 · 3 + 3 · 2 + 4 + 5 + 7

10
=

30
10

= 3,

za± wariancja z próby

s2 =
(1− 3)2 · 2 + (2− 3)2 · 3 + (3− 3)2 · 2 + (4− 3)2 + (5− 3)2 + (7− 3)2

10

=
8 + 3 + 0 + 1 + 4 + 16

10
= 3, 2.

Pierwszy kwartyl z próby wynosi za± 2 (bo 2 jest jedyn¡ warto±ci¡ speªniaj¡c¡ warunki P(X ¬
2)  14 oraz P(X  2)  34).

4


