Kolokwium 7z Rachunku Prawdopodobieristwa, 1 grudnia 2012r. — rozwiazania
Wersja I

1. Z talii 52 kart ciagniemy 3 karty (bez zwracania). Jakie jest prawdopodobienistwo, ze wyciagnie-
te karty sa trzech réznych koloréw, jesli wiadomo, ze wsréd wyciagnietych kart sa tylko karty
numerowane (od 2 do 10)? (4 pkt)

Rozw. Jako zbior zdarzen elementarnych przyjmujemy 3-elementowe podzbiory zbioru wszystkich
52 kart (tj. zdarzeniem elementarnym jest zbior 3 wyciggnietych kart), wobec czego || = (532),

Przyjmujemy, ze wszystkie zdarzenia elementarne sq jednakowo prawdopodobne. Niech A bedzie

zdarzeniem polegajgcym na wyciggnieciu kart trzech roznych koloréow, natomiast B — zdarzeniem

polegajgcym na wyciggnieciu kart numerowanych. W zadaniu mamy obliczyé p-stwo warunkowe
P(A|B). Liczymy:

P(ANB)  (39° 243

BE) () 59

pang) =8  mm -Gl ) -

2. W urnie znajduje sie 5 kostek do gry, przy czym 3 kostki sa prawidtowe, jedna kostka ma doktadnie
dwie $ciany z szescioma oczkami (a na pozostalych $cianach od 1 do 4 oczek) i jedna kostka ma
sze$¢ oczek na wszystkich scianach.

a) Losujemy kostke z urny, rzucamy nia i wypada szostka. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze
kostka ktora wylosowalismy byta prawidtowa? (2 pkt)
Rozw. Przez K1, Ko, K¢ oznaczmy odpowiednio zdarzenia polegajgce na wyciggnieciu z urny
kostki prawidtowej, kostki o dwdch Scianach z szeScioma oczkami i kostki, kidrej wszystkie
$ciany majg 6 oczek. Niech A oznacza zdarzenie, ze na wyciggnietej z urny kostce wypadto
6 oczek. W zadaniu nalezy policzyé p-stwo warunkowe P(K1|A). Z danych zadania wiemy,
ze P(K1) = 3/5, P(K2) = 1/5, P(K3) = 1/5, oraz P(A|K1) = 1/6, P(A|K2) = 1/3,
P(A|Kg) = 1. Ze wzoru na p-stwo catkowite,
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P(A) = P(A[FK1)P(K1) + P(A|Ko)P(K2) + P(A|K6)P(Ks) = 35,

zatem (wzor Bayesa) P(K1|A) = % =2

b) Losujemy kostke z urny, rzucamy nia i wypada szostka. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze
przy kolejnych dwdch rzutach ta sama kostka, raz wypadnie szdstka a raz jakad inna liczba
oczek? (2 pkt)
Rozw. Niech K1, Ks, K¢ jak wyzej, podobnie niech A oznacza zdarzenie, zZe po pierwszym
rzucie wyciggnietq z urny kostkg wypadto 6 oczek, natomiast B oznacza zdarzenie, Ze w
dwdch kolejnych rzutach raz wypadta szdéstka a raz jakas inna liczba oczek. Chcemy policzyé
P(B|A) = PSPQQJ)B). 7 danych zadania wiemy, ze P(ANB|K;) = 10/6%, P(AN B|K3) = 4/27,
P(AN B|K3) = 0. Ze wzoru na p-stwo catkowite
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P(AN B) = P(AN BIK))B(K)) + P(A N BIK2)B(K) + P(AN BIKe)P(Ke) = .

zatem P(B|A) = 3111/% = 2. (Mozna tez rozumowaé nieco inaczej: korzystajgc z obliczers
punktu a) i stosujgc wzor Bayesa dostajemy P(Ks|A) = % oraz P(K3|A) = 1(’—1 Ograniczajge
przestrzen probabilistyczng do zdarzenia A i rozpatrujgc warunkowe p-stwo P4 zdefiniowa-
ne wzorem P4(C) = P(C|A) dla dowolnego zdarzenia C C , stosujemy wzér na p-stwo
catkowite do szukanego P4(B):
Pu(B) =PA(B|K1)PA(K1)+PaA(B|K2)PA(K2)+Pa(B|Ke)Pa(Kg) = 103 +4 2 +06 _ A )
A = 1A 1)A 1 A 2)0A(A2 A 6)1A 6_3611 911 11_198.
3. System bankowy btednie ksieguje kwoty $rednio 2 na 107 przelewéw. Korzystajac z przyblizenia
Poissona, oszacowaé prawdopodobieristwo, ze wérod 10% przelewow, ktére mialy miejsce w pew-
nym miesigcu, btednie zaksiegowane zostaly co najmniej dwa przelewy (trafity na konto pewnego
polityka). (8 pkt) Oszacowa¢ btad przyblizenia. (1 pkt)



Wsk.: €2 ~ 7, 39; e 12 =0,61; e 15~ 0,82 et/5 ~ 1,22

Rozw. n =10%p =2-10"", A\ = np = 2/10 = 1/5. Z tw. Poissona p-stwo blednego zaksiegowania
doktadnie k przelewow w przyblizeniu wynosi /\k—];e*/\. P-stwo zdarzenia przeciwnego do zdarzenia
opisanego w zadaniu wynosi w przyblizeniu

e+ e P = 26*1/5 ~ g -0,82 = 0,984,

zatem p-stwo btednego zaksiegowania co nagmniej 2 przelewéw wynosi w przyblizeniuv 0,016. Blgd
prayblizenia wynikajgcy z zastosowania tw. Poissona (blad samego prayblizenia e~ pomijamy)
jest nie wiekszy niz \2/n = 4-1078,

4. Zmienna losowa X spelnia nastepujace warunki: P(X = 1) = &5, P(X =3) = &, P(X € (3,1)) =
L2 dlate (3,7 oraz P(X =7) =3

a) Wyznacz dystrybuante X. (2 pkt)

Rozw.
0 dlat € (—o0,1)
L dlat e [1,3)
FX(t) = 130 t—3 __ t dl
TO"‘TO—TO at€[3,7)
1 dla t € [7,+00).

b) Czy X ma rozktad ciagly? Czy X ma rozktad dyskretny? Odpowiedzi uzasadnij! (2 pkt)
Rozw. Rozktad X nie jest ciggly, poniewaz P(X = 1) > 0. Rozktad X nie jest tez dys-
kretny, jako zZe jest skupiony na zbiorze {1} U [3,7], ktdre nie jest ani skoriczony ani nawet
przeliczalny.

c) Oblicz EX oraz VarX. (4 pkt)

Rozw. Zmienna X jest mieujemna, wiec stosujemy wzor

9 24
EX — /IP’X>tdt /1—FX £ dt = /1dt+/ dt+/ 1——dt—1—|—5+2—€
1

Podobnie obliczamy

[ee) 00 1
:/ 2tP(X>t)dt:2/ t(l—FX(t))dt:2(/ tdt+ —tdt / 1—dt)

0 0 0
_2<1 18 142> 407
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407 _ 576 _ 307
zatem VarX = EX? — (I[E,X)2 = 407 _ 576 _ 307,
5. Zmienna losowa X ma rozklad ciagly z gestoscia g(7) = 31(4,00)() oraz Y = VX.
a) Oblicz c. (2 pkt)

Rozw. Zeby proponowana funkcja byt funkcjg gestosci, nalezy sprawdzié, ze Jrg(z)dr =1
oraz, ze g(x) > 0 p.w. Pierwszy warunek oznacza, ze

c >~ 1 1
1—/]1%?1(4700)(3})(133—0[1 ?dac c[ .

a zatem ¢ = 4. Dla ¢ =4 mamy g(x) > 0, wiec jest to poprawny wzor na funkcje gestosci.

o0 1 c
e —O —) = —
C=e04 =1,

b) Czy Y ma rozklad ciagly? Jesli tak, to oblicz gestos¢ Y, w przeciwnym razie uzasadnij, ze
Y nie ma rozktadu ciagtego. (& pkt)

Rozw. Sq dwie podstawowe metody rozwigzania: jedna wykorzystuje rachunki na dystrybu-
ancie, druga twierdzenie o przeksztatcaniu gestosci.

W pierwszym przypadku: wyznaczymy dystrybuante zmienney Y.

Fy(t) =Py <t)=P(WVX <t) =P(X < t?),



dlat >0 (dla t <0 nie jest mozliwe, zZeby pierwiastek byt od takiego t mniejszy). A zatem,
dlat > 0:

0 t2 <4

2
4 t
T

! 2>4 [1-% t>2
Fy(t) = / —1 x)dr = -7 = A
Y( ) o T2 (4,00)( ) { 0 t<9
co mozna potgczyé z przypadkiem t < 0 bez zmiany wzoru. Dystrybuanta jest ciggta wszedzie
(tgcznie z punktem 2) i jest rézniczkowalna wszedzie poza 2. Mozna wiec wyznaczyé gestosé

(a zatem zmienna Y jest ciggta), jako pochodng z dystrybuanty z dodang zerowq wartoscig

w 2:
8

g(t) = t*31(27oo) (t).
W drugim przypadku: zauwazamy, ze Y = p(X), gdzie o(x) = /x. ¢'(z) = ﬁ %0 dla
x > 2, a zatem przeksztalcente to spetnia zaloZenia odp. twierdzenta, 1 mamy:

a) zmienna Y jest ciggta, oraz

b) gestosé Y jest réwna

))|dcp’1(y) 4

8
_ -1 _ _
gY(y) - gX(SD (y dy |1(g0(4),<p(oo))(y) - (y2)2 |2y|1(2,oo) (y) - E1(2,OO) (y)

¢) Rozstrzygnij, czy X jest catkowalna. Jesli tak, to oblicz EX. (2 pkt)
Rozw. X jest catkowalna, jesli E|X| = [, |z|g(x)dx < oco. W naszym przypadku,

4 © 4 4
E|X| = /R|x\ﬁl(47oo)(x)da::[1 a:—d:vz[1 —dz = [4lnz|}” = oo,

x2 x
a zatem zmienna X NIFE jest catkowalna
d) Rozstrzygnij, czy Y jest catkowalna. Jesli tak, to oblicz EY. (2 pkt)

Rozw. Y jest catkowalna, jesli E|Y| = [g lylg(y)dy < oo lub réwnowaznie E|Y| = E|VX| =
EVX = [p vzg(z)dz < co. W naszym przypadku,

EvX = / ﬁ71(4 o) (2)dr = / r—dr = / dr =4 {—2.%_1/2’ =4,
R T ’ 4 4 4

22 23/2
a zatem zmienna Y jest catkowalna oraz BY =E|Y| =4 (bo Y jest nieujemna,).

6. Zmienna losowa X ma rozkltad jednostajny na odcinku [—1,2] za§ Y = X2 + 2. Oblicz EY (2
pkt), VarY (3 pkt), a takze P(Y < 1/4) oraz P(Y > 1). (1 pkt)
Rozw. Skoro X ma rozktad jednostajny, to mozemy skorzystaé ze znanych wtasnosci by stwierdzié,
iz g(z) = $1[-1,2], 2§ EX = =2 = L oraz VarX = w = L = 3. W awigzku z tym,
EX? = % + (%)2 = 1. Mamy wyznaczyc:
(a)BY =E(X?+5)=EX%2+2=1+2=3, oraz
(b) VarY = Var(X?42) = VarX? = E(X?)? - (EX2)2 = EX*—12. Wyznaczymy zatem brakujgce

2
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IEY4:/4 d:/ gl e 82 133
proxdr = wdr=19g S BT BT s
a zatem VarY:%— :%.

(¢) Poniewaz Y > 2, wiec P(Y < ) = 0. Mamy rowniez P(Y > 3) = P(X?+2 > 3) =P(X?% >
1) =P(|X| > 1), co u nas =P(X € (1,2]) = 1.

7. Przeanalizowano dane pewnego urzedu pracy by stwierdzi¢, jaki czas uptywa od zakoniczenia pra-
cy do zarejestrowania w urzedzie. W wylosowanej prébce 10 bezrobotnych, czas ten prezentowat
sie nastepujaco (w dniach):

1,1,2,2,2,3,3,4,5,7.



Wyznaczy¢ dystrybuante empiryczng (2 pkt), srednia i wariancje z proby (2 pkt), oraz pierwszy
kwartyl z proby (1 pkt).
Rozw. Dystrybuanta empiryczna rowna jest
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Srednia z préby wynosi

m_1.2+2.3+3-2+4+5+7_@_
- 10 10

3,
za$ wariancja z préby

s (1-3)2-2+(2-3)2-3+(3-3)2-2+(4-3)2+(5—-3)2+(7-3)*
S =
10
 8+3+0+14+4+16

10

3,2.

Pierwszy kwartyl z préby wynosi zas 2 (bo 2 jest jedyng warto$cig spetniajgcg warunki P(X <
2)> 1oz P(X>2)>3)



