
Egzamin poprawkowy z Rachunku Prawdopodobie«stwa, 8 marca 2013 r. � rozwi¡zania

Wersja I

1. W±ród 10 monet osiem jest regularnych, za± dwie monety s¡ faªszywe i maj¡ orªa po obu stronach.

Losowo wybieramy jedn¡ z monet, rzucamy ni¡ dwa razy i stwierdzamy, »e w obu przypadkach wypadª

orzeª.

(a) Jakie jest prawdopodobie«stwo, »e ta moneta jest faªszywa? (3 pkt)

Rozw. Niech F b¦dzie zdarzeniem, »e wylosowana moneta jest faªszywa, natomist O12, »e na wy-

losowanej monecie w obydwu rzutach wypadª orzeª. Ze wzoru Bayesa mamy

P(F |O12) =
P(O12|F )P(F )

P(O12)
=

P(O12|F )P(F )
P(O12|F )P(F ) + P(O12|F ′)P(F ′)

=
1 · 210

1 · 210 + 1
4 ·
8
10

=
1
2
.

(b) T¡ sam¡ monet¡ rzucamy raz jeszcze. Jakie jest prawdopodobie«stwo, »e i tym razem wypadnie

orzeª? (3 pkt)

Rozw. Niech F , O12 jak wy»ej, natomiast O3 b¦dzie zdarzeniem, »e na wylosowanej monecie w

trzecim rzucie wypadª orzeª. Szukane prawdopodobienstwo to

P(O3|O12) =
P(O3 ∩O12)

P(O12)
.

Zauwa»my, »e zgodnie z obliczeniami z punktu (a), P(O12) = 2/5, natomiast P(O3∩O12) policzymy

ze wzoru na prawdopodobie«stwo caªkowite:

P(O3 ∩O12) = P(O3 ∩O12|F )P(F ) + P(O3 ∩O12|F ′)P(F ′) = 1 · 2
10

+
1
8
· 8

10
=

3
10
.

St¡d szukane prawdopodobie«stwo wynosi 3/102/5 = 3
4 .

2. Dystrybuanta zmiennej losowej X wyra»a si¦ wzorem F (t) =


0 dla t < 0
1
27 t
3 dla t ∈ [0, 3)

1 dla t ­ 3

(a) Uzasadni¢, »e X ma rozkªad ci¡gªy (1 pkt). Rozw. F jest ci¡gªa i kawaªkami C1 (ró»niczkowalna
w sposób ci¡gªy).

(b) Znale¹¢ g¦sto±¢ zmiennej X oraz zmiennej Y = X3 (3 pkt). Rozw. G¦sto±¢ zmiennej X uzyskujemy

przez zró»niczkowanie dystrybuanty: gX(x) = F ′(x) = 1
9x
21(0,3)(x). G¦sto±¢ zmiennej Y = X3 to

gY (y) = gX( 3
√
y)d

3√y
dy = 1

9y
2/31(0,3)( 3

√
y)13y

−2/3 = 1
271(0,27)(y).

(c) Obliczy¢ EX, VarX. (3 pkt). Rozw. EX =
∫ 3
0 x
1
9x
2 dx = 1

36x
4
∣∣∣3
0

= 81
36 = 9

4 . EX
2 =

∫ 3
0 x
2 1
9x
2 dx =

1
45x
5
∣∣∣3
0

= 243
45 = 27

5 . VarX = EX2 − (EX)2 = 27
80 .

(d) Czy zmienna Z = min(X, 1) ma rozkªad ci¡gªy? Odpowied¹ uzasadni¢! (1 pkt) Rozw. Nie, gdy»

P(Z = 1) > 0.

(e) Obliczy¢ EZ, gdzie Z = min(X, 1) (2 pkt). Rozw.

EZ =
∫ ∞
0

P(Z > t) dt =
∫ 1
0

P(X > t) dt =
∫ 1
0

(
1− 1

27
t3
)
dt =

107
108

.

3. Rozkªad ª¡czny zmiennych losowych X,Y ma g¦sto±¢ g(x, y) = 1
21(xy + y3)1{0¬x¬3}1{0¬y¬2}.

(a) Obliczy¢ P(X ¬ 2, Y ¬ 1) (2 pkt). Rozw.

P(X ¬ 2, Y ¬ 1) =
1
21

∫ 2
0

∫ 1
0

(xy + y3) dy dx =
1
21

∫ 2
0

(
1
2
x+

1
4

)
dx =

1
14
.

1



(b) Znale¹¢ g¦sto±¢ zmiennej X oraz g¦sto±¢ zmiennej Y (3 pkt). Rozw.

gX(x) =
1
21

∫ 2
0

(xy + y3) dy1(0,3)(x) =
1
21

(2x+ 4)1(0,3)(x),

gY (y) =
1
21

∫ 3
0

(xy + y3) dx1(0,2)(y) =
1
14

(3y + 2y3)1(0,2)(y).

(c) Obliczy¢ EX,EY (3 pkt). Rozw.

EX =
∫ ∞
−∞

xgX(x) dx =
1
21

∫ 3
0

(2x2 + 4x) dx =
36
21

=
12
7
,

EY =
∫ ∞
−∞

ygY (y) dy =
1
14

∫ 2
0

(3y2 + 2y4) dy =
1
14
· 72

5
=

36
35
.

(d) Obliczy¢ kowariancj¦ zmiennych X i Y (2 pkt). Rozw.

EXY =
∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

xyg(x, y) dy dx =
1
21

∫ 3
0

∫ 2
0

(x2y2 + xy4) dy dx =
264
5
,

zatem

Cov(X,Y ) = EXY − (EX)(EY ) =
264
5
− 12

7
· 36

35
.

4. Wektor losowy (X,Y ) ma g¦sto±¢ g(x, y) = 3e−x−2y1{0<y<x}. Znale¹¢ g¦sto±¢ zmiennej X i g¦sto±¢

zmiennej Y (3 pkt). Zbada¢, czy zmienne X i Y s¡ niezale»ne. Odpowied¹ uzasadni¢! (2 pkt) Oblicz

E(X
∣∣Y ) oraz E(Xe−Y + Y 2

∣∣Y ). (4 pkt)

Rozw.

gX(x) =
∫ x
0

3e−x−2y dy1(0,∞)(x) = 3e−x
(
−1

2
e−2y

) ∣∣∣x
y=0

1(0,∞)(x) =
3
2
e−x(1− e−2x)1(0,∞)(x),

gY (y) =
∫ ∞
y

3e−x−2y dy1(0,∞)(y) = 3e−2y
(
−e−x

) ∣∣∣∞
x=y

1(0,∞)(y) = 3e−3y1(0,∞)(x).

Zmienne X i Y nie s¡ niezale»ne, albowiem gX(x)gY (y) = 9
2e
−x(1 − e−2x)e−3y1(0,∞)(x)1(0,∞)(y) 6=

g(x, y).
Dla y > 0, gX|Y (x|y) = g(x,y)

gY (y)
= e−x+y1{x>y}, zatem

E(X|Y = y) =
∫ ∞
−∞

xgX|Y (x|y) dx =
∫ ∞
y

xe−x+y dx =
∫ ∞
0

(x+ y)e−x dx

=
∫ ∞
0

xe−x dx+ y

∫ ∞
0

e−x dx = 1 + y,

a poniewa» P(Y > 0) = 1, to E(X|Y ) = Y + 1. St¡d, E(Xe−Y + Y 2|Y ) = e−Y E(X|Y ) + Y 2 =
e−Y (Y + 1) + Y 2.

5. Wektor losowy (X,Y ) ma rozkªad normalny o ±redniej (0, 0) i macierzy kowariancji

[
4 −1
−1 1

]
.

(a) Obliczy¢ wspóªczynnik korelacji liniowej zmiennych X i Y (2 pkt). Rozw. ρ(X,Y ) = Cov(X,Y )√
VarXVarY

=
−1√
4·1 = −12 .

(b) Wyznaczy¢ rozkªad zmiennej X + 3Y (2 pkt). Rozw. Zmienna X + 3Y ma rozkªad normalny o

±redniej 0 i wariancji Var(X + 3Y ) = VarX + 9VarY + 6Cov(X,Y ) = 4 + 9− 6 = 7.

(c) Dla jakich warto±ci parametru a ∈ R, zmienne losowe X + aY i Y s¡ niezale»ne? (4 pkt) Rozw.

Poniewa» ª¡czny rozkªad zmiennych X + aY i Y jest dwuwymiarowy normalny, zmienne X + aY
i Y s¡ niezale»ne wtw., gdy Cov(X + aY, Y ) = 0. Kowariancja tych zmiennych wynosi

Cov(X + aY, Y ) = Cov(X,Y ) + aVarY = −1 + a · 1,

co równa si¦ 0 wtw., gdy a = 1.
2



6. Pewien kantor specjalizuje si¦ w sprzeda»y franków szwajcarskich. Zaªó»my, »e kwoty kupowane przez

klientów s¡ zmiennymi losowymi o ±redniej 350 i wariancji 300
2

12 . Przybli»y¢ prawdopodobie«stwo, »e

108 losowych klientów, którzy odwiedz¡ kantor pewnego dnia, b¦dzie chciaªo zakupi¢ wi¦cej ni» 38250

franków (5 pkt). Ile franków powinien mie¢ rano w kasie wªa±ciciel, by szansa na to, »e wszyscy klienci

z tego dnia b¦d¡ mogli zrealizowa¢ swoj¡ ch¦¢ zakupu wynosiªa co najmniej 0,9? (4 pkt)

Rozw. Niech Xi oznacza kwot¦ franków, jak¡ b¦dzie chciaª kupi¢ i-ty klient, dla i = 1, 2, . . . , 108.
Mamy: EXi = 350, VarXi = 3002

12 ; zakªadamy, i» zakupy kolejnych klientów s¡ niezale»ne. Zmienne Xi
speªniaj¡ wi¦c zaªo»enia CTG. Interesuje nas prawdopodobie«stwo P (X1 +X2 + . . .+X108 > 38250).
Przeksztaª¢my to wyra»enie do postaci, w której b¦dziemy mogli skorzysta¢ z CTG:

P (X1 +X2 + . . .+X108 > 38250) = P

X1 +X2 + . . .+X108 − 108 · 350
√

108 ·
√
3002
12

>
38250− 108 · 350
√

108 ·
√
3002
12

 .
Na mocy CTG mamy:

≈ 1− Φ
(

450
900

)
= 1− Φ(0, 5) ≈ 1− 0, 69 = 0, 31.

W drugim podpunkcie, interesuje nas, dla jakiej warto±ci F franków znajduj¡cych si¦ rano w kasie

zachodzi¢ b¦dzie P (X1 +X2 + . . .+X108 < F ) ­ 0, 9. Znów przeksztaªcamy wyra»enie do postaci, w

której mo»na skorzysta¢ z CTG:

P (X1 +X2 + . . .+X108 ¬ F ) = P

X1 +X2 + . . .+X108 − 108 · 350
√

108 ·
√
3002
12

¬ F − 108 · 350
√

108 ·
√
3002
12

 .
Na mocy CTG mamy:

≈ Φ
(
F − 37800

900

)
,

co ma by¢ nie mniejsze ni» 0, 9. Wiadomo, »e Φ−1(0, 9) ≈ 1, 28, a zatem mamy: F−37800900 ­ 1, 28, czyli
F ­ 1, 28 ·900+37800 = 1152+37800 = 38952, a wi¦c w kasie powinny znajdowa¢ si¦ rano co najmniej

38952 franki.

7. Pewien inwestor gieªdowy kieruje si¦ przy grze na gieªdzie nast¦puj¡c¡ strategi¡: je±li danego dnia nie

podejmowaª »adnych dziaªa«, to nast¦pnego dnia z prawdopodobie«stwem 1
3 sprzeda pakiet akcji, z

prawdopodobie«stwem 1
6 kupi pakiet akcji, a z prawdopodobie«stwem 1

2 znów nie podejmie »adnych

dziaªa«. Je±li danego dnia sprzedaª pakiet akcji, to nast¦pnego dnia sprzeda kolejny pakiet, kupi nowy

pakiet lub nie b¦dzie podejmowaª »adnych dziaªa« z prawdopodobie«stwami równymi 13 . Je±li za±

danego dnia kupiª pakiet akcji, to nast¦pnego dnia b¦dzie tylko obserwowaª kursy i na pewno nie b¦dzie

podejmowaª »adnych akcji. Wypisa¢ macierz przej±cia dla ªa«cucha Markowa opisuj¡cego strategi¦

tego gracza (2 pkt). Wyznaczy¢ rozkªad stacjonarny tego ªa«cucha (4 pkt). Jakie jest, w przybli»eniu,

prawdopodobie«stwo, »e je±li gracz ten stosowaª tak¡ strategi¦ od bardzo dawna, to 8 marca 2013 nie

podejmie »adnych dziaªa«? (2 pkt)

Rozw. Strategi¦ tego gracza mo»na opisa¢ przy pomocy ªa«cucha Markowa o trzech stanach (Nic, Sprze-

da», Kupno), o macierzy przej±cia:

P =

 1
2
1
3
1
6

1
3
1
3
1
3

1 0 0

 .
Rozkªad stacjonarny tego ªa«cucha Markowa to trójka (x, y, z) speªniaj¡ca równanie (x, y, z) · P =
(x, y, z) oraz warunek x+ y + z = 1, a wi¦c rozwi¡zanie ukªadu równa«:

x
2 + y

3 + z = x
x
3 + y

3 = y
x
6 + y

3 = z

x+ y + z = 1

,
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czyli ( 611 ,
3
11 ,
2
11). �a«cuch Markowa jest nieokresowy i nieprzywiedlny, wi¦c na mocy twierdzenia er-

godycznego mo»emy spodziewa¢ si¦, i» w ustalonym dniu (po wielu krokach) ªa«cuch ten b¦dzie si¦

znajdowaª w stanie "Nic" z prawdopodobie«stwem zbli»onym do 6
11 .
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