Egzamin poprawkowy z Rachunku Prawdopodobienistwa, 8 marca 2013 r. — rozwiazania
Wersja I

1. Wér6d 10 monet osiem jest regularnych, zag§ dwie monety sa falszywe i maja orta po obu stronach.
Losowo wybieramy jedng z monet, rzucamy nia dwa razy i stwierdzamy, ze w obu przypadkach wypad?t
orzel.

(a) Jakie jest prawdopodobienistwo, ze ta moneta jest falszywa? (3 pkt)
Rozw. Niech F bedzie zdarzeniem, ze wylosowana moneta jest fatszywa, natomist O12, zZe na wy-
losowanej monecie w obydwu rzutach wypadt orzet. Ze wzoru Bayesa mamy
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(b) Ta sama moneta rzucamy raz jeszcze. Jakie jest prawdopodobieristwo, ze i tym razem wypadnie
orzel? (3 pkt)
Rozw. Niech F, O12 jak wyzej, natomiast Os bedzie zdarzeniem, ze na wylosowanej monecie w
trzecim rzucie wypadt orzet. Szukane prowdopodobienstwo to
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Zauwazimy, Ze zgodnie z obliczeniami z punktu (a), P(O12) = 2/5, natomiast P(O3N012) policzymy
ze wzoru na prawdopodobieristwo catkowite:
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Stad szukane prawdopodobieristwo wynosi 32//150 = %.
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2. Dystrybuanta zmiennej losowej X wyraza sie wzorem F(t) = 2i7t3 dlat€]0,3)
1 dlat>3

(a) Uzasadni¢, ze X ma rozktad ciagly (1 pkt). Rozw. F jest ciggta i kawatkami C* (réiniczkowalna
w sposdb ciggly).

(b) Znalez¢ gestogé zmiennej X oraz zmiennej Y = X3 (3 p ) Rozw. Gestosé zmiennej X uzyskujemy
przez zrézniczkowanie dystrybuanty: gx (z) = F'(z) = *1(0,3)(x). Gestosé zmiennej Y = X? to
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(d) Czy zmienna Z = min(X,1) ma rozklad ciagty? Odpowied7 uzasadni¢! (1 pkt) Rozw. Nie, gdyz
P(Z=1)>0.

(e) Obliczy¢ EZ, gdzie Z = min(X, 1) (2 pkt). Rozw.
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3. Rozklad laczny zmiennych losowych X, Y ma gestosé g(z,y) = 57(zy +y )1{0<x<3}1{0<y<2}

(a) Obliczy¢ P(X < 2,Y < 1) (2 pkt). Rozw.
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(b) Znalez¢ gestos¢ zmiennej X oraz gesto$é zmiennej Y (3 pkt). Rozw.

ox(@) = o [ o+ dylio (@) = 5720+ 4)10(@),
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gy (y) = ﬁ/o (zy +y7) dzloz)(y) = 7,8y +2y")102)(y).
(c¢) Obliczy¢ EX,EY (3 pkt). Rozw.
EX = /O:o xgx(x)dr = 31 (256 +4x)dr = 2? = 1—72,
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(d) Obliczy¢ kowariancje zmiennych X i Y (2 pkt). Rozw.
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4. Wektor losowy (X,Y) ma gestos¢ g(z,y) = 3¢ " *11gcycyy). Znalez¢ gestos¢ zmiennej X i gestosc
zmiennej Y (3 pkt). Zbada¢, czy zmienne X i Y sa niezalezne. Odpowiedz uzasadni¢! (2 pkt) Oblicz
E(X|Y) oraz E(Xe Y +Y?|Y). (4 pkt)

Rozw.
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Zmienne X i Y mnie sq niezalezne, albowiem gx(z)gy(y) = e (1 — e 2)e ™1 (g 50y (2)1(0,00) (¥) #
9(z,y).
Dla y >0, gxy(zly) = g(f(z)) = e‘x+y1{m>y}, zatem
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a poniewaiz P(Y > 0) = 1, to E(X|Y) = Y + 1. Sted, E(Xe ¥ + Y?|Y) = e YE(X|Y) + Y? =
e Y (Y +1)+ Y2
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5. Wektor losowy (X,Y') ma rozktad normalny o éredniej (0,0) i macierzy kowariancji l 41 ]

-1 1
. , . . R . . . _ CouX)Y) _
(a) Ok;hczyc \lzvspolczynmk korelacji liniowej zmiennych X 1Y (2 pkt). Rozw. p(X,Y) = Xy =
Val oo

(b) Wyznaczy¢ rozklad zmiennej X + 3Y (2 pkt). Rozw. Zmienna X + 3Y ma rozktad normalny o
$redniej 0 i wariancii Var(X +3Y) = VarX +9VarY 4+ 6Cov(X,Y) =44+9—-6=1T1.

(c) Dla jakich wartosci parametru a € R, zmienne losowe X + aY i Y sa niezalezne? (4 pkt) Rozw.
Poniewaz tgczny rozktad zmiennych X +aY 1Y jest dwuwwymiarowy normalny, zmienne X 4+ aY
i'Y sq niezalezne wtw., gdy Cov(X + aY,Y) = 0. Kowariancja tych zmiennych wynosi

Cov(X +aY)Y) = Covu(X,Y)+aVary = -1+a-1,

co rowna sie 0 wtw., gdy a = 1.



6. Pewien kantor specjalizuje sie w sprzedazy frankéw szwajcarskich. Zat6zmy, ze kwoty kupowane przez
klientéw sg zmiennymi losowymi o §redniej 350 i wariancji %. Przyblizy¢ prawdopodobienistwo, ze
108 losowych klientéw, ktorzy odwiedza kantor pewnego dnia, bedzie chciato zakupi¢ wiecej niz 38250
frankow (5 pkt). Ile frankow powinien mieé¢ rano w kasie wtasciciel, by szansa na to, ze wszyscy klienci

z tego dnia beda mogli zrealizowac swoja che¢ zakupu wynosita co najmniej 0,97 (4 pkt)

Rozw. Niech X; oznacza kwote frankow, jakq bedzie chcial kupié i-ty klient, dla ¢ = 1,2,...,108.
2

Mamy: EX; = 350, VarX,; = %; zaktadamy, iz zakupy kolejnych klientéw sq niezalezne. Zmienne X;

spetniajq wiec zatozenia CTG. Interesuje nas prawdopodobieristwo P (X1 + Xo + ... + Xi08 > 38250).

Przeksztatémy to wyrazenie do postaci, w ktorej bedziemy mogli skorzystaé z CTG:

X X ...+ X088 — 108 - 350 38250 — 108 - 350
P(X1+X2+...+X108>38250):IP’( 1+ A2+ ...+ X0 )

>
V108 - /300 V108 - 4/ 3%

Na mocy CTG mamy:
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~l-®(—)=1-®(0,5)~1-0,69=0,31.
(900) (0.5)

W drugim podpunkcie, interesuje nas, dla jakiej wartosci F frankdéw znajdujgcych sie rano w kasie

zachodzié bedzie P (X1 + Xo+ ...+ Xy0s < F) > 0,9. Znow przeksztalcamy wyrazenie do postaci, w

ktorej mozna skorzystaé z CTG:

X1+ Xo+ ...+ Xi0s — 108-350 _ F — 108 - 350
wa+xrh”+&%<mzp(l 2 108 < )
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co ma byé nie mniejsze niz 0,9. Wiadomo, ze ®71(0,9) ~ 1,28, a zatem mamy: F—93070800 > 1,28, czyli

F >1,28-900+ 37800 = 1152437800 = 38952, a wiec w kasie powinny znajdowad sie rano co najmniej
38952 franksi.

Na mocy CTG mamy:

7. Pewien inwestor gieldowy kieruje sie przy grze na gieldzie nastepujaca strategia: jesli danego dnia nie
podejmowal zadnych dzialari, to nastepnego dnia z prawdopodobieristwem % sprzeda pakiet akcji, z
prawdopodobienstwem % kupi pakiet akcji, a z prawdopodobieristwem % zn6w nie podejmie zadnych
dziatan. Jegli danego dnia sprzedal pakiet akcji, to nastepnego dnia sprzeda kolejny pakiet, kupi nowy
pakiet lub nie bedzie podejmowal Zzadnych dziatari z prawdopodobienstwami réwnymi % Jesli zag
danego dnia kupit pakiet akcji, to nastepnego dnia bedzie tylko obserwowal kursy i na pewno nie bedzie
podejmowal zadnych akcji. Wypisa¢ macierz przejécia dla tancucha Markowa opisujacego strategie
tego gracza (2 pkt). Wyznaczy¢ rozktad stacjonarny tego taricucha (4 pkt). Jakie jest, w przyblizeniu,
prawdopodobienistwo, ze jesli gracz ten stosowal taks strategie od bardzo dawna, to 8 marca 2013 nie

podejmie zadnych dziatan? (2 pkt)

Rozw. Strategie tego gracza mozna opisaé przy pomocy taricucha Markowa o trzech stanach (Nic, Sprze-
daz, Kupno), o macierzy przejscia:
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Rozktad stacjonarny tego tanicucha Markowa to trojka (x,y,z) spelniajgca réwnanie (x,y,z) - P =
(z,y,2) oraz warunek v +y + z = 1, a wiec rozwigzanie uktadu réwnan:
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czyli (%, %, 1—21) Lancuch Markowa jest nieokresowy 1 nieprzywiediny, wiec na mocy twierdzenia er-
godycznego mozemy spodziewaé sie, iz w ustalonym dniu (po wielu krokach) taricuch ten bedzie sig

znajdowat w stanie "Nic" z prawdopodobienistwem zblizonym do %.



