Egzamin z Rachunku Prawdopodobieristwa, 8 lutego 2013r.
Wersja I

1. Pewien artysta wspolczesny tworzy instalacje w nastepujacy sposob: wybiera losowo punkt (X,Y) z
blachy [0, 1] x [0, 1], a nastepnie odcina lewy dolny rég blachy (obszar ponizej i na lewo od punktu
(X,Y)) i wykorzystuje go jako podporke, zas do pozostalej czesci blachy przykleja pidra. Jaka jest
srednio powierzchnia obklejona piérami? (4 pkt)

Rozw. Warto zrobi¢ nastepujgcy pomocniczy rysunek:

0,1) (1,1)

(xy)

0,0) X (1,0)

Interesuje nas $rednie pole szarego obszaru. Jesli przez (x,y) oznaczymy wspdtrzedne wylosowanego
punktu, to pole szarego obszaru wynosi 1 —xy. Chegc obliczyé Srednie pole musimy najpierw wyznaczyé
rozktad zmiennej (X,Y') — jest to rozktad jednostajny na kwadracie, a wicc o gestosci g(w,y) = 1jg17(z)-
10,1 (y). A zatem Srednie pole szarego obszaru
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Uwaga. NIE WOLNO pisaé, ze Srednie pole szarego obszaru = 1 —EX - EY, o ile nie skomentuje sie
najpierw faktu, iz zmienne X 1Y sq niezalezne.

Wyznaczy¢ rozktad zmiennej X +Y (4 pkt).

Rozw. Rozktad mozna wyznaczaé bgdz wprost z definicji zmiennej (X,Y), badz korzystajgc z faktu, iz
zmienne X 1Y sq niezalezne i gesto$é sumy jest splotem gestosci.

METODA 1. Ze splotu. Zmienne X 1Y sq niezalezne o rozktadach jednostajnych na [0,1], a wiec

o0

1 1
gx+v(t) = gx * gy (t) = /_ 1po,1)(2) - Ljo1y(t — x)dz = /0 19,1t — x)dx = /0 11 (z)da.

To ostatnie wyrazenie zalezy od wartosci t: gdy t ¢ [0,2], catka réwna jest 0; gdy t € [0, 1], catka réwna
jest fg dz, gdy t € [1,2] catka réwna jest ftl_l dx, a wiec ostatecznie:

t t e [0,1]
gx+y(t)=92—t te(1,2].
0 t&[0,2]

METODA 2. Z definicji. Wyznaczymy dystrybuante zmiennej X +Y, czyli

PX+Y <0) = [[ 1oy 10(0)dody.
z+y<t

Zauwazmy, iz jesli t < 0 to szukane prawdopodobienstwo réwne jest 0; jesli t > 2, to szukane prawdopo-
dobienstwo rowne jest 1. Dla pozostatych t mamy dwa mozliwe przypadki: gdy t € [0,1] (rys. po lewej)
oraz gdy t € [1,2] (rys. po prawej):

©01) 11 o1 2 ()

s

Xyt
byt Y

(0,0) t (10) (0,0) (1,0)



W tym pierwszym przypadku catka rowna jest polu trojkgta ponizej prostej x +y =t, a wiec %; w tym

drugim przypadku catka rowna jest polu kwadratu pomniejszonego o pole trojkgta nad prostg x +y =t:
A2

1-— % Mamy wiec:

0 t<0
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. Dwuwymiarowa zmienna losowa (X,Y) ma rozklad z gestoscia g(z,y) = (= + y)1jo<a<i} Liocy<1}-
Wyznaczy¢ rozklady zmiennych X 1Y (4 pkt). Obliczy¢ kowariancje zmiennych X 1Y (4 pkt). Czy
zmienne X 1Y sag niezalezne? Odpowiedz uzasadni¢ (2 pkt).

Rozw. Rozktad X jest ciggly i ma gestosé

o0 1
= /_ g(w,y)dy =/0 (z +y)jocac1y dy = (z + )1{o<x<1}

Podobnie, rozktad Y jest ciagly i ma gestosé gy (y) = (y + )1{0<y<1} W celu obliczenia kowariancyi
zmiennych X 1Y liczymy
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i podobnie EY = L. Wobec tego Cov(X,Y) = EXY —EXEY = 1 — (5)? = — 157 Zmienne X, Y nie
sq niezalezne, albowiem ich kowariancja jest rozna od 0.

. Dwuwymiarowa zmienna losowa (X, Y") ma rozklad z gestoscia g(z,y) = %1{0<x<y}. Obliczy¢ E(X |Y)
(4 pkt), E(X?sin(Y)|Y) (4 pkt), oraz EX (2 pkt).
Rozw. Dla y > 0,
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Poniewaz P(Y > 0) =1, to E(X |Y) = % (Mozna tez zauwazyé, ze rozktadem warunkowym X pod
warunkiem Y =y, dla y > 0, jest rozktad jednostajny na odcinku (0,y).)
Podobnie jak wyzej obliczymy, ze B(X?|Y) = %Yz, a zatem

E(X?sin(Y)|Y) = E(X?|Y)sin(Y) = éyZ sin(Y).

W celu obliczenia EX, mozemy skorzystaé z tego, ze rozktad Y ma gestosé gy (y) = [T, g(z,y) dx =
Je— 2 dyl{y>0} =e Y1~y czylt Y ma rozktad wyktadniczy z parametrem 1. Nastepnie,
1

EX =E(E(X|Y)) = E(Y/2) = =.

. Liczba gléwnych wygranych w Lotto (trafienn szostek) w pojedynczym losowaniu jest zmienna losowa
o rozktadzie Poissona z parametrem A = 1/4 (czyli przyjmuje wartos¢ k € {0,1,2,...} z prawdopodo-
bienistwem ),‘C—Te_k). Przypusémy, ze kazdy z posiadaczy wygrywajacego losu odbiera swoja nagrode z
prawdopodobienistwem 90%. Niech X oznacza liczbe gtownych wygranych, jakie padna w najblizszym
losowaniu, natomiast Y — liczbe gtéwnych wygranych, ktére zostang odebrane. Opisaé¢ rozktad wa-
runkowy Y| X =z (2 pkt). Obliczy¢ E(Y|X) (3 pkt) oraz EY (2 pkt).

Rozw. Dla x € {0,1,2,...}, rozktadem warunkowym 'Y pod warunkiem X = x jest rozktad Bernoulliego
z parametramin = xz i p = 0,9. Wobec tego E(Y|X = x), dla = € {0,1,2,...} jest Sredniq z rozktadu
Bernoulliego z parametramin =x ip = 0,9, czyli 0,9z. Stgd E(Y|X) = 0,9X. Uwaga. To NIE JEST



to samo, co (btedne) stwierdzenie, ze rozktad warunkowy Y pod warunkiem X = x jest 0,9X/
W koricu,

9
EY =E(E(Y | X)) =E(0,9X) = 0,9\ = o

5. Wykonujemy ciag rzutéw kostka do gry. Definiujemy:

(a) zmienne losowe X, nastepujaco: X, = 1, jesli w n-tym rzucie wypadta szostka, i X,, = 0 w
przeciwnym przypadku. Zbadaé¢ zbieznosé ciggu % prawie na pewno i wyznaczy¢ granice,
jesli istnieje. (4 pkt)

Rozw. Zmienne X1, Xo, ...sq niezalezne, o identycznych rozktadach t.ze P(X,, = 1) = %, P(X, =

0) = 2, a wiec t. ze EX,, istnieje @ ro’wne jest %. A zatem, cigg X1, Xo, ...spetnia zalozZenia
MPWL, czyli M P EX, = 5, @ zatem ciqg z tresci zadania jest zbiezny prawie na

pewno, 1 jego gmmca WYNOSt

X1+...+ X, p.n. 1 1
6n 6-6 36

(b) zmienne losowe Y,, nastepujaco: Y,, = 1, jesli w pierwszych n rzutach cho¢ raz wypadta szostka,
oraz Y, = 0 w przeciwnym przypadku. Zbadaé¢ zbiezno$é ciagu Y, wedlug prawdopodobienstwa i
wyznaczy¢ granice, jesli istnieje. (4 pkt)

Rozw Zmienne Yy, majq te wtasnosé, iz P(Y, =0) =P(Y,_1 =0) 3 = 5= — 0, zas P(Y,, = 1) =
1-— —n — 1. A zatem, mozna sie spodziewaé, iz granica wedtug pmwdopodobzenstwa dla tego ciggu
istnieje, © rowna jest 1. Istotnie, dla dowolnego € > 0 mamy

1

hm IP’(|Y —1]>¢) < hm IP’( =0)= nlingo2—n =0,
a wiec
Y, 5 1.

6. Przypusémy, ze co trzeci klient kasy w pewnym banku przychodzi do oddzialu wyptaci¢ gotowke, zasg

pozostali dokonuja wptat. Wyznaczy¢ przyblizone prawdopodobieristwo, ze sposrod 162 (niezaleznych)
klientow odwiedzajacych bank pewnego dnia, co najwyzej 66 wyptaci gotowke (4 pkt).
Rozw. Oznaczmy przez X,, — zmienng losowq réwng 1, jesli n-ty klient wyptaca gotdwke, i 0 w prze-
ciwnym przypadku, oraz S, = X1 + ... X,. Zmienne X, sq niezalezne, o rozktadzie dwupunktowym:
P(X, =1) = £ =1-P(X, = 0). Mozna wicc do tych zmiennych stosowaé tw. de Moivre’a - Lapla-
ce’a. Przyblizyé mamy P(Si62 < 66), co przeksztatcimy do postaci, w ktérej mozna skorzystaé z tw. de
Moivre’a -Laplace’a:

Si2 — 1625 _ 66 — 54 12
P(S162 < 66) = P ( 102 ) i (6> = ®(2) ~ 0,977 = 0, 003.
162 -

Przypusémy teraz, ze klient wyptacajacy pobiera z kasy érednio 4000 PLN, z odchyleniem standardo-
wym 600PLN, za$ klient wplacajacy zostawia w kasie srednio 2000 PLN, z odchyleniem standardowym
800 PLN. Wyznaczy¢ przyblizone prawdopodobienstwo, ze po dniu, w ktérym przy kasie byto 100
klientéw wptacajacych i 100 klientow wyptacajacych gotéwke, kasa zostata uszczuplona o co najmniej
197 tys PLN. (&5 pkt).

Rozw. Aby mdc w prosty sposéb zastosowaé centralne twierdzenie graniczne w sformutowaniu z wy-
ktadu do przyblizenia szukanego prawdopodobienstwa, warto stworzyé ,sztuczne” zmienne o identycz-
nych rozktadach. Jesli wiec przez X; bedziemy oznaczaé wyptaty klientow wyptacajgcych, a przez Y;
wptaty klientow wptacajgcych, to zdefiniujmy pomocnicze zmienne Z; = X; — Y;. Zmienne te majg
nastepujgce wtasnosci: EZ; = E(X; —Y;) = 4000 — 2000 = 2000, za$§ VarZ; = Var(X; — Y;) =
VarX; + VarY; = 6002 4 8002 = 10002 (z niezaleznosci klientéw). Szukane w zadaniu prawdopodobieri-
stwo to P(Z1 + ...+ Zioo = 197000). Poniewaz zmienne Z; sq niezalezne o identycznych rozktadach



posiadajgcych wartosé oczekiwang i wariancje, wiec mozna stosowaé do nich CTG; przeksztatcimy wiec
odpowiednio szukane prawdopodobieristwo:

Zi+ ...+ Z1go — 100 - 2 1 —2
P( 1+ + Z100 00 000> 97000 00000)%1—@( 3000):@(0,3)'

v/100 - 1000 - 10000 10000

. Jacek i Placek grajg w nastepujaca gre: rzucaja symetryczna moneta, az wypadnie ciag ORZEL-RESZKA-
ORzEL, kiedy to wygrywa Jacek, lub ciagg RESzKA-RESZKA-ORZEL, kiedy to wygrywa Placek. Jaka jest
szansa, ze najpozniej po pierwszych pieciu rzutach Jacek wygra? (3 pkt)

Rozw. Latwo sprawdzié (zob. np. graf nizej), zZe sytuacje, ktore mogq doprowadzi¢ do takiego wyniku
odpowiadajg ciggom: ORO, OORO, RORO, OORO, OOORO oraz ROORO. Prawdopodobienstwo, ze

wyrzucony zostanie jeden z nich wynosi % + % + % + 3% + 3% = %.

Jaka jest szansa wygranej Jacka w ogole? (5 pkt)
Rozw. Najprosciej sytuacje opisaé przy pomocy taricucha Markowa, ktérego graf wygledaé moze np. tak:

Wowczas pytanie o to, jaka jest szansa wygranej Jacka jest pytaniem o prawdopodobienstwo, iz taricuch
znajdujgcy sie w stanie poczatkowym ,Start” znajdzie sie w stanie ORO zanim znajdzie sie w stanie
RRO. Jesli przez p; oznaczymy prawdopodobienstwo, ze ze stanu i-tego taricuch dotrze do stanu ORO
przed dotarciem do stanu RRO, to mozemy zapisaé uktad réwnari:

=

Dstart = %po + %pR

po = %po + %pOR

PR = %po + %pRR

POR = %pRR =+ %pORo ;
PRR = %pRR + %pRRo
poro =1

prrO =0

ktorego rozwigzanie spetnia: prr = 0, por = %, PO %, PR = %, oraz interesujgce Nas Psiart = %



