Egzamin z Rachunku Prawdopodobieristwa, 8 lutego 2013r.
Wersja I

Instrukcja:

Uwaznie przeczytaj tresci zadan. W szczegdlnosci zwrdé uwage jakie polecenia sa do wykonania w danym zadaniu.

Rozwiazanie kazdego zadania nalezy pisa¢ na osobnej kartce. Kazda kartka musi by¢ podpisana czytelnie i DRUKO-
WANYMI literami imieniem i nazwiskiem, numerem indeksu i opatrzona numerem wersji i zadania, np.: ,Zad. 3. Wersja
I

W rozwiazaniu zadania nalezy przedstawié¢ wszystkie obliczenia i objasni¢ kluczowe kroki rozumowania (w szczegdlno-
Sci opisa¢ rozwazane w rozwiazaniu zdarzenia, itp.), przywolaé (z nazwy) uzywane fakty i wzory, etc. Za rozwiazanie
zawierajace sam wynik koricowy nie bedg przyznawane zadne punkty.

Nie wolno korzysta¢ z notatek, ksiazek, tablic czy kalkulatorow.
W przypadku stwierdzenia niesamodzielnosci pracy, sprawdzian moze zostaé¢ przerwany a praca anulowana.

Czas pisania egzaminu: 150 minut

. Pewien artysta wspolczesny tworzy instalacje w nastepujacy sposob: wybiera losowo punkt (X,Y) z

blachy [0, 1] x [0, 1], a nastepnie odcina lewy dolny rog blachy (obszar ponizej i na lewo od punktu
(X,Y)) i wykorzystuje go jako podpoérke, zas do pozostalej czesci blachy przykleja piora. Jaka jest
$rednio powierzchnia obklejona piorami? (4 pkt) Wyznaczy¢ rozktad zmiennej X +Y (4 pkt).

. Dwuwymiarowa zmienna losowa (X,Y’) ma rozklad z gestoscia g(x,y) = (¥ + y)ljo<a<iy Lio<y<i)-

Wyznaczy¢ rozklady zmiennych X 1Y (4 pkt). Obliczy¢ kowariancje zmiennych X 1Y (4 pkt). Czy
zmienne X 1Y sa niezalezne? Odpowiedz uzasadni¢ (2 pkt).

. Dwuwymiarowa zmienna losowa (X, Y") ma rozklad z gestoscia g(z,y) = %1{0<x<y}. Obliczy¢ E(X |Y)

(4 pkt), E(X%sin(Y) |Y) (4 pkt), oraz EX (2 pkt).

. Liczba glownych wygranych w Lotto (trafieri szostek) w pojedynczym losowaniu jest zmienna losowa

o rozkladzie Poissona z parametrem A = 1/4 (czyli przyjmuje wartos¢ k € {0,1,2,...} z prawdopo-
dobienistwem ’\k—]!ce*’\). Przypusémy, ze kazdy z posiadaczy wygrywajacego losu odbiera swoja nagrode
z prawdopodobieristwem 90%. Niech X oznacza liczbe glownych wygranych, jakie padna w najbliz-
szym losowaniu, natomiast Y — liczbe gtownych wygranych, ktore zostang odebrane. Opisaé rozktad

warunkowy Y| X = x (2 pkt). Obliczy¢ E(Y|X) (3 pkt) oraz EY (2 pkt).

. Wykonujemy ciag rzutéw kostka do gry. Definiujemy:

(a) zmienne losowe X, nastepujaco: X,, = 1, jesli w n-tym rzucie wypadla szostka, i X,, = 0 w
przeciwnym przypadku. Zbadaé¢ zbieznosé ciaggu % prawie na pewno i wyznaczy¢ granice,
jesli istnieje. (4 pkt)

(b) zmienne losowe Y,, nastepujaco: Y,, = 1, jesli w pierwszych n rzutach cho¢ raz wypadta szostka,
oraz Y, = 0 w przeciwnym przypadku. Zbada¢ zbiezno$é¢ ciagu Y, wedlug prawdopodobienstwa i
wyznaczy¢ granice, jesli istnieje. (4 pkt)

Przypusémy, ze co trzeci klient kasy w pewnym banku przychodzi do oddziatu wyptaci¢ gotowke, zas
pozostali dokonuja wptat. Wyznaczy¢ przyblizone prawdopodobieristwo, ze sposrod 162 (niezaleznych)
klientow odwiedzajacych bank pewnego dnia, co najwyzej 66 wyplaci gotowke (4 pkt). Przypusémy
teraz, ze klient wyptacajacy pobiera z kasy srednio 4000 PLN, z odchyleniem standardowym 600PLN,
zad klient wplacajacy zostawia w kasie srednio 2000 PLN, z odchyleniem standardowym 800 PLN.
Wyznaczyé przyblizone prawdopodobieristwo, ze po dniu, w ktéorym przy kasie byto 100 klientéw wpla-
cajacych i 100 klientow wyptacajacych gotoéwke, kasa zostata uszczuplona o co najmniej 197 tys PLN.
(5 pkt).

Jacek i Placek graja w nastepujaca gre: rzucaja symetryczna moneta, az wypadnie ciag ORZEL-RESZKA-
ORrzEr, kiedy to wygrywa Jacek, lub ciag RESzkA-RESzZKA-ORZEL, kiedy to wygrywa Placek. Jaka jest
szansa, ze najpozniej po pierwszych pieciu rzutach Jacek wygra? (3 pkt) Jaka jest szansa wygranej
Jacka w ogole? (5 pkt)

®(1) ~ 0,841, ®(1,5) ~ 0,933, B(2) ~ 0,977, &(2,5) ~ 0,994, ®(3) ~ 0,9987, ®(4) ~ 0,99997



Egzamin z Rachunku Prawdopodobieristwa, 8 lutego 2013r.
Wersja 11

Instrukcja:

Uwaznie przeczytaj tresci zadan. W szczegoblnosci zwrdé uwage jakie polecenia sg do wykonania w danym zadaniu.

Rozwiazanie kazdego zadania nalezy pisa¢ na osobnej kartce. Kazda kartka musi by¢ podpisana czytelnie i DRUKO-
WANYMI literami imieniem i nazwiskiem, numerem indeksu i opatrzona numerem wersji i zadania, np.: ,Zad. 3. Wersja
1.

W rozwigzaniu zadania nalezy przedstawié¢ wszystkie obliczenia i objasni¢ kluczowe kroki rozumowania (w szczegdlno-
Sci opisa¢ rozwazane w rozwiazaniu zdarzenia, itp.), przywola¢ (z nazwy) uzywane fakty i wzory, etc. Za rozwiazanie
zawierajace sam wynik koricowy nie beda przyznawane zadne punkty.

Nie wolno korzystaé z notatek, ksiazek, tablic czy kalkulatorow.
W przypadku stwierdzenia niesamodzielnosci pracy, sprawdzian moze zostaé przerwany a praca anulowana.

Czas pisania egzaminu: 150 minut

. Pewien malarz tworzy obrazy w nastepujacy sposob: wybiera losowo punkt (X,Y’) z biatego kwadrato-

wego plotna [0, 1] X [0, 1], a nastepnie lewy dolny rég ptotna (obszar ponizej i na lewo od punktu (X, Y))
maluje na zielono, za$ prawy gorny rog ptotna (obszar powyzej i na prawo od punktu (X,Y’)) maluje
na pomaranczowo. Jaka cze$¢ ptotna bedzie srednio zajmowal kolorowy obszar? (4 pkt) Wyznaczy¢
rozktad zmiennej X +Y (4 pkt).

. Dwuwymiarowa zmienna losowa (X,Y) ma rozklad z gestoscia g(7,y) = 3yljocacy<iy- Wyznaczyé

rozklady zmiennych X 1Y (4 pkt). Obliczy¢ kowariancje zmiennych X 1Y (4 pkt). Czy zmienne X i
Y sa niezalezne? Odpowiedz uzasadni¢ (2 pkt).

. Dwuwymiarowa zmienna losowa (X,Y’) ma rozktad z gestoscia g(z,y) = ﬁl{zw}l{kyﬁcﬂ}. Ob-

liczy¢ E(Y | X) (4 pkt), E(Y%cos(X) | X) (4 pkt), oraz EY (2 pkt).

. W pewnym duzym miescie liczba wypadkéw drogowych, do jakich dochodzi w ciagu jednej doby, jest

zmienna losowa o rozkladzie Poissona z parametrem A = 6 (czyli przyjmuje wartos¢ k € {0,1,2,...}
z prawdopodobienistwem )‘k—];e_A). Wedtug policyjnych statystyk, prawdopodobienistwo, ze przyczyna
wypadku bylo nieudzielenie pierwszenstwa przejazdu wynosi 30%. Niech X oznacza liczbe wypadkow,
do jakich dojdzie w ciagu kolejnej doby, natomiast Y — liczbe tych wypadkdéw z kolejnej doby, ktorych
powodem bedzie nieudzielenie pierwszenistwa przejazdu. Opisa¢ rozklad warunkowy Y|X = z (2 pkt).
Obliczy¢ E(Y'|X) (3 pkt) oraz EY (2 pkt).

. Wykonujemy ciag rzutéw symetryczna moneta. Definiujemy:

(a) zmienne losowe X, nastepujaco: X,, = 1, jesli w n-tym rzucie wypad? orzel, i X,, = 0 w przeciwnym
A XidotXn
przypadku. Zbadac zbieznos¢ ciggu “go=n

(4 pkt)

(b) zmienne losowe Y,, nastepujaco: Y,, = 1, jesli w pierwszych n rzutach wypadly same orly, oraz
Y, = 0 w przeciwnym przypadku. Zbada¢ zbiezno$é ciagu Y,, wedlug prawdopodobienistwa i
wyznaczy¢ granice, jesli istnieje. (4 pkt)

prawie na pewno i wyznaczy¢ granice, jesli istnieje.

. Przypusémy, ze co drugi klient supermarketu stajacy przy kasie jest oszczedny, zas co drugi rozrzutny.

Wyznaczy¢ przyblizone prawdopodobieristwo, ze sposrod 100 (niezaleznych) klientow stojacych przy
kasie, co najmniej 55 bedzie oszczednych (4 pkt). Przypusémy teraz, ze podczas jednej wizyty klient
oszczedny wydaje srednio 100PLN, przy odchyleniu standardowym 30PLN; zas klient rozrzutny —
$rednio 300PLN, z odchyleniem standardowym réwnym 40PLN. Wyznaczy¢ przyblizone prawdopodo-
bienistwo, ze 200 klientow (w tym 100 oszczednych i 100 rozrzutnych) obstuzonych przez pewna kasjerke
zostawi w kasie nie wiecej niz 38 tys. PLN (5 pkt).

Jas i Malgosia graja w nastepujaca gre: rzucajg symetryczng moneta, az wypadnie ciag ORZEL-ORZEL-
REszkA, kiedy to wygrywa Jas, lub ciag REsZKA-RESzKA-RESzkA, kiedy to wygrywa Malgosia. Jaka
jest szansa, ze najpdzniej po pierwszych pieciu rzutach Jas wygra? (3 pkt) Jaka jest szansa wygranej
Jasia w ogole? (5 pkt)

®(1) ~ 0,841, ®(1,5) ~ 0,933, B(2) ~ 0,977, &(2,5) ~ 0,994, ®(3) ~ 0,9987, ®(4) ~ 0,99997



Egzamin z Rachunku Prawdopodobieristwa, 8 lutego 2013r.
Wersja II1

Instrukcja:

Uwaznie przeczytaj tresci zadan. W szczegdlnosci zwrdé uwage jakie polecenia sa do wykonania w danym zadaniu.

Rozwiazanie kazdego zadania nalezy pisa¢ na osobnej kartce. Kazda kartka musi by¢ podpisana czytelnie i DRUKO-
WANYMI literami imieniem i nazwiskiem, numerem indeksu i opatrzona numerem wersji i zadania, np.: ,Zad. 3. Wersja
7.

W rozwiazaniu zadania nalezy przedstawié¢ wszystkie obliczenia i objasni¢ kluczowe kroki rozumowania (w szczegdlno-
Sci opisa¢ rozwazane w rozwiazaniu zdarzenia, itp.), przywolaé (z nazwy) uzywane fakty i wzory, etc. Za rozwiazanie
zawierajace sam wynik koricowy nie bedg przyznawane zadne punkty.

Nie wolno korzysta¢ z notatek, ksiazek, tablic czy kalkulatorow.
W przypadku stwierdzenia niesamodzielnosci pracy, sprawdzian moze zostaé¢ przerwany a praca anulowana.

Czas pisania egzaminu: 150 minut

. Pewien artysta wspolczesny tworzy instalacje w nastepujacy sposob: wybiera losowo punkt (X,Y) z

blachy [0, 1] x [0, 1], a nastepnie odcina prawy gorny rog blachy (obszar powyzej i na prawo od punktu
(X,Y)) i wykorzystuje go jako podpoérke, zas do pozostalej czesci blachy przykleja piora. Jaka jest
srednio powierzchnia obklejona piorami? (4 pkt) Wyznaczy¢ rozktad zmiennej Y — X (4 pkt).

. Dwuwymiarowa zmienna losowa (X,Y’) ma rozklad z gestoscia g(z,y) = (z — y + 1) Ljo<a<1y Lio<y<1)-

Wyznaczy¢ rozklady zmiennych X 1Y (4 pkt). Obliczy¢ kowariancje zmiennych X 1Y (4 pkt). Czy
zmienne X 1Y sa niezalezne? Odpowiedz uzasadni¢ (2 pkt).

. Dwuwymiarowa zmienna losowa (X, Y) ma rozklad z gestoscia g(z, y) = &~ L{o<y<a}- Obliczy¢ E(Y | X)

(4 pkt), E(Y2cos(X) | X) (4 pkt), oraz EY (2 pkt).

Liczba gtownych wygranych w Lotto (trafieni szostek) w pojedynczym losowaniu jest zmienng losowa
o rozkladzie Poissona z parametrem A = 1/3 (czyli przyjmuje wartos¢ k € {0,1,2,...} z prawdopo-
dobienstwem )‘k—l!ce*)‘). Przypusémy, ze kazdy z posiadaczy wygrywajacego losu odbiera swojg nagrode
z prawdopodobienistwem 80%. Niech Y oznacza liczbe gtownych wygranych, jakie padng w najbliz-
szym losowaniu, natomiast X — liczbe gltéwnych wygranych, ktére zostang odebrane. Opisaé rozktad

warunkowy X|Y =y (2 pkt). Obliczy¢ E(X|Y) (3 pkt) oraz EX (2 pkt).

. Wykonujemy ciag rzutow kostka do gry. Definiujemy:

(a) zmienne losowe X, nastepujaco: X, = 0, jesli w n-tym rzucie wypadta szostka, i X,, = 1 w
przeciwnym przypadku. Zbada¢ zbieznosé ciggu % prawie na pewno i wyznaczy¢ granice,
jesli istnieje. (4 pkt)

(b) zmienne losowe Y,, nastepujaco: Y, = 0, jesli w pierwszych n rzutach cho¢ raz wypadta szostka,
oraz Y, = 1 w przeciwnym przypadku. Zbada¢ zbiezno$é ciggu Y, wedlug prawdopodobienstwa i

wyznaczy¢ granice, jesli istnieje. (4 pkt)

. Przypusémy, ze co trzeci klient kasy w pewnym banku przychodzi do oddzialu wyptaci¢ gotowke, zasg

pozostali dokonuja wptat. Wyznaczy¢ przyblizone prawdopodobieristwo, ze sposréd 162 (niezaleznych)
klientow odwiedzajacych bank pewnego dnia, co najmniej 42 wyplaci gotowke (4 pkt). Przypusémy
teraz, ze klient wyptacajacy pobiera z kasy srednio 4000 PLN, z odchyleniem standardowym 800PLN,
za$ klient wplacajacy zostawia w kasie srednio 2000 PLN, z odchyleniem standardowym 600 PLN.
Wyznaczyé przyblizone prawdopodobieristwo, ze po dniu, w ktérym przy kasie byto 100 klientéw wpta-
cajacych i 100 klientow wyptacajacych gotdéwke, kasa zostata uszczuplona o co najwyzej 203 tys PLN.
(5 pkt).

Jacek i Placek graja w nastepujaca gre: rzucaja symetryczna moneta, az wypadnie ciag ORZEL-RESZKA-
ORzEL, kiedy to wygrywa Jacek, lub ciag REsZKA-RESzZKA-ORZEL, kiedy to wygrywa Placek. Jaka jest
szansa, ze najpozniej po pierwszych pieciu rzutach Placek wygra? (38 pkt) Jaka jest szansa wygranej
Placka w ogole? (5 pkt)

®(1) ~ 0,841, ®(1,5) ~ 0,933, ®(2) ~ 0,977, $(2,5) ~ 0,994, ®(3) ~ 0,9987, &(4) ~ 0,99997



Egzamin z Rachunku Prawdopodobieristwa, 8 lutego 2013r.
Wersja IV

Instrukcja:

Uwaznie przeczytaj tresci zadan. W szczegblnosci zwrdé uwage jakie polecenia sg do wykonania w danym zadaniu.

Rozwiazanie kazdego zadania nalezy pisa¢ na osobnej kartce. Kazda kartka musi by¢ podpisana czytelnie i DRUKO-
WANYMI literami imieniem i nazwiskiem, numerem indeksu i opatrzona numerem wersji i zadania, np.: ,Zad. 3. Wersja
v

W rozwiazaniu zadania nalezy przedstawié¢ wszystkie obliczenia i objasni¢ kluczowe kroki rozumowania (w szczegdlno-
$ci opisa¢ rozwazane w rozwiazaniu zdarzenia, itp.), przywolaé¢ (z nazwy) uzywane fakty i wzory, etc. Za rozwiazanie
zawierajace sam wynik koricowy nie beda przyznawane zadne punkty.

Nie wolno korzystaé z notatek, ksiazek, tablic czy kalkulatorow.
W przypadku stwierdzenia niesamodzielnosci pracy, sprawdzian moze zostaé przerwany a praca anulowana.

Czas pisania egzaminu: 150 minut

. Pewien malarz tworzy obrazy w nastepujacy sposob: wybiera losowo punkt (X,Y’) z biatego kwadrato-

wego plotna [0, 1] x [0, 1], a nastepnie lewy gorny rog ptotna (obszar powyzej i na lewo od punktu (X,Y"))
maluje na zielono, za$ prawy dolny rog plotna (obszar powyzej i na prawo od punktu (X,Y)) maluje
na pomaranczowo. Jaka cze$¢ ptotna bedzie srednio zajmowal kolorowy obszar? (4 pkt) Wyznaczy¢
rozktad zmiennej X —Y (4 pkt).

. Dwuwymiarowa zmienna losowa (X,Y’) ma rozklad z gestoscia g(z,y) = 3z1j0cy<aci). Wyznaczy¢

rozktady zmiennych X 1Y (4 pkt). Obliczy¢ kowariancje zmiennych X 1Y (4 pkt). Czy zmienne X i
Y sa niezalezne? Odpowiedz uzasadnié (2 pkt).

. Dwuwymiarowa zmienna losowa (X,Y’) ma rozklad z gestoscia g(z,y) = ﬁll{0<x<y+1}1{y>0}- Ob-

liczy¢ E(X |Y) (4 pkt), E(X%sin(Y)|Y) (4 pkt), oraz EX (2 pkt).

. W pewnym duzym miedcie liczba wypadkéw drogowych, do jakich dochodzi w ciagu jednej doby, jest

zmienna losowa o rozkladzie Poissona z parametrem \ = 5 (czyli przyjmuje wartos¢ k € {0,1,2,...}
z prawdopodobieristwem )‘k—];e*)‘). Wedtug policyjnych statystyk, prawdopodobieristwo, ze przyczyna
wypadku byto nieudzielenie pierwszenstwa przejazdu wynosi 40%. Niech Y oznacza liczbe wypadkow,
do jakich dojdzie w ciagu kolejnej doby, natomiast X — liczbe tych wypadkéw z kolejnej doby, ktérych
powodem bedzie nieudzielenie pierwszenstwa przejazdu. Opisa¢ rozklad warunkowy X|Y =y (2 pkt).

Obliczy¢ E(X|Y) (3 pkt) oraz EX (2 pkt).

. Wykonujemy ciag rzutéw symetryczna moneta. Definiujemy:

(a) zmienne losowe X, nastepujaco: X,, = 0, jesli w n-tym rzucie wypad? orzel, 1 X,, = 2 w przeciwnym
przypadku. Zbadaé zbieznosé¢ ciagu Xl;rniﬁX” prawie na pewno i wyznaczy¢ granice, jesli istnieje.
(4 pkt)

(b) zmienne losowe Y,, nastepujaco: Y, = 0, jesli w pierwszych n rzutach wypadly same orly, oraz
Y, = 1 w przeciwnym przypadku. Zbadaé¢ zbieznos¢ ciagu Y,, wedtug prawdopodobienistwa i
wyznaczy¢ granice, jesli istnieje. (4 pkt)

. Przypusémy, ze co drugi klient supermarketu stajacy przy kasie jest oszczedny, zas co drugi rozrzutny.

Wyznaczy¢ przyblizone prawdopodobieristwo, ze sposrod 100 (niezaleznych) klientow stojacych przy
kasie, co najwyzej 45 bedzie oszczednych (4 pkt). Przypusémy teraz, ze podczas jednej wizyty klient
oszczedny wydaje srednio 100PLN, przy odchyleniu standardowym 40PLN; za$ klient rozrzutny —
srednio 300PLN, z odchyleniem standardowym réwnym 30PLN. Wyznaczy¢ przyblizone prawdopodo-
bieristwo, ze 200 klientow (w tym 100 oszczednych i 100 rozrzutnych) obstuzonych przez pewna kasjerke
zostawi w kasie co najmniej 42 tys. PLN (5 pkt).

Jasi Malgosia grajg w nastepujaca gre: rzucaja symetryczng moneta, az wypadnie ciag RESZKA-RESZKA-
ORrzEt, kiedy to wygrywa Jas, lub ciag ORzEL-ORzEL-ORZEL, kiedy to wygrywa Malgosia. Jaka jest
szansa, ze najpozniej po pierwszych pieciu rzutach Malgosia wygra? (&8 pkt) Jaka jest szansa wygranej
Malgosi w ogole? (& pkt)

B(1) ~ 0,841, B(1,5) ~ 0,933, (2) ~ 0,977, B(2,5) ~ 0,994, B(3) ~ 0,9987, ®(4) ~ 0,99997



