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Zadanie 1.
Udowodnij, ze macierz korelacji wektora losowego X = (X1, Xs, ..., X,) ma nieujemne wartosci
wlasne.

Rozwiazanie:
Niech

. X, X x,\"
X:(Xl,XQ,...,Xp)T,X:(—l,—Q...,—p) ,

g1 0'2’ Op

gdzie o; = vVVarX;. Wtedy

cov(X) = EX -EX)(X -EX)T = (E(X; — EX;)(X; — EX;))i
_ (E(Xi - E?.(X - EXﬂ) = cor(X).

Ale cov(X) > 0,bo 0 < Var t7X = E¢TX —tTEX)(XTt — EXTt) = t"covXt dla kazdego t.
Wartosci wlasne cor(X) sa nieujemne poniewaz s rowne wariancjom wspotrzednych VTX, gdzie
VT jest przeksztalceniem ortogonalizujacym cov(X).

Zadanie 2.

Podaj algorytm k-§rednich.
Rozwiazanie:
Niech C : {1,...,N} — {1, ..., K}, K < N bedzie podzialem N - elementowej populacji na K
- klas. Algorytm k - means zaczynajac od poczatkowego Cy, poprawia go w sensie grupowania
podobnych obserwacji:
repeat
for (k =1 .. K)

Tr = My = arg min Zi:c(i):k d(xz,x;) // znajdujemy centrum kazdej klasy
for (i =1 .. N)

¢(i) = argmin d(x;, my) // znajdujemy nowy, lepszy podziat

k

until kryterium-stopu
gdzie d(z;, x;) - odlegtos¢ miedzy obserwacjami ¢ oraz j.

Zadanie 3.

Podaj wzor na przeksztalcenie ortogonalizujace macierz X = (24 )nxp-

Rozwiazanie: ~
Niech X = (zi;)nxp - macierz danych, Z.; - Srednia j- tej cechy. Wtedy X = (x;; —Z.;)nxp - macierz
danych scentrowanych. £ X7X =: ¥ - macierz kowariancji danych X. V = [v1]...|v,] - macierz

wektorow wilasnych . Woéwczas XV jest macierzg obserwacji wektora, ktorego wspolrzedne sa
nieskorelowane.

Zadanie 4.

Wyprowadz wzoér na bayesowska regule klasyfikacyjng w wielomianowym modelu normalnym
(N(p1,21), - -, N (g, Xx)) z rozktadem a priori (qi, - . ., gk )-

Rozwiazanie:
(g1,-..,qr) - rozklad a priori parametru okreslajacego populacje,
1 1
fi(z) = ——=cap(—=(x — ;)" ;' (x — w;))- rozklad i- tej populacji N'(u;, Z;) na RF.

\/detX; (2m)P o 2



Bayesowska reguta klasyfikacyjna klasyfikuje dang obserwacje = do tej populacji, ktéra maksy-
malizuje prawdopodobienstwo a posteriori, tj. f(i|x) o< ¢;fi(x). Gdy = - ustalone

1 1
max qifi(z) & miaxlnqi - §log(det(2i)) - 5(30 — )T e — ).

Powyzsza, kwadratowa wzgledem z regute mozna uproscié¢ do liniowej, gdy X; = X Vi.

Zadanie 5.

Niech Y - zmienna losowa, X = (X1, Xa, ..., X,) - wetror losowy oraz covX odwracalna. Udowo-
dnij, ze E(Y — a — 87 X)? przyjmuje minimum dla 3* = C~loyx, a* =EY — *TEX.
Rozwiazanie:
Chcemy:
£(a,3) = B(Y —a — 57 X)* — min
Roézniczkujac:
d
d—f = 2E(Y —a-6TX)=0=a* =EY — (*)"EX.
e
Mamy juz o*, teraz znajdzmy 3*:
Vaf =2E(Y —a-8TX)XT = 0
EYXT) - o*EXT —EgTXXT = 0
E(YXT) -EYEXT + (B)TEXEXT - p*TEXXT = 0.
Stad
ovx —(B)7C = 0
6*T —_ O'YX071
ﬁ* = Cila’yx.

Zadanie 6.

Udowodni¢, ze w rodzinie rozkladéw na skoriczonym X rozklad jednostajny ma najwieksza en-
tropie.
Rozwiazanie:

X={1,...,k}, pi,q- gestosci na X,

Odleglosé Kullbacka - Leiblera nieujemna z nieréwnosci Jensenas:

k
qi
Hpllg) == pi log - > 0.
i=1 v

Entropia p
H(p) == pilogpi <= pilog g (1)

Niech ¢; = % - gesto$é rozktadu jednostajnego. Wowczas Vp:

1
*sz' log ¢i = *sz' log = =log k = H(q),

zatem z (1):
- H(p) < H(q),

dla kazdego p.



