Egzamin z teorii mnogosci
3 lutego 2024 r.
Czes¢ teoretyczna

Zadanie 1. Sformutuj definicje liczby porzadkowe;j.

Zadanie 2. Rozstrzygnij, czy istnieje zbiér dobrze uporzadkowany (A, <), w ktérym dla
pewnego elementu a € A zachodza jednocze$nie warunki:

e zbior {x € A:x < a} jest nieskonczony,

e typy porzadkowe zbioréw A i {x € A:z > a} sa réwne.
Odpowiedz krotko uzasadnij.

Zadanie 3. Sformutuj lemat Kuratowskiego-Zorna.

Zadanie 4. Rozstrzygnij, czy zachodzi rownos¢ [[,., N, = N,. Odpowiedz kréotko uza-

sadnij.

Zadanie 5.

(a) Sformutyj definicje podzbioru stacjonarnego nieprzeliczalnej, regularnej liczby kardy-
nalnej k.

(b) Sformutuj lemat Fodora o funkcjach regresywnych.

Zadanie 6. Przy zalozeniu GCH najmniejsza liczba kardynalna  taka, ze k — (Nogo4 )3
jest postaci N,,. Podaj warto$¢ n. Odpowiedz krétko uzasadnij, powotujgc sie na odpo-
wiednie twierdzenie.

Zadanie 7. Udowodnij, ze jesli U;,Us sa dowolnymi dwoma réznymi ultrafiltrami na
zbiorze w, to U; NU;y nie jest ultrafiltrem na zbiorze w.

Zadanie 8. Podaj przyktad zbioru przeliczalnego i rodziny prawie roztacznej jego pod-
zbioréw, ktéra jest mocy 2%0.

Zadanie 9.
(a) Sformutuj definicje A-systemu.
(b) Udowodnij, ze kazda nieskoniczona rodzina zbioréw dwuelementowych zawiera nieskon-

czony A-system.

Zadanie 10. Sformutuj lemat Koniga o Np-drzewach i definicje N;-drzewa Aronszajna.



Egzamin z teorii mnogosci
3 lutego 2024 r.

Czes¢ zadaniowa

Zadanie 1. Przy zalozeniu hipotezy continuum znajdz najmniejsza liczbe porzadkows
a, takg ze

N, > ‘[N2024]N0 .

Zadanie 2.

Dla zbioru A C N definiujemy
_ A 1,....n—1
d(A) = lim sup AN{0 L.\ }

n— o0 n

oraz

d(A) = liminf AN{0,1,...,n—1}]

n—oo n

Udowodnij, ze:
a) istnieje ultrafiltr U na N, taki ze dla kazdego zbioru A € U mamy d(A) > 0,
b) jesli U jest dowolnym ultrafiltrem na N, to istnieje zbior A € U, taki ze d(A) = 0.

Zadanie 3. Udowodnij, ze dla dowolnej rodziny indeksowanej (A, : o < k) podzbioréw
nieprzeliczalnej regularnej liczby kardynalnej x oraz kazdej bijekcji f : k 1;:} K, zZbior

N A N Apa)
a<k a<k

jest niestacjonarny w £ (A oznacza réznice symetryczna zbiorow).

Zadanie 4. Niech P bedzie nieprzeliczalnym zbiorem, ktérego elementami sa funkcje
postaci f : Dy — N, gdzie Dy € [R;]<%,
Udowodnij, ze istnieja funkcje f,g € P, f # g takie, ze zbior f U g jest funkcja.

Prosimy o napisanie rozwiazania kazdego zadania na oddzielnej, CZYTELNIE pod-
pisanej kartce.



