Egzamin z logiki matematycznej, czes¢ 11
6 lutego 2023

Zadanie 1. Niech ¥ bedzie zdaniem
Y=V By R(z,y) = Jy (R(z,y) A =3z (R(x, 2) A R(y, 2)))],

gdzie R jest dwuargumentowym symbolem relacyjnym. Udowodnij, ze:

(a) zdanie 1) jest logicznie rownowazne pewnemu zdaniu postaci V3V,
(b) zdanie v nie jest logicznie réwnowazne zadnemu zdaniu postaci V3.

Zadanie 2. Niech F bedzie dwuargumentowym symbolem relacyjnym. Niech
K bedzie klasa struktur postaci A = (A4, E*) takich, ze dla kazdego a € A
zbiory {b€ A: (a,b) € EA} i {be A: (b,a) € E*} sa skoticzone.

a) Czy klasa I jest zamknieta na ultraprodukty”
Czy klasa K jest kniet It dukty?

zy klasa K jest zamknieta na elementarna rownowaznosc?
b) Czy klasa K jest kniet 1 tarna ro ZN0SC?

Zadanie 3. Niech T bedzie teoria w skoriczonej sygnaturze i niech ~y(z)
oraz 1(z) beda dwiema formutami w sygnaturze T. Oznaczmy przez v*, ¢*
zbiory definiowane w danej strukturze A przez formuty v i ¢, odpowiednio.
Zat6zmy, ze dla kazdego n € N istnieje struktura skonczona A = T taka, ze
41> n i [0A] = [y - 5.

Udowodnij, ze istnieje struktura B = T taka, ze kazdy ze zbioréw B,~®
i 9¥® jest mocy «¢.

Zadanie 4. Niech T bedzie teorig w skonczonej sygnaturze z jednym sym-
bolem relacyjnym dwuargumentowym =, majaca nastepujace aksjomaty:

— =< jest liniowym porzadkiem,

— nie ma elementu maksymalnego ani minimalnego,

— istnieja doktadnie 4 elementy majace bezposredni poprzednik lub bezpo-
sredni nastepnik, tj. istniejg doktadnie 4 elementy x spetniajace formute

yy<zA-Tz(y<z<z)VIylxr<yA-3z(z<z<y)).

(a) Udowodnij, ze dla dowolnych modeli A, B = T zachodzi A =, B.

(b) Udowodnij, ze teoria T" nie jest zupelna.

(c¢) Znajdz najmniejsze n € N takie, ze dla dowolnych modeli A, B |= T, jesli
A=,B, to A=DB.



