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Część zadaniowa

Zadanie 1. Niech

ψ :=∀w [∀x∀y(x 6= y ⇒ f(w, x) 6= f(w, y))⇒ ∀y∃xf(w, x) = y],
η :=∀w [∀y∃xf(w, x) = y ⇒ ∀x∀y(x 6= y ⇒ f(w, x) 6= f(w, y))].

Rozstrzygnij, czy

(a) zdanie ψ jest logicznie równoważne zdaniu postaci ∀∃,
(b) zdanie η jest logicznie równoważne zdaniu postaci ∀∃.

Zadanie 2. Niech A = (Q,¬A, SA), gdzie ¬A to zwykły porządek na Q,
a SA = N. Niech U będzie ultrafiltrem niegłównym na N i niech B będzie

ultrapotęgą A
N
�U . Rozstrzygnij, czy:

(a) istnieje element b ∈ B\SB, taki że dla każdego k ∈ SB zachodzi B |= k < b,

(b) istnieje element b ∈ B \ SB, taki że dla każdego n ∈ N zachodzi B |=
[(n, n, n, . . .)] < b.

Zadanie 3. Niech A = (A,¬A) będzie przeliczalną strukturą, w której ¬A
jest liniowym porządkiem na A. Udowodnij, że następujące warunki są rów-
noważne:

(a) Istnieje elementarne rozszerzenie B < A, takie że |B| = c i dla każdych
a1, a2 ∈ A spełniających A |= a1 < a2 zbiór definiowany w B formułą
(a1 < x ∧ x < a2) jest mocy c,

(b) ¬A jest gęstym porządkiem na A.

Zadanie 4.

(a) Niech A = (A,≡A) będzie nieskończoną przeliczalną strukturą, w której
≡A jest relacją równoważności na A. Udowodnij, że dla każdego n ∈ N
istnieje struktura B, taka że A ≡n B, ale A 6≡ B.

(b) Rozstrzygnij, czy istnieje nieskończona przeliczalna struktura A = (A,¬A),
w której ¬A jest liniowym porządkiem na A i dla każdego n ∈ N istnieje
struktura B, taka że A ≡n B, ale A 6≡ B.


