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Streszczenie
Przedmiotem niniejszej pracy jest rozszerzenie modelu sieci przeplywow pracy otrzymywa-

nych za pomocg metody rozdrobnien o czas oraz zaproponowanie metody analitycznej stuzacej
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Wprowadzenie

Sieci przeptywu pracy w dzisiejszym S$wiecie zaczynajg pelni¢ coraz wazniejsza role. Wy-
szukiwarka, Google po wpisaniu hasta workflow znajduje ponad 48000000 wynikéw. Jedna
z przyczyn rosnacej popularnodci sieci przepltywéw pracy jest potrzeba znalezienia prostego
sposobu na usystematyzowanie szeroko pojetych proceséw — moga to byé¢ zaréwno procesy
biznesowe, moze to by¢ obieg dokumentéw w firmie, moga to by¢ procesy produkcji w prze-
mysle, moga to by¢ procesy nadzorujace dziatanie systeméw komputerowych i wiele innych.
Powstato bardzo duzo prac i narzedzi dotyczacych modelowania takich przepltywéw. Poza
samg metodologia projektowania przeptywoéw pracy bardzo wazng role pelni réwniez badanie
ich wlasno$ci — takich jak to czy rozpoczety proces zawsze sie zakonczy i czy po zakon-
czeniu wszystkie prace wchodzace w sktad procesu rowniez zostana zakonczone. Interesujace
jest rowniez to, czy istnieja takie sktadowe procesu, ktore nigdy nie mogg by¢ wykonane,
albo ktorych wykonanie prowadzi do sytuacji niepozadanych. Wreszcie interesujace moze by¢
badanie wydajnosci procesu — czasu wykonania calego procesu, czasoéw dziatania poszcze-
gblnych jego sktadowych, czy tez ich obciazenia. Okazuje sie jednak, ze badanie niektorych
wlasnosci sieci jest bardzo trudne, a dla duzych probleméw wrecz niewykonalne.

Jednym z mozliwych modeli sieci przeplywoéw pracy sa sieci Petriego otrzymywane za
pomoca metody rozdrobnien. Rozwiazanie to zostalo zaproponowane w pracy [6]. Jego nie-
watpliwa zalety jest to, ze tak otrzymane sieci przeplywu pracy majg zagwarantowane pewne
dobre wlasnoéci. Oryginalny model nie uwzglednia jednak w zaden sposéb informacji o czasie.
Celem tej pracy jest zaproponowanie odpowiedniego rozszerzenia, a takze metody badania
czasu dziatania tak rozszerzonych sieci.

Praca sklada sie z trzech rozdziatéw. Pierwszy z nich stanowi wstep teoretyczny do ist-
niejacych modeli i formalizméw. W rozdziale tym oméwione sa takie zagadnienia jak sieci
Petriego, sieci przeplywu pracy oraz metoda rozdrobnien. Poruszony jest tez temat proce-
sow Markowa stanowiacych matematyczna podstawe opisywanych dalej stochastycznych sieci
Petriego. Rozdzial drugi poéwiecony jest zdefiniowaniu kilku pojeé¢ matematycznych wyko-
rzystywanych w dalszej czedci pracy. W rozdziale tym wprowadzona jest réwniez pewna klasa
funkcji gestoéci wraz z operacjami na niej. Trzeci rozdzial zawiera opis rozszerzenia sieci
otrzymanych metoda rozdrobnien o czas, przeglad znanych metod badania czasu dzialania
stochastycznych sieci Petriego, a takze wyprowadzenie nowej metody analizy sieci na podsta-
wie jej drzewa rozdrobnien. Prace konczy krétkie podsumowanie.






Rozdziat 1

Wstep teoretyczny

1.1.

Sieci Petriego

Sieci Petriego zostaly wymyslone w 1962 roku przez Carla Adama Petriego. Sg one formali-
zmem stuzacym do modelowania oraz analizy wspétbieznie dziatajacych procesow. Ich wielka
zaleta, poza $cistym matematycznie modelem, jest graficzna reprezentacja, czytelna nawet dla
0s6b niemajacych na co dzien stycznosci z matematyka. W podrozdziale tym przedstawiony
zostanie najprostszy wariant sieci Petriego — PT sieci (ang. Place-Transition nets), zwany
tez czasem po prostu sieciami Petriego.

Graficzna reprezentacja sieci sktada sie z nastepujacych elementow:

miejsc — reprezentowanych przez kotka, za pomoca ktérych modelowane sg warunki
lub obiekty,

zetonOw — reprezentowanych przez czarne kétka, umieszczanych na miejscach, za po-
moca ktérych modelowane sa stany warunkéw lub obiektéw,

tranzycji — reprezentowanych przez kwadraty, za pomoca ktérych modelowane sa akcje
zmieniajace stany warunkow lub obiektow,

strzatek — taczacych miejsca z tranzycjami i tranzycje z miejscami, za pomoca ktérych
modelowane sg zaleznosci miedzy warunkami lub obiektami a akcjami.

Jedna z mozliwych formalnych definicji sieci Petriego jest nastepujaca:

Definicja 1.1.1 Sie¢ Petriego jest trojkg < P, T, F >, gdzie:

P jest skonczonym zbiorem miejsc,
T jest skoniczonym zbiorem tranzycji,
PNT =0,

F C(PxT)U(T x P) jest zbiorem strzalek, zwanym tez czasem relacjg przeplywu
(ang. flow relation).

Definicja 1.1.2 Zbiorem wejsciowym tranzycji t nazywamy zbiér ot := {p € P | (p,t) € F'}.
Zbiorem wyjsciowym tranzycji t nazywamy zbior te := {p € P | (t,p) € F'}.



Zbiory wejéciowe i wyjéciowe dla miejsc definiuje sie analogicznie.

Markowaniem sieci bedziemy nazywaé funkcje M : P — N. Funkcja ta okresla stan sieci,
tzn. liczbe zetondéw na poszczegdlnych jej miejscach. Dla danego markowania M tranzycjq
aktywng t bedziemy nazywaé tranzycje, dla ktorej na wszystkich jej miejscach wejsciowych
znajduje sie co najmniej jeden zeton, tzn. Vp € ot : M(p) > 0. Tranzycje aktywne mo-
ga odpalic. Odpalenie tranzycji polega na zabraniu po jednym zetonie ze wszystkich miejsc
wejéciowych tranzycji i umieszczeniu po jednym zetonie na kazdym z miejsc wyjsciowych.
Powiemy, ze markowanie M, jest osiggalne w jednym kroku z markowania M, jesli istnieje
tranzycja aktywna dla markowania M, ktérej odpalenie powoduje zmiane markowania sie-
ci z M1 na Ms. Osiggalnosé jest definiowana jako domkniecie zwrotne i przechodnie relacji
osiagalnosci w jednym kroku.

Definicja 1.1.3 Powiemy, Ze tranzycja T jest Zywa dla markowania My, jesli dla kazdego
markowania M, osiggalnego z My, istnieje takie markowanie M' osiqgalne z M, ze tranzycja
T jest w nim aktywna. Powiemy, Ze siec jest Zywa, jesl wszystkie markowania sqg Zywe.

Definicja 1.1.4 Powiemy, zZe markowanie My w sieci jest ograniczone, jesli dla kazidego
miejsca p € P istnieje taka stala k € N, Ze dla kazdego markowania M, osiggalnego z mar-
kowania My, zachodzi M(p) < k.

Zdefiniowany powyzej typ sieci Petriego pozwala na modelowanie stanéw, zdarzen, warun-
kéw, synchronizacji, réwnoleglosci, wyboréw i petli. Czestym problemem jest jednak rozmiar
i stopien skomplikowania sieci modelujacych rzeczywiste procesy lub systemy. Ponadto kla-
syczne sieci Petriego nie pozwalaja na modelowanie czasu i tylko w ograniczonym stopniu
pozwalaja modelowaé¢ dane. Dlatego tez powstato duzo rozszerzen oryginalnego modelu za-
proponowanego przez Carla Adama Petriego. Wéréd najwazniejszych i najbardziej popular-
nych wymienié¢ nalezy rozszerzenie o kolor umozliwiajace modelowanie danych, rozszerzenie
0 czas oraz rozszerzenie o hierarchizacje stuzace do tatwiejszego wyrazania duzych modeli.
Rozszerzeniem sieci Petriego o czas zajmiemy sie w dalszej czeéci pracy.

Wiecej informacji na temat sieci Petriego mozna znalezé miedzy innymi w ksiazce [2].

1.2. Sieci przeplywu pracy

Wstep do tego rozdzialu w duzym stopniu opiera sie na pracy [1].

Pierwotnym zadaniem systeméw informatycznych byto wykonywanie pojedynczych, $cidle
okreslonych zadan. Z czasem systemy te ewoluowaly i obecnie coraz czesciej ich zadaniem jest
bezposrednie wsparcie calych proceséw biznesowych w zakresie ich kontroli, monitorowania i
decyzji logistycznych. Systemy takie wspomagaja lub wrecz steruja calym przeptywem pra-
cy w firmie. Gléwnym celem zastosowania przeplywéw pracy jest zapewnienie, ze wlasciwe
zadania sg wykonywane przez wiladciwe osoby we wlasciwym czasie. Mozna powiedzieé, ze
przeplywy pracy sa podporzadkowane przypadkom (ang. case-based), tzn. kazde zadanie jest
wykonywane dla konkretnego przypadku. Przykladowe przypadki to: przyznanie ubezpiecze-
nia, zlozenie deklaracji podatkowej, ztozenie zaméwienia. Przypadki sg zwykle generowane
przez zewnetrznego klienta. Zarzadzanie oparte o przeplyw pracy ma na celu jak najbardziej
wydajne i skuteczne obstuzenie przypadkéw. Zdefiniowanie procesu przepltywu pracy polegaé
wiec bedzie na okresleniu, ktére zadania powinny by¢ wykonane w jakiej kolejnosci oraz na
wskazaniu zalezno$ci pomiedzy tymi zadaniami. Procesy takie definiowane sg zwykle za pomo-
ca konstrukcji okreslonych przez organizacje Workflow Management Coalition (WfMC), ktéra
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Rysunek 1.1: Konstrukcje uzywane przy przeptywach pracy

zajmuje sie promowaniem przepltywow pracy oraz standaryzowaniem systeméw zarzadzaja-
cych przeplywem pracy. Wyrdznione sa cztery podstawowe typy takich konstrukeji (rysunek

1.1):

sekwencja — zadania sa wykonywane kolejno po sobie,

rownolegtoéé — zadania sg wykonywane réwnolegle; do realizacji réwnolegtosci wyko-
rzystywane sa dwa typy blokéw — rozgalezienie i ztaczenie typu AND (AND-split i
AND-join),

warunek — wykonane zostanie doktadnie jedno z zadan; wykorzystywane sg dwa typy
blokéw — rozgalezienie i ztaczenie typu OR (OR-split i OR-join),

petla — pozwala na wykonanie zadania wiele razy.

Okazuje sig, ze wspomniany wcze$niej formalizm sieci Petriego bardzo dobrze nadaje sie¢ do
modelowania przeplywéw pracy. Gléwne jego zalety wymienione w pracy [1] sa nastepujace:

formalna semantyka — przeplyw pracy zyskuje dzieki temu jasna i precyzyjna definicje,
reprezentacja graficzna — sprawia, ze sieci te sg intuicyjne i tatwe do zrozumienia,

wyrazalno$¢ — sieci Petriego wspieraja wszystkie podstawowe konstrukcje stosowane
w przeptywach pracy,

wlasnosci — istnieje wiele dobrze opisanych wtasnosci sieci Petriego, ktore dzigki mo-
delowi matematycznemu mozna wygodnie badac,

analiza — wypracowanych zostato bardzo duzo technik stuzacych zaréwno do badania
réznych wlasnosci sieci, jak rowniez do liczenia ich wydajnosci,

niezalezno$¢ — sieci Petriego sg niezalezne od jakichkolwiek narzedzi i oprogramowania.

Wyrazenie sieci przeplywu pracy w terminach sieci Petriego jest dos¢ narzucajace sie —
tranzycje odpowiadaja zadaniom, miejsca odpowiadaja warunkom, a zetony — przypadkom.



a)O = Q—» 4>Q
b) = 4>Q—>

Rysunek 1.2: Reguly rozdrobnien: a — rozbicie sekwencyjne miejsca, b — rozbicie sekwen-
cyjne tranzycji, ¢ — rozbicie rownolegte miejsca, d — rozbicie wyboru tranzycji, e — petla

Definicja 1.2.1 Sieé¢ Petriego < P, T, F > jest siecig przeplywu pracy, wowczas gdy spetnio-
ne sg nastepujgce warunks:

e istnieje dokladnie jedno miejsce wejéciowe i € P takie, ze oi = (),
e istnieje dokladnie jedno miejsce wyjsciowe o € P takie, ze oe = (),
e dla kazdego elementu x € P UT istnieje zawierajgca go Sciezka idgca od i do o.

Definicja 1.2.2 Powiemy, ze sieé¢ przeplywu pracy jest poprawna wtedy i tylko wtedy, gdy:

e dla kazdego stanu M osiggalnego ze stanu poczgtkowego i istnieje ciqgg odpalen tranzycyi
prowadzqcy ze stanu M do stanu koricowego o

e stan o jest jedynym stanem osiggalnym z i, takim Ze na miejscu o znajduje sie co
najmniej jeden pionek

o dla kazdej tranzycji, mozna dojsé ze stanu poczgtkowego do stanu, w ktorym ta tranzycja
bedzie aktywna

Poprawnosé sieci jest podstawowa wtasnoscia sieci przeptywu pracy. Gwarantuje ona ze
pojedynczy proces, ktory sie rozpocznie, na pewno si¢ skonczy (przy zalozeniu, ze sieé jest
uczciwa, tzn. nie wystapia zadne nieskonczone petle) i w momencie zakonczenia dzialania
w sieci nie bedzie zadnych zetonéw, a wiec niewykonanych zadan. Co wiecej wlasciwosé ta
gwarantuje, ze wszystkie zadania sa w sieci potrzebne i dla pewnych przypadkéw moga zostac
wykonane. Niestety, jak zostalo to wykazane w pracy [5], sprawdzenie czy sie¢ jest poprawna
w ogblnym przypadku jest FEXPSPACE trudne.

1.3. Sieci otrzymane metodg rozdrobnien

1.3.1. Reguly rozdrobnien

W podrozdziale tym opiszemy zstepujaca metode modelowania sieci przeplywu pracy za-
proponowana w pracy [6]. Zgodnie z ta metoda tworzenie sieci zaczynaé bedziemy od po-
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Rysunek 1.3: Przyktadowa sie¢ przeplywu pracy

W)

Rysunek 1.4: Drzewa rozdrobnien odpowiadajace sieci z rysunku 1.3

jedynczego miejsca. W kolejnych krokach stosowane beda reguly rozdrobnien przedstawione
na rysunku 1.2. Dodatkowo wprowadzimy zasade, ze wszystkie reguly, z wyjatkiem rozbi-
cia sekwencyjnego miejsca, moga by¢ stosowane tylko wtedy, gdy przeksztalcany wezet sieci
ma co najmniej jedna strzatke wejsciowa i co najmniej jedna strzatke wyjsciowa. Wszystkie
strzatki wejsciowe przeksztalcanego wezta sa kopiowane do wszystkich wezléw wejsciowych
fragmentu sieci, ktérym zastepujemy dany wezel. Analogiczna zasada obowiazuje réwniez
dla strzalek wyjsciowych. Zaproponowane reguty, pomimo swej prostoty, pozwalaja wyrazié
wiele sposrod konstrukeji stosowanych przy modelowaniu przeptywéw pracy opisanych w po-
przednim podrozdziale. Zastrzezenie jest takie, ze po rozbiciu réwnolegtym (AND-split) musi
nastapi¢ réwnolegla synchronizacja (AND-join), a po wyborze (OR-split) musi nastapié¢ zla-
czenie (OR-join). Charakterystyke sieci mozliwych do wyprowadzenia zawiera nastepujace
twierdzenie:

Twierdzenie 1.3.1 ([6]) Sie¢ N =< P,T,—> otrzymana z pojedynczego miejsca w wyniku
stosowania requi rozdrobnien zgodnie z przedstawionymi powyzej zasadami ma nastepujgce
wlasnosci:

1. Istnieje dokladnie jedno miejsce piy, € P takie, ze Vo € PUT : pyn —* x. Miejsce to
jest miejscem wejSciowym sieci przeplywu pracy.

2. Istnieje dokladnie jedno miejsce poyr € P takie, ze Vo € PUT : x =% poyt. Miejsce to
jest miejscem wyjsciowym sieci przeplywu pracy.

3. Sie¢ N~ otrzymana z sieci N przez odwrdcenie strzalek jest konstruowalna za pomocq
tego samego zbioru regut rozdrobnien.

Ale dla nas duzo wazniejsze jest nastepujace twierdzenie gwarantujace poprawno$¢ sieci:

Twierdzenie 1.3.2 ([6]) Sieé¢ otrzymana z pojedynczego miejsca w wyniku stosowania regul
rozdrobnien zgodnie z przedstawionymi powyzej zasadami jest poprawna.
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Rysunek 1.5: Przyktadowe operacje kontrakcji

1.3.2. Drzewo rozdrobnien

Przedstawimy teraz konstrukcje drzewa rozdrobniefi zaproponowana w pracy [6]. Zauwazmy,
ze stosujac reguly rozdrobnien w naturalny sposoéb otrzymujemy strukture drzewa odwzo-
rowujacego kolejnosé w jakiej reguty te byly stosowane. Lidcie takiego drzewa odpowiadaja
tranzycjom i miejscom sieci, a wezly wewnetrzne regulom rozdrobnien. Konstrukcja drzewa
rozpoczyna sie od pojedynczego miejsca, bedacego réwnocze$nie miejscem, z ktérego wypro-
wadzana jest sie¢ przeplywu pracy. Kazda z regul rozdrobnien jest postaci (wezel) ::= (sie¢).
Wezel, dla ktorego stosujemy regule jest liSciem w drzewie rozdrobnien. Zastosowanie reguty
powoduje zastapienie go weztem etykietowanym nazwa reguly, ktérego dzie¢mi sa wezly sieci
otrzymane w wyniku zastosowania reguly. Zauwazmy, ze dla rozbicia sekwencyjnego istotna
jest kolejno$¢ weztdow. Przyjmiemy, ze wezly bedziemy kolejno umieszczaé w drzewie zaczy-
najac zawsze od lewej strony. Skonstruowane w ten sposéb drzewo w jednoznaczny sposéb
wyznacza sie¢ przeptywu pracy. Niestety konstrukcja ta nie gwarantuje nam jednoznaczno$ci
w druga strone. Spdjrzmy bowiem na sieé¢ z rysunku 1.3. Kazde z drzew rozdrobnien przedsta-
wionych na rysunku 1.4 generuje bowiem te wlasnie sie¢. Ze wzgledu na te niejednoznacznos$é
wprowadzimy operacje kontrakcji. Polega¢ ona bedzie na przesunieciu synéw wezta o jeden
poziom w goére i zmianie ich ojca na ojca danego wezta. Operacja kontrakcji jest wykonalna w
sytuacji gdy ojciec i syn sa etykietowani takg samg etykieta reguly rozdrabniajacej: rozbiciem
sekwencyjnym (bez rozréznienia na miejsca i tranzycje), rozbiciem réwnoleglym, wyborem,
petla lub gdy ojciec jest etykietowany petla a syn wyborem. Operacja kontrakcji odpowia-
da zastapieniu binarnych regut rozdrobnienia regutami o dowolnej krotnosci. Przyktadowe
operacje kontrakcji przedstawione sa na rysunku 1.5.

Twierdzenie z pracy [6] gwarantuje nam, ze rézne drzewa, odpowiadajace tej samej sie-
ci, po wykonaniu na nich wszystkich operacji kontrakcji sa identyczne z doktadnoécia do
kolejnosci synéow w weztach odpowiadajacych regutom innym niz rozbicie sekwencyjne.
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1.4. Procesy Markowa

W tym podrozdziale przedstawimy podstawowe definicje i fakty zwiazane z tancuchami Mar-
kowa. Podrozdzial ten powstal w oparciu o ksiazki [2] i [13], w ktérych mozna znalezé duzo
dokladniejsze omoéwienie zagadnien jedynie zasygnalizowanych w tej pracy. Lancuchy Marko-
wa, czy tez procesy Markowa, zostaly wprowadzone w 1907 roku przez rosyjskiego matematy-
ka, A.A.Markowa, jako klasa proceséw stochastycznych spelniajacych nastepujaca wlasnosé,
zwang wlasnosciag Markowa:

PX(t) =2 | X(tp) = 2n, X(tao1) = Tn_1,- .., X (to) = z0] =
=PX(t) = | X(ty) = 2], t > tn > ta1 > ... to (1.1)

Tak wiec proces Markowa jest procesem stochastycznym {X (¢),t € T}, dla ktérego zachodzi
powyzsza wlasnosé. Intuicyjnie wlasno$é Markowa moéwi, ze przyszto$é procesu Markowa (od
chwili ¢,,) jest zalezna jedynie od aktualnego stanu.

Definicja 1.4.1 Proces stacjonarny X (t) to proces spelniajacy nastepujacq zalezinosé:
PX(t+s)=a| X(tn+s) =z, =P[X(t) =2 | X(tn) = =]

Réwnanie to moéwi, ze proces stacjonarny jest niewrazliwy na przesuniecia w czasie. W dal-
szym ciggu naszych rozwazan bedziemy zajmowaé sie przede wszystkim procesami stacjo-
narnymi. Dla takich proceséw definiujemy p;;(t —t,) = P[X(t) =7 | X(tn) =14 — a wiec
prawdopodobienstwo przejscia ze stanu ¢ do stanu j w czasie t — ¢,,. Konsekwencja tego, ze
proces jest stacjonarny jest wlasno$é braku pamieci, ktorg mozna zapisa¢ nastepujaco:

Plx>y+s|x=>s=Px>y,

gdzie x jest zmienna losows oznaczajaca czas jaki proces pozostaje w danym stanie. Jedynym
ciaglym rozktadem spelniajacym te wlasnosé jest rozktad wykladniczy. Reasumujac stwier-
dzamy, ze czas jaki proces spedza w danym stanie w procesie Markowa z czasem ciaglym
musi mieé¢ rozklad wykladniczy. Podstawowe fakty dotyczace tego rozkladu przedstawione
sg w dalszej czedci pracy. Warto tez zauwazy¢, ze rozktadem odpowiadajacym rozktadowi
wykladniczemu dla proceséw z czasem dyskretnym jest rozklad geometryczny.

1.4.1. Procesy Markowa z czasem dyskretnym

Szczegdlnym przypadkiem proceséw Markowa sa procesy, w ktéorych czas jest dyskretny
(T = N). Definicja dyskretnego tancucha Markowa bedzie wiec wygladala nastepujaco:

Definicja 1.4.2 Cigg zmiennych losowych {X,|n € N} jest dyskretnym laricuchem Marko-
wa, wowczas gdy zachodzi:
P [Xn+1 = Tnp+1 ‘ Xn=Zpn, Xpn1=op1,..., X0 = xO] =
:P[Xn+1 = Tn+1 ‘ Xn:.iUn], n € N. (12)
Podobnie mozemy zdefiniowaé p;; (n,s) = P[X, =j | X, = i], a wiec prawdopodobien-
stwo tego, ze w chwili s system znajdzie si¢ w stanie j pod warunkiem, ze w chwili n byt w
stanie 4. Zauwazmy, ze prawdopodobienstwa te muszg spetniaé¢ zaleznoéci:
0<pij(n,s)<1,4,7j=12,...,N; n,s=0,1,2,...
d pij(n,s)=1,i=12,...,N; n,s=0,1,2,...

jes
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Bardzo wazna wlasnoécia jest tak zwane réwnanie Chapmana-Kolmogorowa:

Vn <r<s:op(n,s) = Zpik (n,7) prj (1, s)
keS

Dla stacjonarnych dyskretnych tancuchéw Markowa mozemy zdefiniowaé:
pij (m) = pij (n,n+m) =P [Xpim =7 | Xn =1
Na podstawie réwnania Chapmana-Kolmogorowa mozemy napisa¢ rownanie:

pij (m) =Y pir (m — 1) pij (1)
kes

Przepisujac to rownanie w formie macierzowej dostajemy nastepujaca zaleznoscé:
pm — pm

gdzie P = (p;; (1)) jest macierza przejécia w jednym kroku, a PU™ = (p;; (m)) macierza
przejscia w m krokach.
(

Wprowadzimy teraz inng wazna wielkos¢ — prawdopodobienistwo ij) tego, ze tancuch
w chwili m znajduje si¢ w stanie j. Prawdopodobienstwo to jest réwne:

™ = ZP [Xo = ] pij (m)

Zapisanie powyzszego réwnania w formie macierzowej daje nam zaleznosé:
m) _ 0) pm
1 = pm

e TI0V = (™, (), xfr) ).

1.4.2. Procesy Markowa z czasem cigglym

Wrécimy teraz do wlasnosci Markowa zdefiniowanej we wzorze 1.1. Przyjmiemy, ze
T = [0,00). W takim przypadku bedziemy méwié¢ o procesie Markowa z czasem ciaglym.
Dla uproszczenia przestrzen standéw bedziemy utozsamiaé¢ z liczbami naturalnymi, wiec za-
miast z; bedziemy pisa¢ ¢ na oznaczenie stanu. Potrzebne jest takze dodatkowe zalozenie,
ze:

1 i=j

0 wpp. (1.3)

pij(0) = {
Mowi ono, ze proces nie moze zmieni¢ stanu w zerowym czasie.

To co nas bedzie najbardziej interesowato, to podobnie jak dla tahcuchéw dyskretnych,
znalezienie prawdopodobienstwa tego, ze proces w zadanej chwili ¢ znajduje sie w danym
stanie ¢. Rozwigzanie tego problemu jest inne niz w przypadku dyskretnym, jednak sposéb
rozumowania jest podobny. Niech:

pij(s,t) = P[X(t) = j| X (s) = i] (1.4)

Odpowiednik réwnania Chapmana-Kotmogorowa dla przypadku cigglego wyglada nastepu-
jaco:

pij(s,t) = > pir(s, u)pr;(u, t) (1.5)
kes
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Jesli przyjmiemy, ze H(s,t) = (pij(s,t)), to powyzsze réwnanie mozemy zapisa¢ w postaci:
H(s,t) = H(s,u)H(u,t), s<u<t

Na podstawie réwnania 1.3 wiemy, ze H(t,t) = I.

Zdefiniujemy teraz ciagly odpowiednik macierzy przejscia w jednym kroku P dla tancucha
dyskretnego. Bedzie to operator infinitezymalny Q(t¢) definiowany jako pochodna po czasie
wielko$ci p;;(s,t) dla t — s. Formalnie:

. H(t,t+At) -
Qt) = lim Al

Elementy macierzy Q(t) sa wiec definiowane nastepujaco:

pii(t, t+ At) -1

A1) = i

a(t) = JBim At
oo Pt A
wi(t) = Jim PRCEEE i

Intuicyjna interpretacja powyzszych wielkoSci jest nastepujaca — prawdopodobienstwo, ze
proces bedacy w chwili ¢t w stanie i przejdzie do stanu innego niz i jest réwne: —g;; (t) At+o(At)
(intensywnos$¢ wyjsé (rate) ze stanu ¢ jest réwna g;;), a prawdopodobienstwo przejscia do
stanu j w przedziale czasowym o dlugosdci At wynosi ¢;;(t) At 4+ o(At) (intensywnos¢ przejsé
ze stanu i do j jest réwna g;;).

Majac zdefiniowany operator infinitezymalny mozemy zapisa¢ prospektywne i retrospek-
tywne réwnania Chapmana-Kolmogorowa:

Opi;(s,t)
Opig(s,D) - _ —qjj(8)pij(s,t) + Y aij(s)pin(s, t)
ot
k#j
Opii(s,t
wa(s) = _q“ ng S, t qu pkg S, t

k#i

Roéwnania te pozwalaja wyznaczy¢ macierz H (s, t).

Wielkoscia, ktéra podobnie jak w przypadku tancuchéw dyskretnych bedzie nas najbar-
dziej interesowala jest prawdopodobienstwo 7;(t) tego, ze proces w chwili ¢ bedzie znajdowat
sie w stanie j. Niech 7 (t) = (mo(t), m1(¢), m2(t), . ..). Wowczas:

7(t) = 7(0)H (0, ) (1.6)

Z réwnania tego daje sie przy uzyciu prospektywnych rownan Chapmana-Kolmogorowa wy-
prowadzi¢ nastepujacy wzor:

dm;(t)
cjit = QJJ + Z Qk]
k#j

7 wzoru 1.6 daje sie¢ réwniez wyprowadzi¢ wzor:

7 (t) = 7(0)eo QWi (1.7)

Powyzszy wzor pojawi sie jeszcze w dalszej czesci tej pracy.
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1.5. Stochastyczne sieci Petriego

Jak juz wspominaliSmy sieci Petriego w swej klasycznej postaci nie uwzgledniaja w zaden
sposob informacji o czasie. Sieci takie pozwalaja zbadaé poprawnosé funkcjonalng modelowa-
nego systemu. Niemozliwe jest jednak badanie wydajnosci. W zwiazku z tym we wczesnych
latach siedemdziesiatych zaproponowano kilka mozliwosci wzbogacenia sieci Petriego o czas.
Istnieja dwa gléwne podejscia do tego problemu. Pierwsze z nich zaktada powiazanie infor-
macji o czasie z miejscami. Zeton trafiajacy na miejsce p przez pewien okreslony dla tego
miejsca czas staje si¢ niedostepny dla wszystkich tranzycji wyjsciowych miejsca p. W drugim
podejéciu czas wigzany jest z tranzycjami sieci — aktywne tranzycje odpalaja po upltywie
ustalonego czasu. W podejéciu tym wyrdznia sie dwie dalsze grupy. W grupie pierwszej —
sieci z wczesniejszym wyborem (preselection model) — tranzycja po aktywowaniu rezerwu-
je wszystkie pionki potrzebne jej do odpalenia. Pionki te staja sie niedostepne dla innych
tranzycji. W drugiej grupie — sieci ze wspélzawodnictwem (race model) — tranzycja po ak-
tywacji nie rezerwuje pionkéw. Po uplywie okreslonego czasu tranzycja odpala (o ile jest to
jeszcze mozliwe) zabierajac potrzebne do odpalenia pionki i umieszczajac nowe we wszystkich
miejscach wyjsciowych.

Kolejne rozréznienie sieci Petriego jest zalezne od tego jak okreSlony jest czas oczeki-
wania tranzycji na odpalenie. Na tej podstawie wyrdznia si¢ sieci deterministyczne i sieci
stochastyczne. Jeszcze inna klasyfikacja dzieli sieci w zaleznosci od strategii odpalen ([19]).
Wyrdznia sie tutaj strategie age memory, polegajaca na tym, ze w przypadku zablokowania
aktywnej tranzycji przed jej odpaleniem, czas jaki pozostal do odpalenia jest zapamietywany
i przy nastepnym aktywowaniu zegar uruchamiany jest od tego wlasnie momentu. Strategia
enabling memory charakteryzuje sie tym, ze w przypadku zablokowania aktywnej tranzycji
przed odpaleniem jej zegar jest zerowany. Strategia reset memory polega natomiast na tym,
ze odpalenie dowolnej z tranzycji powoduje wyzerowanie zegarow wszystkich tranzycji —
nawet tych, ktore nie byly w bezposrednim konflikcie z tranzycja odpalang. W przypadku
rozwazanych przez nas sieci podzial ten jednak nie bedzie mial zastosowania, gdyz czas ocze-
kiwania na odpalenie zgodny z rozkladem wyktadniczym, dzieki wlasnosci braku pamieci,
realizuje wszystkie wymienione wyzej strategie.

1.5.1. Stochastyczne sieci Petriego z czasem ciaglym

Definicja 1.5.1 Stochastyczng siecig Petriego z czasem cigglym bedziemy nazywaé klasyczng
sie¢ Petriego z przypisanym wektorem A = ()\1, N7 ) gdzie A; jest wspdtczynnikiem (byé
moze zaleznym od markowania) rozkladu wykladniczego zmiennej oznaczajgcej czas oczeki-
wania na odpalenie tranzycyi t;.

Zagadnienia zwigzane ze stochastycznymi sieciami Petriego zostang oméwione na przy-
kladowej sieci z rysunku 1.6. Przyklad ten zostal zaczerpniety z ksiazki [2]. Przy omawianiu
tego przykiadu bedziemy korzystaé¢ z faktow dotyczacych rozkladu wykladniczego opisanych
w rozdziale 2.2.

Tranzycja 17 ma przypisany wspotczynnik i, a wiec czas oczekiwania na odpalenie jest
opisywany zmienna losowa X z rozkladem Exp(\1), co oznacza, ze $redni czas jaki tranzycja
ta jest aktywna zanim odpali jest réwny /\—11 Po odpaleniu tranzycji 11 system przechodzi do
stanu M; = (0,1,1,0,0), w ktérym aktywne sa dwie tranzycje — T i T3. Prawdopodobien-
stwo tego, ze tranzycja T> odpali przed tranzycja T3 jest réwne:

A2

P [T odpali w stanie M;] =P [X2 < X3] = S
2 3
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Rysunek 1.6: Przyktadowa stochastyczna sie¢ Petriego
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Rysunek 1.7: Graf osiagalnosci i proces Markowa dla sieci z rysunku 1.6

Podobnie prawdopodobienstwo tego, ze odpali tranzycja T3 jest réwne X + bW . Zauwazmy, ze
prawdopodobienstwo przejécia do innego stanu jest niezalezne od czasu Jakl system spedzi
w stanie M;. Mozemy tez wyznaczy¢ gestos¢ rozkladu zmiennej losowej oznaczajacej czas
jaki system pozostanie w stanie M;. Czas ten bedzie réwny minimum z dwoch niezaleznych
zmiennych losowych X9 i X3, a wiec:

P [min(Xs, X3) < t] = 1 — eP2tAa)t, (1.8)

a stad wynika ze jest to rozktad wykladniczy ze wspdtczynnikiem Ao 4+ A3. W polaczeniu z
faktem, ze prawdopodobienstwo zmiany stanu jest niezalezne od czasu pobytu w tym stanie
wnioskujemy, ze stochastyczna sie¢ Petriego opisuje pewien proces Markowa.
Intensywnosé (wspélezynnik) przejscia ze stanu M; do stanu po odpaleniu tranzycji To
jest rowna:
A2 1
A2 + Az E(min(Xs, X3))
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Rysunek 1.8: Przykladowa stochastyczna sie¢ Petriego

Zajmiemy sie teraz wyznaczaniem procesu Markowa odpowiadajacego danej sieci stocha-
stycznej [2]. W pierwszym kroku konstruowany jest graf osiagalnosci dla danej sieci Petriego.
Graf osiagalnosci dla sieci z przyktadu jest przedstawiony na rysunku 1.7. Przestrzen sta-
néw procesu Markowa jest réwna zbiorowi stanéw osiggalnych ze stanu poczatkowego sieci.
Intensywnos$¢ przejscia g;; ze stanu M; do M; jest rowna:

Gj= Y M i#J],

keT;;

gdzie T;; jest zbiorem tranzycji ze stanu M; do stanu M;. Intensywnos¢ wyjscia ze stanu M;
jest zas tak dobrana, zeby >, gi; = 0, a wigc:

Qii = — Z%’j

JFi

W ten sposéb otrzymujemy macierz QQ = (¢;5), ktéra jest operatorem infinitezymalnym opisu-
jacym proces Markowa odpowiadajacy stochastycznej sieci Petriego. Jak wiemy z podrozdzia-
tu 1.4.2 operator ten pozwala zbadaé wiele interesujacych wlasnoéci procesu, a wiec réwniez
same]j sieci.

Mozliwo$é¢ przetlumaczenia stochastycznej sieci Petriego na odpowiadajacy jej proces
Markowa pokazuje, ze sieci Petriego rozszerzone o czas maja caly czas $cisty matematycz-
nie model. Procesy Markowa sa w matematyce bardzo popularne i powszechnie stosowane
przy réznych zagadnieniach zwigzanych z modelowaniem systeméw ze $wiata rzeczywistego.
Ponadto daja one gotowe, dobrze poznane metody badania wielu aspektéow wydajnoscio-
wych modelowanego systemu. Jednak podejscie takie nie jest pozbawione wad. Najwigksza
z nich wydaje sie by¢ rozmiar przestrzeni stanéw tak otrzymywanego procesu, ktory czesto
w praktycznych zastosowaniach uniemozliwia albo bardzo ogranicza badanie takiego proce-
su. Wynika to z faktu, Ze rozmiar przestrzeni stanéw moze rosna¢ wykltadniczo wzgledem
liczby wezléw sieci. Drugi problem opisany w ksiazce [2] jest zwiazany z analizg sieci, w kto-
rych wspétezynniki rozkladow tranzycji réznia sie znaczaco rzedami wielkoSci. Sytuacja taka
prowadzi do tego, ze niektére metody numeryczne dla zréznicowanych danych daja niepo-
prawne wyniki. Jednym z przykltadow jest sie¢ przedstawiona na rysunku 1.8. Przyjmijmy, ze
A= (1,1,1, u, p, ). Sieé ta zostala zbadana dla réznych wartosci parametru p. Rozklad sta-
cjonarny (a wiec rozkltad prawdopodobienstwa przebywania w poszczegdlnych stanach przy
czasie dazacym do nieskonczonosci) dla tej sieci policzony metodami analitycznymi jest réwny

(%, %, 0, O). Proponowana metoda numeryczna zwracata wyniki obarczone niewielkim btedem

dla p < 10000, ale dla p — oo zwracany rozktad stabilizowal sie na @, i, 0, O). Jednym z
mozliwych rozwigzan drugiego problemu jest rozszerzenie stochastycznych sieci Petriego za-

proponowane w kolejnym podrozdziale.
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Rysunek 1.9: Sie¢ GSPN ograniczona, a PN nie ograniczona

1.5.2. Uogoblnione stochastyczne sieci Petriego

Uogodlnione stochastyczne sieci Petriego to sieci posiadajace dwa typy tranzycji — tranzy-
cje czasowe, ktére podobnie jak w zwyklych stochastycznych sieciach odpalaja po czasie z
rozktadem wykladniczym o zadanym wspétczynniku oraz tranzycje natychmiastowe, ktére
odpalaja natychmiast po aktywowaniu. Tranzycje natychmiastowe oznaczane sg zwykle na
rysunkach sieci jako zamalowane prostokaty. Tranzycje natychmiastowe réwniez majg przypi-
sane wspolczynniki zwane tez czasem wagami. Zdefiniujemy teraz regulty odpalen tranzycji.
W przypadku, gdy w zbiorze tranzycji aktywnych znajduja si¢ jedynie tranzycje czasowe, to
reguly sa takie same jak poprzednio. W przypadku samych tranzycji natychmiastowych o
prawdopodobienstwie odpalenia decyduja wagi aktywnych tranzycji. Tranzycja natychmia-

stowa t odpala wéwczas z prawdopodobienstwem rownym % gdzie ET jest zbiorem

Y
erT s
aktywnych tranzycji, a w; oznacza wage tranzycji t. Z ostatnim przypadkiem mamy do czy-

nienia wéwczas, gdy w zbiorze tranzycji aktywnych znajduja sie zaréwno tranzycje czasowe
jak i natychmiastowe. Wowczas przyjmuje sig, ze tranzycje czasowe nie sa aktywne, a odpalié
moga jedynie tranzycje natychmiastowe. Odpalenie nastepuje zgodnie z reguly obowiazujaca
dla samych tranzycji natychmiastowych.

Analiza wlasnosci takich sieci przebiega troche inaczej niz w przypadku stochastycznych
sieci Petriego. Powodem jest to, ze tranzycje natychmiastowe odpalaja w czasie zerowym,
wobec czego czas pobytu w stanach, w ktérych aktywna jest choé jedna tranzycja natychmia-
stowa nie ma rozkladu wykladniczego. Stany takie nazywane sg czesto stanami niknacymi
(vanishing). Pozostale stany to stany istotne (tangible). Konsekwencja braku rozktadu wy-
ktadniczego w stanach niknacych jest to, ze uogdlniona stochastyczna sie¢ Petriego nie opisuje
bezposérednio procesu Markowa z czasem ciaglym. Zostaly wypracowane rézne metody ba-
dania takich sieci, podobnie jak poprzednio oparte przede wszystkim o procesy Markowa.
Metody te jednak nie zostang przedstawione w tej pracy. Ich opis mozna znalezé miedzy
innymi w ksiazkach [2] i [14].

Zajmiemy sie teraz jeszcze przez chwile badaniem jakosciowych wtasnosci uogélnionych
sieci stochastycznych. Okazuje si¢, ze o ile zwykle sieci stochastyczne zachowuja wszyst-
kie wlasnosci sieci (bez uwzglednienia czasu), tak wprowadzenie tranzycji natychmiastowych
moze pozbawié¢ sieci pewnych wlasnosci. Spojrzmy na przyklady pochodzace z ksiazki [2]
przedstawione na rysunkach 1.9, 1.10 i 1.11. Uogdlniona sie¢ stochastyczna bedziemy ozna-
czaé przez GSPN, a klasyczng sie¢ Petriego, otrzymang z niej przez zastapienie wszystkich
tranzycji czasowych i natychmiastowych zwyklymi tranzycjami przez PN. Na podstawie
przyktadéw tych widaé, ze nie mozemy wnioskowaé o zywotnosci sieci w zadna ze stron. Nie
mozemy tez na podstawie ograniczonoéci sieci GS PN wnioskowaé o ograniczonoéci sieci PN.
Mozna jedynie wykazac, ze jesli sie¢ PN jest ograniczona to sie¢c GSPN tez.
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Rysunek 1.10: Sie¢ PN zywa, a GSPN nie zywa

Rysunek 1.11: Sie¢ GSPN zywa, a PN nie zywa
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Rozdziat 2

Podstawy matematyczne

2.1. Definicje

Zacznijmy od zdefiniowania najwazniejszych pojec¢ i funkcji wykorzystywanych w dalszej cze-
Sci pracy.

Definicja 2.1.1 Funkcje I' definiujemy nastepujgco:

I'(n) = (n—1)! neNT
n—1 xk

I(n,z) = (n—l)!e_xzﬁ neNT (2.1)
k=0 "

Przez 1jy o) (t) bedziemy oznacza¢ funkcje charakterystyczna przedziatu [0, o). Znaku ~
bedziemy uzywaé przy okreslaniu rozktadéw zmiennych losowych. Przykladowo X ~ Exp(\)
oznaczaé¢ bedzie, ze zmienna losowa X ma rozklad wykltadniczy z parametrem A\, a X ~Y
bedzie oznaczac, ze zmienna losowa X ma taki rozktad jak zmienna losowa Y.

2.2. Rozktad wyktadniczy

Rozklad wykladniczy z parametrem A € (0, 00) to rozklad Exp()) z gestoscia ([12]):
g(z) = Xe ™ L ooy () (2.2)

Dystrybuanta rozkladu wyktadniczego jest dana wzorem F(t) = 1 — et Lj0,00) () ([12]).
Wartos$é oczekiwana rozkladu zmiennej losowej X o rozkladzie Fxzp(A) wynosi EX = %, a
jej odchylenie standardowe D?X = /\—12 ([12]).

Ogodlnie znanym faktem dotyczacym rozktadu wyktadniczego jest rowniez ponizszy lemat.

Lemat 2.2.1 Dla n niezaleinych zmiennych losowych X1,..., X, o rozkladach odpowiednio
Exp(\1), ..., Exp(\,) zachodzq nastepujgce wlasnosci:

min(Xi, ..., Xn) ~ Exp(A + ...+ A\p), (2.3)

i

_ 2.4
Mt ( )

PVEke{l,...,n}\{i} : X; < Xj) =
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Dowdd: Na poczatku udowodnimy wtasnosé 2.3. W tym celu obliczymy dystrybuante zmien-
nej min(Xy,..., X,).

F(t) = Pmin(Xy,...,X,) <) =P(X; <tV...VX,<t)=

= 1-PX1>tAN...ANXp,>t)=1-P(X;>1t)...P(X, >t) =
— 1Mt gt 1 _ o~ (Mt An)t

Jest to dystrybuanta zmiennej losowej o rozktadzie Exzp(A1 + ...+ Ay,), stad pierwsza czesé

tezy.
Teraz obliczymy P :=P(Vk € {1,...,n}\ {i} : X; < Xp).

P = /A/fxan(x)dx

gdzie ACR" i A={a; <w1,...,0 < Ti—1,%; < Tit1,...,T; < Tn}, a fx,. x, () jest gesto-
Scig rozkladu lacznego zmiennych Xi,...,X,,. Z niezaleznosci zmiennych losowych wynika,
ze gestosdé rozktadu tacznego jest réwna iloczynowi ich gestosci. Wobec tego:

o0

]

/. .. / le (.Tl) . an (l’n) dxl e dl‘i_l d.CCi_H ce dxn dl’i =

Zs

oo 0 oo

= //.../)\1...)\”@_’\”“...e_/\”"dxl...dxi_ldxiﬂ...dxndwi:
0 =z T4
00 00 \

) o/Ai e NI e dy = O/Ai e~ Artetdn) @i qg, = T

2.3. Gestosé

W pracy [15] zostal udowodniony nastepujacy lemat:

Lemat 2.3.1 Dla kazdego stanu acyklicznego tancucha Markowa z czasem cigglym, prawdo-
podobienstwo P;(t) tego, zZe w chwili t proces znajduje sie w stanie i, moze byé zapisane jako
wielomian wykladniczy postaci:

IPi (t) = Z e Vi t (Z Qijk tk>
J k

Dowdd tego lematu opiera sie na zalozeniu o acyklicznosci tancucha Markowa oraz postaci
caltkowej wzoru Chapmana-Kolmogorowa pozwalajacego rekurencyjnie wyznaczy¢ wielkosci
P;(t).

J

Zgodnie z tym wynikiem wprowadzimy klase funkcji opisujacych gestosci zmiennych loso-
wych, o ktérych mowa bedzie w dalszej czesci pracy. Do klasy tej bedziemy zaliczaé funkcje

nastepujacej postaci:
max Pot;

g(@) =YY aijat eI 1 ooy (2), (2.5)

i=0 j=1

gdzie:

22



e max - oznacza maksymalna potege przy zmiennej x

pot; - oznacza iloéé parami réznych wykladnikéw przy e stojacych przy !
[ )

«; j - oznacza jJ-ty wykladnik przy e stojacych przy !

e a;; - oznacza wspotczynnik stojacy przy x'e” i

Przyktad:
Dla funkcji

2
mamy mazxr = 27 pOtO = 37 pOtl = 27 pOtQ = 17 ap,1 = 17 Qo2 = 27 Qo3 = 37 a11 = 17 ar2 = 27
51 3
az1 =1,a01 =%, a2 =—24,a03 = —35, a11 = —15, a12 = —12, ag1 = 3.

51 3
< e~ _ 942 _ 2 e _15ze % —12xe 2% + 322 6_x> 10,00 ()

W dalszej czesci pracy okaze sig, ze tak zdefiniowana klasa funkcji jest zamknieta na
wszystkie operacje, ktére bedziemy na niej wykonywac.

Dodatkowo wprowadzimy jeszcze specjalna, sztuczna zmienna losows oznaczang przez €.
Zmienna ta bedzie miala rozklad punktowy — P(e = 0) = 1. Umozliwi nam to pewne
uogdlnienia w dalszej czesci pracy.

2.4. Dystrybuanta

Obliczymy teraz dystrybuante dla zmiennej losowej X o gestosci postaci 2.5:

max Pot;

=3 ag ate T Ly o) (@)

i=0 j=1
Dystrybuanta zmiennej losowej X wyraza sie wzorem:

max pot;

F(if):/lt dx—[ ZZa”xe I 00) () A

1=0 j=1

Dla t < 0 mamy F'(t) = 0. Dalsze rachunki wykonujemy przy zalozeniu, ze ¢ > 0.

+ max Pot; '
0 - (5 noni

i=0 j—1
max pot;
= ZZ/ a”a: e”%i%dr =
=0 j=1
max pot;
= >y oy (T+1) =T (i+1,a5t) =
=0 j=1 Q; 7,7
max pot; max Pot;
_ 2] 5] _
—ZZmT ZZHJHMW_
i=0 j=1 & i=0 j=1 &
max Pot; max pot; i k
_ —anyt N (agt)”
- Zzam '_ZZ z+1 o Z K
1=0 j=1 “'i,j =0 j= 1 k=0 :
max pot; @ max pot; ¢ @
_ 2] 1,J k — t
- Zzaz-l—l '_ZZZ zk—&-lgt e
=0 j=1 "1,J =0 j=1 k=0
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Wartosé catki fo ajj te~@i% dx zostala wyznaczona przez program Mathematica. Funkcja
I' zostala zdefiniowana we wzorze 2.1.

Ostatecznie dystrybuante zmiennej losowej X o gestosci g(x) opisuje wzér:

max pot; max Pot; ¢
k it
= XX = LD DD D= kﬂgt el RII0) (2.6)
=0 j=1 4,j 1=0 j=1 k= o &
2.5. Suma
Rozwazmy zmienna losowa bedaca sumg n niezaleznych zmiennych losowych Xi,..., X,.

Zmienng te bedziemy oznaczaé SUMA(X1,...,X,), jej gestos¢ przez sx, .. x,, a dystrybu-
ante przez Sx, .. x,-

Lemat 2.5.1 Dla sumy niezaleinych zmiennych losowych X1,..., X, zachodzqg nastepujgce
wzory:

SUMA(Xy,...,X,)(t) = SUMA(SUMA(X1,...,Xn-1),Xpn) (2.8)
Dowédd:

Wzory te wynikaja bezposrednio z przemiennoéci i tacznosci dodawania.
O

7 lematu wnioskujemy, ze dla wyznaczenia rozktadu sumy n zmiennych losowych wystar-
czy umiejetnoé¢ wyznaczania rozkltadu sumy dla pary zmiennych.

W ksiazce [12] udowodniony zostal nastepujacy lemat:

Lemat 2.5.2 Rozklad sumy niezaleznych zmiennych losowych o rozkladach cigglych jest
zmienng losowq o rozkladzie cigglym z gestoscig bedgcqg splotem gestosci.

Prostym wnioskiem z tego lematu jest nastepujacy lemat:

Lemat 2.5.3 Gestosé sumy dwdch niezaleznych zmiennych losowych X 1Y o gestosciach fx
i fy, tZe fx(x) =01 fy(x) =0 dla x < 0 oraz cigglych dla x > 0 wyraza sie wzorem:

x4y (t) = { Jo Fx () (e =) de iiii (2.9)

Wyznaczymy teraz gestosé rozktadu sumy dwoéch niezaleznych zmiennych losowych X i
Y o gestosciach f(x) i g(z) odpowiednio, gdzie f(x) i g(z) sa postaci 2.5 i sa zdefiniowane
nastepujaco:
mX pX;

= Z Z a; j xt e i 5”]1[0700) ()

i=0 j=1

mY pY;

=D bijate Pt o) (x)

i=0 j=1
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Bedziemy dazy¢ do uzyskania wzoru na gesto$¢ sumy postaci 2.5. Gestosci f i g spelniaja
zalozenia lematu 2.5.3, wigc mozemy z niego skorzysta¢. Dla t < 0 sx )y (t) = 0. Dla t > 0 za$

mamy:
t
SX7y(t) = [) f( t—.’L’ =
t mX pX; mY pY;
= (ZZawl‘ e a’”) ZZbJ (t — )t e™Pua =2 qg =
0 1=0j=1 1=0j5=1
¢ [ mX pX; mY pPYg
= / (ZZam zt e_a"ﬂ“) ZZbM (7f—x)’C e Pra (=) qp —
0 \i=0j=1 k=0 I=1
mX pX; mY pYy
= S S s [l e g
1=0 j=1 k=0 I=1
mX pX; mY pYy
= 2D 2. > aigbrie ﬁ“t/ 2 (t — ) e () T g
i=0 j=1k=0 I=1

Teraz musimy rozpatrzy¢ dwa przypadki. W pierwszym, gdy «;; = B, do sumy wejdzie
nastepujacy skladnik (calka zostala wyznaczona przez program Mathematica):

t i k! .
—Bieit k LR k+1 _—Bpit
o= aibee ™ /o o't~ )" dr = g by ey £ e (2.10)

Zauwazmy, ze sktadnik ten mozemy rowniez zapisaé nastepujaco:

il k! ; o
L = aj bk;li( TEt D) ikt gmaigt

Z drugim przypadkiem mamy do czynienia, gdy «; ; # Bk, Woéwcezas do sumy wejdzie:

t
L, = Q.5 ka €7B""lt/ xl(t — a:)k 6_(%’1_6’“’1) Tdx =
0

t . k k
;. ka e Prat /0 xz(Z(—l)k_d (d) 1 .Z‘k_d) ef(ai»j*ﬂk;l) Tdx =

d=0

k t
= Z(_l)k‘*d (S) ai7j bk’l td e*ﬁk,l t / xl"f’k‘*de—(ai’j—ﬁk’l) x df,E
0

d=0

Calka ta réwniez zostala wyznaczona przez program Mathematica. Jest ona réwna:
t
/ i dr = (s! —T'(s+1,at)) a5,
0

gdzie funkcja I jest zdefiniowana wzorem 2.1. Wobec tego mamy:

k

k; CL"b
I S (1)k , i.g Okl d b
L d 0( 1) < >(Z ’ d)'(azj ﬁk )Z hd lt ‘ "

)

k
ok a;,j br d_—Britp (s
— E (—1)’“ d() 2 p— tYe PRI (i +k —d+1,t (v — Bry))
d) (oij — Brg) T ’
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Rozbijmy wyrazenie I> na dwa, tak zeby Is = Iz 1 — I2o:

k

TEADS Qi bl d —Brt
I, = (‘Uk d( >(z—|—k:—d)! o = 4 e~ Br.t (2.11)
dZ:;) d (cvi g — Brg) T

oraz:

k
_afk a; i bg _
I — -1 k—d ] > tde /Gk,lt .
2,2 E :( ) <d> (Oﬁi’j _ ﬂkl)z—i-k—d-i-l

d:O ’

i+k—d
'((z+k: d)t e~ (@i =Br) tlz t(aa—ﬁkl)> —

3 c!

Cc=!

S k (1 +k—d)! @i, bk dbe —ay .t
=22 c! (i ﬁk,l)i-l’—k—d—c—l—lt e "t (212)

d=0 c=0 : 1,7 ,

Funkcja gestosci, bedaca suma sktadnikéw postaci 1, I21 i I22, ma juz zadang postac. Te-
raz zajmiemy sie¢ uproszczeniem funkcji gestosci. W tym celu poczyhmy dwie obserwacje.
Po pierwsze z lematu 2.5.3 wynika, ze sxy () = sy x(t). Po drugie zauwazmy, ze wszystkie
wykladniki przy e w wyrazeniach postaci I pochodzg z gestosci zmiennej Y, a wszyst-
kie wyktadniki przy e w wyrazeniu I3 2 pochodza z gestosci zmiennej X. Wobec tego, jesli
przyréwnamy do siebie gestosci sx y(t) i sy,x(t), to wyrazenia postaci I si¢ zredukuja (po
ewentualnym uwzglednieniu wezedniejszej obserwacji). Pozostate sumy wyrazen postaci I i
Iy oraz I i I} 5 (analogicznych wyrazei ze wzoru na gestosé sy, x (t)) musza by¢ sobie row-
ne. Stad oraz z drugiej obserwacji wynika, ze sume wyrazen postaci I o mozna zastapi¢ suma
wyrazen Ié’l, a wiec wyrazen prostszych. Podsumowujac otrzymujemy nastepujacy wzér na
gestosc sx y:

mX pX; mY pYy

ka5 Okt ikt =t
sxy(t) = ZZZZ (i +k—+1)! t T Lo j=10 +
i=0 j=1 k=0 I=1

WX PXy WY Y N (1) (ki — d) g by g
+ ZZ Z Z Z (d) (Br )k+z d+’f = th et ﬂai,j#ﬂk,z +

i=0 j=1 d=0 k=0 =1 d Qg

mY PY; k mX pX; k—d
1) (Z—i—k d) aZkal d ,—Brit |
¢ 2335y () C g et 1

k=0 I=1 d=0i=0 j=1 Q,

Na koniec okreslimy jeszcze zachowanie zmiennej SUM A dla zmiennej e:

SUMA(s,X) = SUMA(X,e) = X (2.14)

2.6. Maksimum

Zajmiemy si¢ teraz zmienna losows bedaca maksimum n niezaleznych zmiennych losowych
Xi,...,X,. Zmienna te bedziemy oznacza¢ MAX (X1,...,X,), jej gestos¢ przez mazrx, .. x
a dystrybuante przez MAXx, . x,-

n?

Lemat 2.6.1 Dla maksimum niezaleznych zmiennych losowych X1, ..., X, zachodzq naste-
pujgce wzory:

MAX(Xl,...,Xn) :MAX(X(;(l),,Xg(n)> 0 €Sy (215)

MAX(Xq,...,Xp)(t) = MAX(MAX (X1,...,Xn-1), Xpn) (2.16)
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Dowdd:
Wzory te wynikaja bezposrednio z wlasnosci funkceji max — jej przemiennosci i tacznosci.

O

7 lematu tego wynika, ze zeby wyznaczy¢ rozktad maksimum n zmiennych losowych mu-
simy jedynie umieé¢ wyznaczy¢ rozktad maksimum dla pary zmiennych. Tym zagadnieniem
sie teraz zajmiemy. Bedziemy chcieli wyznaczy¢ gesto$é rozktadu maksimum dwoch niezalez-
nych zmiennych losowych X 1Y o gestosciach f(x) i g(z) odpowiednio, gdzie f(x) i g(z) sa
postaci 2.5 i sa zdefiniowane nastepujaco:

mX pX; )

z) =Y Y aijrle” g oo (x)
i=0 j=1
mY pY;

)= ) bigr'e il o) (x)

i=0j=1

Lemat 2.6.2 Dystrybuanta maksimum dwoch niezaleznych zmiennych losowych X Y o
dystrybuantach F i G wyraza sie wzorem:

MAXxy(t) = F(t)G(t) (2.17)
Dowéd:

MAXxy(t) = P(MAX(X,Y)<t)=P(maz(X,Y)<t)=P(X <tAY <t) =
= P(X <HP(Y <t) = Ft)G(t)

Wobec tego gestos¢ zmiennej M AX x y jest réwna:
mazxy(t) = MAXx y(t) = (F()G()) = F'()G(t) + F()G'(t) = f()G(t) + F(t)g(t)

Zauwazmy, ze dla t < 0 mamy mazxy (t) = 0, wobec tego rachunki bedziemy kontynuowaé
przy zalozeniu, ze t > 0.

mX pX; ) mY PY; mY pY,; i
marsyi = (S asren) (E5 - T8 oo o

=0 j=1 =07 1=0 j=1 k=

i i, RN @i, k=it gk i —Bi 5t
Z Z l—;—l Z' - Z Z Z ’L };_;'_1 E t T Z Z biJ'tze ] =

=0 j= 1¢ 1=0 j=1 k= o & =0 j=1
mX pX; mY pY,, mY pPY,, m
— o4t —ag gt Mgl —Bmnt
2D aigte > > o m+1 S ID DI T G e +
=0 j=1 m=0 n=1 m=0 n=1 [=0
mX pX; a mX pX; w mY pY,,
/Lv.] | _ Zy] - k —OLZJ m _Bm,nt
> it 2.0 k+1k,t > > bmat™e
i=0 j= 1@ =0 j=1 k= o & m=0 n=1

27



Po uproszczeniu otrzymujemy koficowy wzér na gestos¢ maxryxy (dla t > 0):

mY PY,, mX pX;
maazx,y (Z Z m+1 ) (ZZ@Z]# Q5 ) +

m=0 n=1 =0 j=1
(mX pX; mY pY,, m

358 S Pt e 4

i=0 j=1m=0 n=1 [=0 ~™M,"N

mX pX; a mY pY,,
(B8 ma) (£ X buwrmem) o

1=0j5=1 m=0 n=1

mY pY,, mX pX; ¢ a il
SB35 35 3) 3 okt IRCE

m=0 n=1 i=0 j=1 k= 00%3

Pozostaje jeszcze okresli¢ zachowanie zmiennej M AX dla zmiennej €. Robimy to w na-
stepujacy sposéb:
MAX (e, X)=MAX(X,e) =X (2.19)
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Rozdziat 3

Analiza sieci przeplywow pracy
Z czasem

W tym rozdziale rozszerzymy model sieci Petriego otrzymywanych za pomoca metody roz-
drobnien o czas. Gléwnym naszym celem bedzie znalezienie metody na wyznaczenie gestosci
rozktadu zmiennej losowej oznaczajacej czas dzialania sieci przeplywu pracy. Postaramy sie
to zrobié¢ na podstawie jej drzewa rozdrobnien. W kolejnych podrozdziatach przeanalizujemy
reguly rozdrobnien i dla kazdej z nich sprébujemy wyprowadzi¢ odpowiadajaca jej regute
wyznaczania gestosci. Jeden z podrozdzialéw poswiecimy tez na przeglad niektérych znanych
metod badania sieci stochastycznych.

3.1. Rozszerzenie sieci otrzymanych metoda rozdrobnien o czas

Proponowane rozszerzenie jest proste i narzucajace sie. W modelu sieci przeplywu pracy
otrzymywanych metoda rozdrobnien przedstawionych w rozdziale 1.3 dla kazdej tranzycji
sieci okreslimy jej rodzaj — czy jest czasowa czy natychmiastowa, a takze w zaleznosci od
rodzaju — wspoélczynnik rozktadu wyktadniczego lub wage odpowiednio. W ten sposéb uzy-
skamy uogdlniona stochastyczng sie¢ Petriego (rozdzial 1.5.2). Dzialanie sieci bedzie zgodne z
zasadami dzialania odpowiedniej sieci stochastycznej. W dalszej czesci pracy wynikna pewne
ograniczenia dotyczace rodzajéw tranzycji. W szczegolnosci bedziemy wymagaé, zeby lokalnie
w chwili wyboru tranzycji wszystkie tranzycje byly tego samego typu.

3.2. Przeglad metod

W podrozdziale tym przyjrzymy sie pokrétce réznym metodom stosowanym przy analizie
zachowania w czasie stochastycznych sieci Petriego. Bedzie nas interesowato przede wszyst-
kim wyznaczanie rozktadu prawdopodobienstwa tego, ze w danej chwili sie¢ znajduje si¢ w
okreslonym stanie.

3.2.1. R6é6wnania

Metody tu opisane polegaja na przeksztalceniu sieci Petriego do odpowiadajacego jej tanicucha
Markowa X, a nastepnie znalezieniu macierzy II(t), gdzie:

O(t)ij =P (X +1t) =s; | X(t') = si)
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Macierz ta spelnia prospektywne i retrospektywne réwnania Kolmogorowa [13]:

') = I(t)Q
') = QIU(),

gdzie () oznacza operator infinitezymalny badanego procesu Markowa. Kazde z tych rownan
okresla uklad réwnan rézniczkowych zwyczajnych. W pracy [9] wymieniane sa co najmniej
cztery metody rozwigzywania tego rownania: metoda Eulera, rozwiazanie przez rozwiniecie
w szereg Taylora, metody Rungego-Kutty oraz metoda transformat Laplace’a.

Inna metoda, réwniez opisana w pracy [9], polega na zauwazeniu, ze rozwiazaniem retro-
spektywnych rownan Kolmogorowa jest:

II(t) = 9, (3.1)
gdzie e@* jest zdefiniowane nastepujaco:

oo tn
@t — Z Q" —
k=0

n!

Majac macierz II(t) mozemy wyznaczy¢ wektor 7(t) wprowadzony w rozdziale 1.4.2.
7(t) = 7(0)II(t) = 7(0) e?! (3.2)

Zauwazmy jeszcze tylko, ze macierz II(t) = H(0,t), gdzie H jest macierza wprowadzona w
rozdziale 1.4.2; a wzér 3.2 zgadza sie ze wzorem 1.7.

We wspomnianej wyzej pracy [9] autorzy wskazuja kilka metod obliczenia wielkogci e®?,
zaznaczajac jednak, ze nie sg to metody pozbawione wad. Gléwnym problemem zdaniem
autoréow sa stabe wlasnosci numeryczne tych metod.

3.2.2. Unifikacja

Metoda unifikacji zostalta po raz pierwszy zaproponowana przez A. Jensena i dlatego tez zwa-
na jest czasem metoda Jensena. Zdaniem autoréw pracy [9] jest to metoda, ktéra w ostatnich
latach zyskala najwicksza popularnosé i jest najczeSciej stosowana w praktyce. Zgodnie z
opisem umieszczonym w pracy [16] metoda ta polega na przeksztalceniu tancucha Markowa
z czasem ciaglym odpowiadajacego sieci Petriego na dyskretny tancuch Markowa podpo-
rzadkowany procesowi Poissona. Macierz przejscia dyskretnego tancucha Markowa dana jest
wzorem:
Q

Q*:i—’_lu
q

gdzie ) tak jak poprzednio jest operatorem infinitezymalnym oryginalnego procesu Markowa,
a A spelnia zalezno$¢ A > maxi<i<n|qiil-
Daje si¢ wykazaé ([16]), ze wowczas:

_ac (A"

o0
7(t) = Z P(n)e o (3.3)
n=0
gdzie 7(t) = {m(t),...,7n(t)}, mi(t) oznacza prawdopodobienstwo, ze oryginalny lancuch w

chwili ¢ znajduje sie w stanie s;, a P(n) oznacza analogiczny wektor dla dyskretnego tancucha
Markowa w chwili n (tym razem czas jest zdyskretyzowany).
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Wektor prawdopodobienstwa P(n) moze by¢ wyznaczony rekurencyjnie z nastepujacych
zaleznosci:

Majac dany wektor P(n), szukany wektor m(t) moze by¢ wyznaczony za pomoca wzoru 3.3.

3.2.3. Techniki agregacyjne

Czesto wykorzystywana metoda przy wyznaczaniu interesujacego nas rozktadu prawdopo-
dobienstwa sa tzw. techniki agregacyjne. W pracy tej przedstawione zostang jedynie cechy
laczace metody z tej grupy. Zgodnie z [3] techniki agregacyjne polegaja na rozwiazaniu za-
danego problemu poprzez rozbicie go na mniejsze podproblemy w sposoéb charakterystyczny
dla danej metody, rozwigzaniu podproblemoéw, a nastepnie odpowiednim polaczeniu otrzy-
manych wynikéw. Przykladowym sposobem dzielenia problemu gléwnego na mniejsze jest
metoda Takahashiego ([18]). Opiera si¢ ona na obserwacji, ze dla danego podzialu prze-
strzeni stanéw tancucha Markowa zbiér réwnan Kotmogorowa moze zostaé podzielony na
dwie czesci — jedna uwzgledniajaca polaczenia miedzy réznymi czesciami podziatu i dru-
ga uwzgledniajaca potaczenia wewnatrz czesci. Innym przyktadem techniki agregacyjnej jest
metoda Courtoisa ([8]). Dziala ona dla tancuchéw Markowa, ktérych macierz przej$cia moze
by¢ przeksztatcona do postaci blokowo-diagonalnej w taki sposob, zeby potaczenia wewnatrz
blokéw dominowaly nad potaczeniami pomiedzy blokami. Opis innych metod agregacyjnych
mozna znalez¢, miedzy innymi w pracach [3] 1 [17].

3.2.4. Metody wykorzystujace budowe sieci

Oddzielng grupe stanowia metody wykorzystujace strukture i wtasnosci badanej sieci. Przy-
ktadem takiej metody jest algorytm zaproponowany w pracy [15]. Autorzy rozwazaja w niej
sieci acykliczne i wykorzystuja wlasnoéé braku cykli do sprytnego rozwigzania uktadu réwnan
catkowych Kolmogorowa:

t t t
mi(t) = Lz e o Y 4 /0 S (@) age W) da
=

Poszczegédlne stany tancucha Markowa sa sortowane wedtug czesciowego porzadku indukowa-
nego przez tranzycje pomiedzy nimi. Nastepnie dla kazdego stanu wyznaczana jest wartosé
mj(t), ktora zalezy jedynie od stanéw wczedniej rozpatrzonych. Zaproponowany przez auto-
row algorytm wyznacza szukany rozklad prawdopodobienstwa jako funkcje od czasu t, a takze
umozliwia operowanie na symbolach. Dodatkowsa jego zaleta jest lepsza ztozonosé czasowa w
poréwnaniu z innymi metodami.

3.2.5. Symulacja

Zupelnie inng kategorig metod badania wlasnosci stochastycznych sieci Petriego jest ich sy-
mulacja. Temat symulacji jest poruszany miedzy innymi w ksiazkach [14] i [11]. Metoda symu-
lacji zostata wykorzystana rowniez w blizniaczej pracy magisterskiej ”Symulacyjne badanie
stochastycznych hierarchicznych sieci przeptywu pracy” pisanej przez Pawla Findeisena.
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3.2.6. Podsumowanie

7 powyzszego krétkiego przegladu metod stosowanych przy badaniu stochastycznych sieci Pe-
triego mozemy wysnué kilka wnioskéw. Po pierwsze duza liczba metod i prac im poswieconych
swiadczy o tym, ze zagadnienie to jest wazne. Po drugie wszystkie przedstawione metody, po-
za symulacja, w pierwszym kroku musza przeksztalci¢ badana sie¢ do odpowiadajacego jej
tancucha Markowa. Rodzi to dodatkowe problemy zwiazane przede wszystkim z rozmiarem
potencjalnej przestrzeni stanéw. Istnieja osobne prace poswiecone tylko odpowiedniej repre-
zentacji danych w pamieci (np. [4], [7], [10]). Ponadto duza cze$¢ metod prowadzi jedynie do
wynikéw przyblizonych, a rozktady prawdopodobienstwa liczone sa dla konkretnego momen-
tu. Zaletg przedstawionych technik jest zwykle ich duza ogélnosé — dzialaja one dobrze dla
prawie dowolnych sieci oraz to, ze dostajemy wynik dla wszystkich stanéw sieci.

3.3. Zalozenia

Ponizej przedstawione zostana zalozenia i oznaczenia, z ktérych bedziemy korzystaé¢ w dalszej
czedci tego rozdzialu, przy wyprowadzaniu regutl pozwalajacych wyznaczaé rozklad czasu
dziatania sieci.

7 kazdym weztem drzewa rozdrobnien bedziemy wiazali zmienng losowg oznaczajaca czas
dziatania fragmentu sieci przeptywu pracy odpowiadajacego poddrzewu o korzeniu w tym
wezle. Na poczatku przypiszemy zmienne losowe wszystkim liSciom drzewa - a wiec wladci-
wym tranzycjom i miejscom w sieci. Kazdej tranzycji czasowej przypiszemy zmienng losowa
o rozkladzie wykladniczym z parametrem, ktorego sposéb wyliczenia zostanie przedstawiony
w dalszej czedci pracy. Z tranzycjami natychmiastowymi i miejscami zwigzemy natomiast
zmienne €, ktore zostaly wprowadzone w rozdziale 2.3. Dla przypomnienia, zmienne te maja
rozktad punktowy méwiacy, ze czas przejscia jest réwny 0 z prawdopodobienstwem 1. Dla
tranzycji T i miejsca P opisywana wyzej zmienna losowa bedzie oznaczana odpowiednio przez
X7 i Xp. Ponadto z niektérymi weztami w drzewie rozdrobnien wiazaé bedziemy dodatko-
we parametry, ktére zostana omdéwione dalej. Naszym zadaniem bedzie znalezienie metody
wyznaczania rozktadu wszystkich pozostatych, wewnetrznych weztéw drzewa. Rozktad otrzy-
many w korzeniu bedzie rozktadem czasu przejScia przez cala siec.

Rysunki umieszczone w kolejnych podrozdziatach bedg przedstawialy jedynie rzeczy istot-
ne dla dalszych rozwazan. Tranzycje i miejsca narysowane linia przerywana (na rysunkach
fragmentéw drzewa rozdrobnien) beda oznaczaly, ze na odpowiednich miejscach moze staé za-
réwno lisé (a wiec wlasciwa tranzycja lub miejsce) jak i cale poddrzewo o korzeniu w danym
wezle narysowanym linig przerywana. Natomiast na rysunkach fragmentéw sieci bedziemy
wykorzystywaé¢ symbol chmurki. Wezty sieci otoczone chmurka bedg oznaczaly, ze w danym
miejscu moze znajdowaé sie¢ wigkszy fragment sieci (odpowiadajacy poddrzewu drzewa roz-
drobnien zaczepionym w danym wezle).

3.4. Rozbicie sekwencyjne miejsca

Zajmiemy sie teraz wyprowadzeniem regulty dla uogélnionego rozbicia sekwencyjnego miejsca.
Fragment drzewa rozdrobnien dla tego rozbicia przedstawiony jest na rysunku 3.1. Fragment
ten odpowiada kawalkowi sieci przeptywu pracy z rysunku 3.2.

Lemat 3.4.1 Dla oznaczen z rysunku 3.1 zachodzi rownosé:

Xp=SUMA (Xp,, X1y, Xpy, ... Xp, . X1, Xp,) (3.4)
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Rysunek 3.1: Rozbicie sekwencyjne miejsca

Rysunek 3.2: Fragment sieci odpowiadajacy rozbitemu sekwencyjnie miejscu

Dowdd: Z wlasnosci sieci przeptywu pracy otrzymanej metoda rozdrobnien wynika, ze przej-
Scie przez fragment sieci z rysunku 3.2 wymaga przejscia kolejno przez wszystkie wyrdznione
czesei (zadna z nastepujacych po sobie czedci sieci nie moze rozpoczaé sie bez pelnego przej-
Scia pionkéw przez poprzednia czesé). Stad wynika, ze czas przejécia przez ten fragment sieci
jest rowny sumie czaséw przejsé przez wszystkie jego czesci sktadowe, a wiec:

Xp=SUMA(Xp,, Xp,, Xp,,....Xp, . X1, . Xp,)

Whiosek 3.4.2 Jestesmy w stanie wyznaczyé gestosé rozkiadu zmiennej losowej Xp.

Dowdd: Teza tatwo wynika z zatozenia, ze znamy rozktady wszystkich zmiennych losowych
Xp, X1, Xpy,.... Xp, . X1, 1, Xp,, 2z lematéw 2.5.1 i 3.4.1 oraz wzoréw 2.13 i 2.14.
O

3.5. Rozbicie sekwencyjne tranzycji

W podrozdziale tym znajdziemy regule pozwalajaca liczy¢ rozklad zmiennej przypisanej tran-
zycji, dla ktorej zastosowano uogolnione rozbicie sekwencyjne. Regula rozbicia sekwencyjnego
tranzycji ma reprezentacje w drzewie rozdrobnien przedstawiona na rysunku 3.3. Ten frag-
ment drzewa rozdrobnien odpowiada pokazanemu na rysunku 3.4 kawatkowi sieci przepltywu

pracy.

T1 fP1||Tz |Tn1 meHTn

[ — i [ — - e —

Rysunek 3.3: Rozbicie sekwencyjne tranzycji
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Rysunek 3.4: Fragment sieci odpowiadajacy rozbitej sekwencyjnie tranzycji
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Rysunek 3.5: Rozbicie réwnolegte miejsca

Rysunek 3.6: Fragment sieci przed i po rozbiciu réwnolegtym miejsca

Lemat 3.5.1 Dla oznaczen z rysunku 3.8 zachodzi rowno$é:
Xr=SUMA (Xp,,Xp,, X1ys--s X1, 1, Xp, 1, X1,) (3.5)

Dowéd: Dowdd przebiega bardzo podobnie do dowodu lematu 3.4.1. O

Whiosek 3.5.2 Jestesmy w stanie wyznaczyé gestosé rozktadu zmiennej losowej Xr.

Dowdd: Teza tatwo wynika z zatozenia, ze znamy rozktady wszystkich zmiennych losowych
X, Xp, X1y,..., X7, , Xp, ,, X7, zlematéow 2.5.1 i 3.5.1 oraz wzoréw 2.13 i 2.14.
O

3.6. Rozbicie rownolegle miejsca

Wyprowadzimy teraz regute pozwalajaca wyznaczaé rozktad zmiennej losowej zwigzanej z miej-
scem, ktore zostato rozbite réwnolegle. Rozwaza¢ bedziemy przypadek uogdlnionego rozbicia
na n miejsc. Na rysunku 3.5 przedstawiony zostal fragment drzewa rozdrobnien dla rozbitego
miejsca P. Rysunek 3.6 ukazuje fragment sieci przeptywu pracy przed rozbiciem réwnolegtym
miejsca P oraz ten sam fragment po zastosowaniu reguly rozbicia (w pierwszym kroku) oraz
by¢ moze dalszych regul na nowo powstatych weztach.
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Rysunek 3.7: Rozbicie wyboru tranzycji

Rysunek 3.8: Fragment sieci przed i po rozbiciu wyboru tranzycji

Lemat 3.6.1 Dla oznaczen z rysunku 3.5 zachodzi réowno$é:
Xp=MAX (Xp,,Xp,,...,Xp,) (3.6)

Dowéd: 7 wlasnosci sieci przeptywéw pracy otrzymanych metoda rozdrobnien wynika, ze
aby tranzycja T> mogta odpalié, wszystkie podsieci otrzymane w wyniku zastosowania regut
rozdrobnien na miejscach Pj, ..., P, musza si¢ wykona¢ w caloéci (kazda z tych podsieci
konczy sie miejscem (lub by¢ moze miejscami) bezposrednio polaczonym z tranzycja Ts). Czas
przejscia przez kazda z podsieci dany jest zmienna losowa — odpowiednio Xp,, Xp,,...,Xp,.
Stad wnioskujemy, ze czas przejscia przez fragment sieci uzyskany z rozbicia réwnoleglego
miejsca P jest réwny maksimum ze wszystkich tych czasow, a wiec:

Xp=MAX (Xp,Xp,,..., Xp,)

Whniosek 3.6.2 Jestesmy w stanie wyznaczyé gestosé rozkladu zmiennej losowej Xp.

Dowéd: Teza tatwo wynika z zalozenia, ze znamy rozklady wszystkich zmiennych losowych
Xp,,Xpy,...,Xp,, z lematéw 2.6.1 i 3.6.1 oraz wzoréw 2.18 i 2.19.
g

3.7. Rozbicie wyboru tranzycji

Ten podrozdzial pos§wiecimy na wyprowadzenie reguty pozwalajacej wyznaczaé rozktad zmien-
nej losowej zwiazanej z tranzycja, dla ktorej zostala zastosowana reguta rozbicia wyboru na
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n tranzycji. Tranzycje taka bedziemy nazywaé tranzycjg wyboru. Na rysunku 3.7 przedsta-
wiony zostal odpowiedni fragment drzewa rozdrobnien. Rysunek 3.8 ukazuje fragment sieci
przeplywu pracy przed rozbiciem wyboru tranzycji T" oraz ten sam fragment po zastosowaniu
reguly rozbicia (w pierwszym kroku) oraz ewentualnie dalszych regul na nowo powstaltych
weztach.

Tym razem sytuacja jest troche inna niz w poprzednich przypadkach. Chodzi tu o se-
mantyke zachowania sieci stochastycznej w momencie, gdy aktywnych jest kilka tranzycji. W
sytuacji przedstawionej na rysunku 3.9 (liczba miejsc na gérze nie ma dla naszych rozwazan
znaczenia) mozemy zalozyé, ze wszystkie tranzycje sa tego samego typu — czasowe albo
natychmiastowe (w przypadku wystapienia obu typéw tranzycje czasowe nigdy nie odpala
i wobec tego mozemy je woéwczas pominaé). Przyjmujemy, ze tranzycja T; ma przypisany
wspotczynnik A;. Jedli tranzycje sa czasowe, to zgodnie ze wzorem 2.4 tranzycja T; odpali
z prawdopodobienstwem ﬁ po czasie z rozkladem FExzp(A; + ...+ \,) na mocy 2.3.
Natomiast w przypadku tranzycji natychmiastowych wiemy, ze prawdopodobienstwo odpa-
lenia bedzie takie samo jak poprzednio, z tym ze odbedzie sie to w czasie zerowym, a wiec
czas przejscia przez fragment sieci odpowiadajacy rozwazanej sytuacji wyboru opisuje w tym
przypadku zmienna losowa €.

Zastanéwmy sie jak te obserwacje wplywaja na nasze rozwazania dotyczace wyprowa-
dzania reguly na rozklad zmiennej zwiazanej z tranzycja T z rysunku 3.7. Zauwazmy, ze
zeby méc okredli¢ zachowanie sieci (a wiec i rozklad) w rozpatrywanej sytuacji musimy znaé
wspolezynniki wszystkich aktywnych w tym momencie tranzycji. Sprobujemy je teraz znalezé.
Potencjalne problemy moga stwarzaé¢ sytuacje przedstawione na rysunkach 3.10 i 3.11.

W pierwszej z przedstawionych sytuacji mozemy zastosowaé regute kontrakcji. Otrzymu-
jemy wowczas sytuacje przedstawiong na rysunku 3.12. Jedli zajdzie taka potrzeba kontrakcje
powtarzamy do momentu, gdy wsrdéd synow rozbijanej tranzycji 1" nie bedzie zadnej tranzycji
wyboru. W ten sposéb sytuacje pierwsza jestedmy zawsze w stanie sprowadzi¢ do sytuacji
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Rysunek 3.12: Rozwiazanie problemu 1

Rysunek 3.13: Fragment sieci dla problemu 2

drugiej.

Drugi z probleméw zobrazujemy jeszcze odpowiadajacym mu fragmentem sieci przepty-
wu pracy (rysunek 3.13). Z rysunku tego wynika, ze jedynym wezltem drzewa rozdrobnien
(sposréd T 1, - -, T m ), istotnym dla naszych rozwazan jest tranzycja T} 1, a wlasciwie pod-
drzewo w niej zaczepione. W tym momencie widzimy, ze jedna z tranzycji powstalych w
wyniku rozbicia sekwencyjnego powinna by¢ wyrdzniona. Tranzycja wyrdzniong bedzie oczy-
wiscie pierwsza tranzycji z rozbicia sekwencyjnego. Bedziemy ja czasem nazywaé skrajnie
lewym synem. Jesli tranzycja ta jest liSciem, to bedzie to jedyna tranzycja (z poddrzewa
o korzeniu w T}), ktérej wspdlczynnik bedzie istotny przy liczeniu koficowego rozktadu. W
przeciwnym razie mozliwe sa dwa przypadki. Tranzycja T}, ; moze by¢ rozbita sekwencyjnie i
wéwcezas musimy spojrzeé na jej skrajnie lewego syna. Drugi przypadek dotyczy rozbicia wy-
boru tranzycji Ty 1. Wtedy wszyscy jej synowie musza by¢ rozpatrzeni w analogiczny sposob.
Na rysunku 3.14 przedstawiony jest przyktadowy fragment drzewa rozdrobnien oraz odpowia-
dajacy mu fragment sieci z zaznaczonymi tranzycjami, ktérych wspoétczynniki beda istotne
przy liczeniu rozkladu zmiennej zwiazanej z korzeniem T' (a wiec czasu przejscia pomiedzy
chmurkami). Do przykladu tego jeszcze wrécimy.

Dzieki powyzszym rozwazaniom wiemy w jaki sposéb dla danego wezta drzewa wyznaczy¢
wszystkie tranzycje, ktérych wspélczynniki beda potrzebne do policzenia rozktadu dla tego
wezta. Zdefiniujemy teraz pojecie wagi wezla.

Definicja 3.7.1 Kazdej tranzycji T przypisujemy wage w(T') zdefiniowang nastepujgco:

A jesli T jest tranzycjg o wspdlczynniku A
w(T) =< w(Th) jesli T jest rozbita sekwencyjnie na Ty, Py, ..., Py_1,Ty
w(Th) + ... +w(Ty) jesli dla T zastosowano rozbicie wyboru na T1,...,T,
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Rysunek 3.14: Fragment drzewa rozdrobnien i odpowiadajacy mu fragment sieci z zaznaczo-
nymi istotnymi tranzycjami

Przyktad: Dla drzewa z rysunku 3.14 wagi weztéw wewnetrznych sa nastepujace: w(Ts) = f,
w(Ts) = f+h, wTy) =d, wTh) = w(T3) =c+d+ f+h+1i wT) = a, wT) =
at+c+d+f+h+i

Definicja 3.7.2 Tranzycja aktywna w poddrzewie drzewa rozdrobniern o korzeniu w wezle T
to tranzycja, ktora jest lisciem i speinia jedng z wlasnosci:

e jest synem tranzycji T

e jest skrajnie lewym synem tranzycji rozbitej sekwencyjnie, do ktorej daje sie dojsé od
wezta T po Sciezce ztoZonej jedynie z tranzycyi wyboru i tranzycjyi rozbitych sekwencyjnie,
przy czym w wezle rozbitym sekwencyjnie mozna pojsé tylko przez jego pierwszego syna
(skrajnie lewq tranzycje)

o jest dowolnym synem tranzycji wyboru, do ktorej daje sie dojsc po Scieice takiego samego
typu co w podpunkcie poprzednim

Przyktad:

Na rysunku 3.14 tranzycja aktywna dla poddrzewa o korzeniu w wezle Ty jest tranzycja ze
wspotczynnikiem f. Dla poddrzewa o korzeniu w wezle Ty tranzycje aktywne to tranzycje ze
wspdétezynnikami f i h. Dla poddrzewa o korzeniu w wezle Th tranzycje aktywne to tranzycje
ze wspolczynnikami ¢, d, f, h i i.

Lemat 3.7.3 Waga tranzycji wyboru jest rowna sumie wag tranzycyi aktywnych w poddrzewie
o korzeniu w tej tranzycji.

Dowdd: Wiasnosé ta wynika z analogii pomiedzy definicja wagi tranzycji a definicja tranzycji
istotne;j. ]
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Intuicja stojaca za pojeciem tranzycji aktywnych w poddrzewie o korzeniu w wezle T
jest taka, ze sa to tranzycje aktywowane jednoczesnie w momencie gdy ”aktywny” staje sie
wezel T'. Pojecie tranzycji aktywnych wykorzystamy przy definiowaniu tranzycji istotnych.
Wezesniej jednak musimy zdefiniowaé tranzycje gtéwnego wyboru.

Definicja 3.7.4 Tranzycjg glownego wyboru w drzewie rozdrobnien bedziemy nazywac ta-
kq tranzycje wyboru, ktora jako ojca ma miejsce rozbite sekwencyjnie lub tranzycje rozbitg
sekwencyjnie, przy czym w tym drugim przypadku nie jest jej pierwszym (skragnie lewym)
synem.

Przykltad: Na rysunku 3.14 jedyna tranzycja gtéwnego wyboru jest tranzycja 1" (przy zato-
zeniu, ze jej ojcem jest miejsce rozbite sekwencyjnie lub tranzycja rozbita sekwencyjnie, przy
czym wowczas T nie jest jej pierwszym synem).

Definicja 3.7.5 Tranzycja istotna to tranzycja aktywna w poddrzewie drzewa rozdrobnien o
korzeniu w tranzycji wyboru giéwnego.

Pojeciem tranzycji istotnej postugiwaliémy sie juz wcezeéniej. Tranzycje istotne to takie
tranzycje sieci, ktore sa razem aktywowane przez jeden zbiér miejsc (rysunek 3.9). Prosty
wniosek z lematu 3.7.3 jest nastepujacy:

Whniosek 3.7.6 Waga tranzycji gtownego wyboru jest rowna sumie wag tranzycji istotnych
w poddrzewie o korzeniu w tej tranzycyi.

Zgodnie z rozwazaniami z poczatku tego podrozdziatu, kazda tranzycja istotna odpali
po czasie zgodnym z rozkladem Fxp(w(T)), gdzie T jest tranzycja gléwnego wyboru, be-
daca korzeniem poddrzewa, w ktérym zawarta jest dana tranzycja istotna. W rozwazaniach
tych nie uwzgledniliSmy jednak jeszcze jednego faktu — tranzycja T moze by¢ jedna z kilku
tranzycji gtéwnego wyboru aktywnych w jednej chwili. Taka sytuacja bedzie miala miejsce
w przypadku petli i zostanie rozwazona w dalszej czesci tej pracy. Tak wiec sformutowany
powyzej fakt zachodzi przy zalozeniu, ze tranzycja T nie jest tranzycja zaczynajaca odnoge
petli ani tranzycja wyjsciowa z petli. Odpowiednie definicje zostana podane w podrozdziale
dotyczacym petli.

A oto gléwny lemat tego podrozdziatu:

Lemat 3.7.7 Dla oznaczen z rysunku 3.7 zachodzi:

L owm)
w(T)

gdzie fXT,L- oznacza gestosé zmiennej Xr,.

w(Ty)
w(T)

fxp (@) 4.0 4 fx, () (3.7)

Dowdéd: Na poczatku zauwazmy, ze podany wzor wyznacza gestosc.

w(Ty)
fx,p(x)de =
Hz 4 w(T)
)

w(T) fxp, (z)do =

_ w) w(Ty _
- o5 R/fXT () e+ HZfXTn(:v) dz =
 w(Ty) w(Ty)  w(T) +...+w(Ty)

= w@ T T e T wm e



Rozwazmy mozliwe przypadki dla typu tranzycji T;. Jesli jest to tranzycja wlasciwa, to praw-
dopodobienstwo wyboru Sciezki zaczynajacej sie od tej tranzycji jest rowne (na mocy lema-

2\ . . B .. .
tu 2.4) — waE T akiywayeh - Loniewaz w(T;) = i, a suma wag tranzycji aktywnych jest
w(T;)

réwna w(7T"), wiec prawdopodobienstwo to jest réwne w(T) i ostatecznie tranzycja T; wniesie

do rozkltadu sktadnik Z((%) fXTi' Jedli tranzycja T; jest tranzycja rozbita sekwencyjnie, to
prawdopodobienstwo wejscia do tej galezi bedzie réwne sumie prawdopodobienstw wejéé¢ do
Sciezek zaczynajacych sie od wszystkich tranzycji aktywnych w poddrzewie o korzeniu w T;.
7 lematu 3.7.3 wnioskujemy, ze prawdopodobienstwo to bedzie réwne EUU((:;Z)) i podobnie jak

poprzednio do rozktadu dojdzie sktadnik 1;((77})) fXTi' Analogiczna jak w przypadku tranzy-

cji rozbitej sekwency(jnie argumentacja pozwala wnioskowaé, ze tranzycja wyboru wniesie do
rozkladu skladnik 27 f.

g
Whniosek 3.7.8 Jestesmy w stanie wyznaczyé gestosé rozkiadu zmiennej losowej Xr.
Dowdd: Przy zalozeniu, ze znamy rozklady zmiennych 11, ..., T, wzdr 3.7 wyznacza gestos¢
rozktadu zmiennej X7.

g

Przyktad: Skorzystamy teraz ze zdefiniowanych regul w celu wyznaczenia rozktadu zmiennej
zwiazanej z tranzycja T' w drzewie z rysunku 3.14.

fxr (@) = sx,.x,(2) = sx,,x,(2)
[xo, (@) = sxyex.(z) = sx,x. ()
fxe, (@) = sx;ex,(@) = sx;,x,()
P (@) = o (@) +
Py (@) @) + (@) +
ctd+f+h+i ctd+f+h+i
c+d—{;ih+ifXTs(x) * c+d+}+h+z‘fxi(x) -
N c+d+;+h+ich(x) - c+d+]d”+h+¢SXd’X6(x) *
+c+d+§+h+iSXf’Xg($) - c+d+?+h+z’th($) *
+c+d+;+h+ifxi($)
fxg, () = sxp,6x;(%) = sxp, x; (%) =
c d
= ordr Frhre e o e (1)
/ h

$Xrg,x; () + $x,,x; () +

+ : :
ct+td+f+h+1 ct+td+f+h+1

2
+ -S X,
chd+f+hti o

X (.%')
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Rysunek 3.15: Reprezentacja petli w drzewie rozdrobnien

Rysunek 3.16: Fragment sieci odpowiadajacy petli z rysunku 3.15

e
$

a ct+d+f+h+1

aterdt fahgil @t
a
= aFerdigrhsien® o
+ d s (x) + /
atcetdtfrhti oreX

fXT(‘T) .fXT2 (x) =

at+ct+d+f+h+i
C

SXij (:I/') +

$X;.X,.x;(T) +

at+ctdt f+hti
+ h s (x) + ! s (x)
atctdt frhti atctrd+frhri o

gdzie Xo, Xe, Xg, X7, X, Xs ~ Expla+c+d+ f+ h+1i), Xy ~ Exp(b), Xe ~ Exp(e),
Xg ~ Exp(g), Xg ~ Exp(j).

Otrzymany wynik jest zgodny z naszymi oczekiwaniami. Intuicyjnie gestosé¢ zmiennej X
jest "sumg” wszystkich Sciezek prowadzacych od P; do P, z odpowiednimi wagami.

3.8. Petla

Podrozdzial ten poswiecony jest na wyprowadzenie reguty stuzacej do wyznaczania rozktadu
zmiennej losowej zwigzanej z miejscem, z ktorego utworzono petle. Fragment drzewa rozdrob-
nien dla tej reguly rozbicia przedstawiony jest na rysunku 3.15. Fragment ten odpowiada
kawatkowi sieci przeplywu pracy z rysunku 3.16.

Zdefiniujemy teraz pojecia zwiazane z petlami, ktére utatwia nam dalsze rozwazania.

Definicja 3.8.1 Czeécig glowng petli bedziemy nazywal fragment sieci odpowiadajgcy pod-
drzewu drzewa rozdrobnien o korzeniu w miejscu P .

i-tg odnogq petli bedziemy nazywac fragment sieci odpowiadajgcy poddrzewu drzewa rozdrob-
nien o korzeniu w tranzycyi T;.
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Rysunek 3.17: Przyktadowa sciezka od petli P do tranzycji wyjsciowej Ty

Przebiegiem petli o dlugosci k bedziemy nazywaé cigg na przemian wystepujgcych czesci glow-
nych i odnog petli, rozpoczynajgcy i koriczgey sie cze$cig glowng oraz zawierajgey dokladnie
k odnog petli.

Definicja 3.8.2 Tranzycjq zaczynajgcg odnoge nazwiemy tranzycje, ktora jako ojca w drzewie
rozdrobnien ma petle.

Tranzycjg wyjsciowq z petli nazwiemy pierwszq tranzycje, do ktorej daje sie dojsé od petli
idgc w gore drzewa rozdrobnien Sciezkq zlozZong z miejsc i schodzge w prawo do tranzycji w
miejscu rozbitym sekwencyjnie.

Przyktad: Na rysunku 3.17 tranzycje 11 i T» to tranzycje zaczynajace odnogi petli P. Tran-
zycja Ty jest tranzycja wyjsciowg z petli P. Na rysunku tym jest réwniez zaznaczona Sciezka
od petli do tranzycji wyjsciowej.

Pojecia tranzycji zaczynajacej odnoge i tranzycji wyjsciowej byty zasygnalizowane w pod-
rozdziale dotyczacym rozbicia wyboru tranzycji przy rozwazaniach o rozktadzie czasu odpa-
lenia tranzycji istotnych. Kontynuujac te rozwazania zauwazmy, ze gdy tranzycja istotna S
nalezy do poddrzewa drzewa rozdrobnien o korzeniu w tranzycji wyboru gtéwnego T' i tran-
zycja T jest tranzycja wyjsciowa petli P albo tranzycja zaczynajacg odnoge petli P, woéwczas
w momencie aktywowania tranzycji S aktywowane sa réwniez wszystkie tranzycje istotne w
poddrzewach o korzeniach we wszystkich tranzycjach zaczynajacych odnogi petli P, a takze
w tranzycji wyjsciowej petli P. Wobec tego dowolna z wyzej wspomnianych tranzycji istot-
nych odpali po czasie zgodnym z rozktadem wyktadniczym o wspélczynniku réwnym sumie
wag wszystkich tranzycji zaczynajacych odnogi petli P oraz wagi tranzycji wyjsciowej petli
P. Po tej obserwacji mozemy sformutowaé nastepujacy lemat.
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Lemat 3.8.3 Zmienna losowa zwigzana z tranzycjq istotng nalezgcg do poddrzewa o korzeniu
w tranzycji gldwnego wyboru T ma rozklad z gestoscig Exp(w(T)) o ile tranzycja T nie jest
tranzycjqg zaczynajgeg odnoge ani tranzycjg wyjsciowq zadnej petli drzewa rozdrobnien. Jesli
za$ tranzycja T jest tranzycjq zaczynajgcg odnoge lub tranzycjg wyjSciowq petli P, to wowczas
zmienna ta ma rozktad z gestoscig Exp(Xrerpy w(T)), gdzie T(P) oznacza zbidr tranzycji
zaczynajgcych odnogi i tranzycyi wyjsciowej petli P.

Dowdd: Powyzszy lemat wynika z dotychczasowych rozwazan. O

Zajmiemy sie teraz znalezieniem rozkladu czasu przejécia przez petle, tzn. czasu od chwili
wyjscia z obszaru sieci wyprowadzonego z tranzycji Ty, do chwili bezposrednio poprzedzaja-
cej wejécie do fragmentu sieci wyprowadzonego z tranzycji Ty, (bez czasu odpalenia pierwszej
tranzycji z tego fragmentu). Nie wyprowadzimy jednak dokladnego wzoru na ten rozklad, lecz
podamy sposéb na dowolnie dobre (przynajmniej z teoretycznego punktu widzenia) przybli-
zenie go. Pomyst polega na zastapieniu fragmentu sieci, odpowiadajacego poddrzewu drzewa
rozdrobnien o korzeniu w miejscu P, dla ktorego w pierwszym kroku zastosowano regule petli,
szablonem przedstawionym na rysunku 3.18. Parametr szablonu d okresla maksymalna liczbe
iteracji petli. Tranzycje R, S i U sa tranzycjami natychmiastowymi i wobec tego nie wy-
dtuzaja sztucznie dzialania sieci. Ich znaczenie oraz to jakie wagi maja przypisane bedziemy
rozwazaé¢ w dalszej czesci tego rozdziatu.

Zastapienie petli przedstawionym na rysunku gadzetem odpowiada ograniczeniu liczby
wykonan odnég petli maksymalnie do d, gdzie d jest parametrem gadzetu. Oczywiscie im
wartos¢ parametru d wigksza, tym wierniejsze bedzie odwzorowanie dzialania oryginalnej sie-
ci. Tranzycje R odpowiadajg za wybor liczby wykonan ciata petli - odpalenie tranzycji R;,
gdzie 0 < ¢ < d oznacza, ze wykona sie ¢ iteracji petli. Wobec tego wagi poszczegdlnych
tranzycji R; powinny by¢ réwne prawdopodobienstwu tego, ze ciato petli w oryginalnej sieci
odpali i razy. Zeby wyznaczy¢ to prawdopodobienistwo musimy znaé¢ wspélezynniki wszyst-
kich tranzycji bedacych w zbiorze tranzycji wyjsciowych miejsca P; (rysunek 3.15). Beda to
tranzycje aktywne poddrzew drzewa rozdrobnien zaczepionych w tranzycji wyjéciowej T,y
oraz tranzycjach zaczynajacych odnogi 11, 15, ..., T,,. Oznaczmy przez ps; prawdopodobien-
stwo tego, ze po przejéciu sieci przez fragment wyprowadzony z miejsca P; odpali ktoras z
tranzycji nalezacych do petli, a przez p,, tego, ze odpali ktéras z tranzycji wyjsciowych.
Prawdopodobienstwa te sa réwne:

_ i w(T)

Do = Ty + S0 w(T)) (38)
_ w<Twy)

P () + X (D) 39

Znajac prawdopodobienstwa ps i pyy mozemy wyznaczy¢ wspoOlczynniki tranzycji R.
Wspélezynnik tranzycji R; (oznaczenie wspg,) bedzie réwny prawdopodobienstwu tego, ze
petla wykona sie ¢ razy. Wobec tego:

I O b d (3.10)
(ps) i=d

Zauwazmy, ze w przypadku ¢ = d wyrazenie (ps)i przemnazamy przez 1 a nie przez puyy.
Dzieje sie tak dlatego, ze jesdli petla wykonata sie d razy to przy nastepnym wyborze na
pewno nastapi wyjécie z petli. Sprawdzimy jeszcze, ze podane prawdopodobiefistwa sumuja
sie do 1.
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2-elementowe wariacje z powtdrzeniami

O E
d-elementowe wariacje z powtérzeniami
@ @

1-elementowe wariacje z powtérzeniami

Rysunek 3.18: Szablon z parametrem d zastepujacy petle
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d o d 1— (ps)" d d d
E WSPR;, = E (ps) Puwy + (ps) = Pwy ( ) + (ps) =1- (ps) + (ps> =1
1=0

i=0 1=ps
Druga warstwa tranzycji w gadzecie zastepujacym petle (tranzycje S) jest odpowiedzialna
za wyboér jednego z przebiegow petli. Prawdopodobienstwo tego, ze wybrana zostanie odno-
ga i (w sytuacji gdy ma si¢ wykonaé kolejna iteracja petli) bedziemy oznaczaé przez pr,.
Prawdopodobienstwo to jest réwne:

w(Ty)
k=1 w(Tk)

Wyznaczymy teraz wspdlczynniki tranzycji S. Zauwazmy, ze dla ustalonej liczby iteracji
k mozliwych przebiegéw jest tyle ile k-elementowych wariacji z powtérzeniami ze zbioru n
elementowego (bo tyle jest odnég petli), a wiec n*. Kazda z tranzycji S jest indeksowana
dwiema liczbami — pierwsza z nich jest réwna liczbie iteracji, druga zas jest numerem prze-
biegu petli o dtugoéci réwnej pierwszej z liczb. Niech W’% oznacza zbiér wszystkich wariacji
k-elementowych nad zbiorem tranzycji T, W5.(i) — i-ta wariancje z tego zbioru, a Wk () ()
— j-ta tranzycje i-tej wariacji. Wéwczas wspélezynnik tranzycji Sy ; (wsps, ;) bedzie rowny:

T, = (3.11)

]:

a wiec prawdopodobienstwu tego, ze wérdd przebiegéw dlugosci k zostanie wybrany przebieg
i-ty. Przyjmujemy, ze iloczyn zerowej liczby czynnikéw jest rowny 1. Sprawdzimy jeszcze, ze
dla danej dtugosci przebiegu wspoélczynniki sumuja sie do 1. Dowdd przeprowadzimy przez
indukcje po dltugosci przebiegu petli. Dla przebiegu dtugosci 1 teza jest prawdziwa. Zaktadamy
wiec prawdziwo$é tezy dla k — 1 i sprawdzamy teze dla k:

n nk k
>owspse, = 1] pwrwo =
= i=1j=1
nk—1 k-1 k-
— pTl Z pwkfl(l)( ) + . + an Z H pwk 1 —
=1 j=1 =1 j=1
nk—1 k-1 n
= | Y11 Py )5) (Z pT> =1-1=1
=1 j=1 i=1

Przy trzeciej réwnosci skorzystaliémy z obserwacji, ze wsrdéd k-elementowych wariacji nad
zbiorem tranzycji T' doktadnie n zaczyna sie od tranzycji T; dla 1 < ¢ < n, a ponadto po
usunieciu pierwszej tranzycji T; dostajemy wszystkie (k — 1)-elementowe wariacje.
Tranzycja U taczy wszystkie $ciezki gadzetu i wprowadzona jest jedynie dla zwickszenia
czytelnosci.
Wprowadzony gadzet pozwoli nam wyprowadzi¢ przyblizony wzér na rozktad prawdopo-
dobienstwa czasu przejscia przez petle.

Lemat 3.8.4 Dla oznaczen z rysunku 3.15 zachodzi:

nk K
d)NZZHp];p%ydpwk()()SUMA (Xpl,XT k()() XP1""’XTW§(i)(j)7XP1>’
k=01i=1j=1
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Rysunek 3.19: Przyktadowa petla oraz odpowiadajace jej drzewo rozdrobnien

gdzie:
D im1 w(T3)
. =
w(Twy) + iy w(T3)
_ w(Tuy)
Pwy = n
w(Twy) + 3252 w(T3)
_ w(T;)
=
> k=1 w(Ty)
Dowéd: Lemat ten wynika z dotychczasowych rozwazan dotyczacych gadzetu zastepujacego
petle. ([l

Hipoteza 3.8.5
Xp(d) — Xp
d—o0

Intuicja zwiazana z ta hipoteza jest nastepujaca — dla dostatecznie duzych wartosci pa-
rametru d szablonu zastepujacego petle, uzyskiwane w ten sposéb przyblizone rozktady praw-
dopodobienstwa czasu przejscia przez petle dowolnie dobrze przyblizaja rzeczywisty rozktad.

Na zakonczenie tego podrozdziatu przedstawie jeszcze wyniki uzyskane za pomoca progra-
mu Mathematica dla prostej petli z rysunku 3.19. Testy polegaly na wyznaczeniu dokladnej
funkcji gestosci oraz dystrybuanty dla czasu przejscia przez sie¢. Wykorzystany zostal w tym
celu wzor 3.2. Nastepnie wyliczone zostaly kolejne przyblizenia funkcji gestosci zgodnie z
lematem 3.8.4. Na podstawie tak otrzymanych funkcji gestosci zostaly wyznaczone rowniez
odpowiednie dystrybuanty. Testy zostaly wykonane dla réznych wartoéci wspoétczynnikow
dla poszczegélnych tranzycji. Wyniki dwoch z nich przedstawione zostaly na zalaczonych
rysunkach.

Na podstawie przeprowadzonych testow daje sie poczynié¢ kilka obserwacji. Przede wszyst-
kim wyniki te potwierdzaja intuicje zwiazane z zastosowaniem zaproponowanego gadzetu.
Widaé wyrazZnie, ze podczas gdy wlasciwa dystrybuanta dazy asymptotycznie do 1, to dys-
trybuanty kolejnych przyblizen osiggaja wartosé 1 w coraz dalszych punktach. Dzieje sie tak
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dlatego, ze dtugosé przebiegéw w gadzecie jest ograniczona, natomiast oryginalna petla moze
iterowa¢ dowolnie dlugo. Widaé tez, ze ciag kolejnych dystrybuant jest ciggiem malejacym.
Wyjaénienie ponownie jest proste — wraz z wydluzaniem mozliwych przebiegéw prawdo-
podobienstwo, tego ze sie¢ bedzie dziatala dluzej sie zwieksza. Kolejna obserwacja dotyczy
szybkosci z jaka przyblizone wyniki zbiegaja. W pierwszej z testowanych sytuacji prawdopo-
dobienstwo pozostania w petli jest rowne % Widaé, ze juz piate przyblizenie bardzo doktadnie
odwzorowuje wlasciwy wynik. Dla drugiej z testowanych sieci prawdopodobienstwo pozosta-
nia w petli wynosi % W tym przypadku szybkosé z jaka kolejne przyblizenia zbiegaja jest
wyraznie mniejsza. Wynik ten tez zgadza sie z intuicjami — im wieksze prawdopodobienstwo
pozostania w petli, tym wieksza liczba przebiegéw potrzebna do uzyskania dobrego przy-
blizenia. Przeprowadzone testy ujawnity réwniez pewne stabo$ci proponowanej metody —
wspdlezynniki sktadowych otrzymywanych funkcji gestoéci bardzo szybko rosng lub bardzo
szybko maleja. Jest to m.in. konsekwencja tego, ze we wzorze z lematu 3.8.4 prawdopodobien-

stwo pozostania w petli jest podnoszone do potegi réwnej dtugosci odpowiedniego przebiegu.

3.9. Podsumowanie

W rozdziale tym skupiliémy sie na wyprowadzeniu regul pozwalajacych wyznaczaé gestosé
rozktadow zmiennych losowych zwigzanych z weztami drzewa rozdrobnien oznaczajacych czas
przejscia przez poddrzewo w nich zaczepionych. Sprobujemy teraz podsumowaé co tak na-
prawde udalo sie nam uzyskaé.

Ze wszystkich przeprowadzonych rozwazan wynika, ze musimy przyjaé¢ pewne zaltozenia
dotyczace drzewa rozdrobnien i zwiazanej z nim sieci. Zalozenia te zwiazane sg z regula
rozgbicia wyboru tranzycji oraz reguta petli. Pierwsze ograniczenie dotyczy typu tranzycji.
Bedziemy zaktadac, ze dla kazdej tranzycji gléwnego wyboru wszystkie tranzycje istotne sa
tego samego typu, tzn. natychmiastowe lub czasowe. Jak juz wspominaliSmy nie jest to duze
ograniczenie, gdyz w przypadku wystapienia réznych typow, tylko tranzycje natychmiastowe
mialyby znaczenie. Mozna oczywiscie przeprowadzi¢ odpowiednie rozwazania, roéwniez dla
tego przypadku, jednak taka komplikacja jest raczej niepotrzebna. Dodatkowo zatozymy, ze
wszystkie tranzycje w drzewie rozdrobnien maja policzone swoje wagi.

Lisciom drzewa, a wigc wladciwym tranzycjom i miejscom sieci przypiszemy zmienne
losowe zgodnie z nastepujacymi regutami:

e wszystkim miejscom i tranzycjom natychmiastowym przypiszemy zmienng €, a wiec
zmienna o rozkladzie punktowym skoncentrowanym w 0.

e wszystkim tranzycjom czasowym istotnym przypiszemy rozktad zgodnie z lematem 3.8.3

e pozostalym tranzycjom czasowym przypiszemy rozklad z gestoscia Fxp(A), gdzie A jest
wspbélczynnikiem przypisanym tranzycji

Twierdzenie 3.9.1 W drzewie rozdrobnien bez petli, opisanym tak jak powyZej, mozna wy-
znaczyc dokladng gestos$é rozkladu czasu przejscia przez calg siec.

Dowdéd: Twierdzenie to tatwo wynika z lematéw 3.4.1, 3.5.1, 3.6.1 1 3.7.7 (a wlasciwie wnio-
skéw do nich). Kazdy z lematéw wyznacza sposéb liczenia rozktadu zmiennej losowej dla
kolejnych regul rozbicia: rozbicia sekwencyjnego miejsca i tranzycji, rozbicia réwnoleglego
miejsca oraz rozbicia wyboru tranzycji. Wyznaczenie gestosci rozkladu przejécia przez ca-
ta sie¢ sprowadza sie do obliczenia gestosci zmiennej losowej zwigzanej z korzeniem drzewa
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rozdrobnien. To jednak mozna zrobi¢. Przeprowadzimy dowdd indukcyjny ze wzgledu na wy-
sokosé¢ drzewa o korzeniu w wezle, dla ktorego liczymy rozklad. Zatozenie indukcyjne jest
spelnione, gdyz drzewa o wysokosci 1 sa lis¢mi, a wiec wladciwymi miejscami lub tranzycjami
sieci, dla ktorych rozklad znamy. Zalézmy wiec, ze znamy rozklady dla wszystkich korzeni
drzew o wysokosci co najwyzej n. Liczymy rozklad dla wezta bedacego korzeniem drzewa o
wysokosci n + 1. Zauwazmy, ze wszyscy jego synowie sg korzeniami drzew o wysokosci co
najwyzej n, a wiec spetniaja zalozenie indukcyjne. Na mocy zalozenia indukcyjnego znamy
wiec ich rozktad. Teraz juz tylko wystarczy zauwazyc, ze wezel ktérego rozkladu szukamy
jest weztem jednego z czterech typéw: tranzycja rozbita sekwencyjnie, tranzycja wyboru lub
miejscem rozbitym sekwencyjnie lub réwnolegle. Wobec tego mozemy zastosowaé odpowied-
nia regule do wyznaczenia szukanego rozkladu. 0

Jesli hipoteza 3.8.5 jest prawdziwa to na mocy rozumowania analogicznego do rozumo-
wania z powyzszego dowodu prawdziwa jest réwniez nastepujaca hipoteza:

Hipoteza 3.9.2 W drzewie rozdrobnien z petlami, opisanym tak jok powyzej, mozna z do-
wolng doktadnoscig wyznaczyé gestosé rozkladu czasu przejscia przez calq siec.

Zalety zaproponowanej metody wyznaczania rozkladu czasu przejécia przez sie¢ przeply-
wu pracy jest to, ze opiera si¢ ona jedynie na drzewie rozdrobnien sieci, a wiec nie wymaga
konstruowania grafu osiggalnosci sieci potrzebnego przy metodach opartych o procesy Mar-
kowa. Jak pisaliSmy wczeéniej potencjalny rozmiar tego grafu jest jednym z podstawowych
probleméw przy badaniu sieci stochastycznych. Kolejna wazng zaleta jest fakt, ze podczas
obliczen mozna operowaé¢ na symbolach. Dzieki temu mozliwe jest na przyklad rozpatrywa-
nie wyniku jako funkcji zaleznej od wspotczynnikow konkretnych tranzycji i na tej podstawie
optymalne ich dobieranie. Ponadto dla sieci bez petli metoda ta pozwala na uzyskiwanie
wynikéw pozbawionych btedéw numerycznych.

Wiéréd wad tej metody nalezy wymieni¢ jej zachowanie dla petli. Nie zostala wypraco-
wana metoda szacowania, jaka liczba iteracji petli jest potrzebna dla uzyskania wynikéw
bedacych dobrymi przyblizeniami. W odniesieniu do innych metod badania stochastycznych
sieci Petriego wada tej metody jest réwniez to, ze dziata ona tylko dla klasy sieci mozliwych
do wyprowadzenia za pomoca metody rozdrobnien oraz to, ze drzewo rozdrobnien badanej
sieci musi by¢ znane.

3.10. Co jest jeszcze do zrobienia?

Zaproponowana metoda dziata dla sieci przepltywow pracy otrzymywanych metoda rozdrob-
nien i pozwala wyznaczaé rozkltad czasu przejicia przez calg sie¢. Jedno z rozszerzen metody
mogloby polega¢ na badaniu rozktadu prawdopodobienstwa czasu przejécia przez konkretne
fragmenty sieci, badz tez czasu przejscia miedzy dwoma zadanymi markowaniami. Innym
zagadnieniem jest sprawdzenie co sie dzieje w przypadku, gdy na miejscu startowym umiesz-
czany jest wigcej niz jeden pionek. Kolejna kwestia dotyczy zbadania rozszerzen nierozdrab-
niajacych — komunikacji i synchronizacji. Jeszcze innym tematem jest uwzglednienie miejsc
zasobowych.

Rzecza, ktora pozostaje do zrobienia jest rozstrzygniecie czy zaproponowane w pracy
hipotezy sa prawdziwe. Ponadto bardzo cenne byloby znalezienie metody na wyznaczanie
liczby iteracji petli potrzebnej do dobrego przyblizenia wyniku.
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