Analiza - klasa 3a Zestaw 1. 5.9.2023

Algebra liniowa

Definicja. Liczbe ad —bc nazywamy wyznacznikem macierzy kwadrtowej A = [z b} )

d
gdzie a, b, c,d € R, i zapisujemy detA.

Stw. 1. Wektory {Ccl] i [b} na plaszczyznie sg wspolliniowe wtedy i tylko wtedy, gdy

d
a b
det L d} =0.
Tw. 2. (Wzory Cramera) Uklad 2 réwnan liniowych z 2 niewiadomymi
ar +by =e
forsis- ;
cx+dy=f
ma jednoznaczne rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy detA = det [Ccl Z} # 0. Wow-
czas
e b a e
det det
B e{f d]_ed—bf B e[c f]_af—ce
N a b]  ad—bc’ a b]  ad—bc’
det [c d} det L d}
Definicja. Wyznacznikiem macierzy 3 x 3
a1 a2 a13 aii
A= |an ag as3| =[d1,dz,ds), a; = |ag;
asy as2 33 asz;

nazywamy liczbe

detA = a11a22a33 + 21G32013 + A31012023 — (13022031 — 23032011 — 433012021 -
Stw. 3. (Wlasno$ci wyznacznika) Niech @, ds,ds,d,b to wektory w przestrzeni,
t1,ta,t3 to liczby. Wowczas
(1) det[tlal, tgag, t3a3} = tltgtg . det[al, as, (lg],

(ii) det[@y + b, @y, @3] = det|d@y, @o, @3] + det[b, @2, d@s] (i analogicznie dla pozostalych
kolumn macierzy)

(iii) det[d;,ds,0] = det[d;,0,ds] = det[0, @, ds] = 0,
(iv) det[@,a,b] = det[a,b,a) = det[b, @, a) = 0.

Stw. 4. Wektory dy,ds,ds w przestrzeni sg wspdlplaszezyznowe wtw. gdy
det[d’l, 62, 63] =0.

Tw. 5. (Wzory Cramera). Uklad 3 réwnan z 3 niewiadomymi

a1 + a2y + a3z = by by
a1 % + ag2y + agzz = by b= [b2
az1 @ + az2y + asszz = by b3

ma jednoznaczne rozwiazanie wtedy i tylko wtedy, gdy detA # 0 i wéwczas

o det[g, 527 53] o det[c‘él, g, C_l'g] o det[c?l, 62, g]

detA Y detA det A

1. Okresl iloé¢ rozwiagzan uktadu rownan w zaleznosci od wartoséci parametréw a i b:

rT—y=a ar+2y=>b+4
(a) _ (b) _
br — 2y = 12 2z + (a+3)y =10

2. Boki trojkata zawieraja si¢ w prostych 4x+3y—21 = 0, z+2y—4 = 0, 3z+y—7 = 0.
(a) Wyznacz wspolrzedne wierzchotkéw tréjkata.
(b) Napisz réwnania prostych zawierajacych srodkowe tréjkata.
(c) Napisz réwnania prostych symetralnych bokéw tréjkata i wyznacz Srodek okre-
gu opisanego na tym tréjkacie.

3. Wykaz, ze uktad réwnan ma jednoznaczne rozwigzanie i znajdz y:

204+ 2=0 r+2y+32=1
(a) Sx+4y+2=1 (b) 22 +3y+2=3
Sx+3y+22=0 3z +y+2z=2

4. Znajdz taki trojmian kwadratowy f, ze f(1) =8, f(—=1) =2, f(2) = 14.

5. Wyznacz w zaleznosci od a € R wszystkie rozwiazania uktadu rownan

ax + y + =z =1 r + ay — 3z = 1
(a) r 4+ ay + z = 1, (b) z + 10y — 2z = a
r + y 4+ az = 1 20 — y + z = 0

6. Korzystajac z twierdzen na tej kartce udowodnij, ze na kazdym czworoscianie
mozna opisaé sfere.
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Wielomiany 1

Niech K oznacza zbiér Z, Q, R lub C. W kazdym twierdzeniu lub zadaniu K zawsze
oznacza ten sam zbior.

Definicja. Wielomianem stopnia k o wspolczynnikach ag,aq,...,ar € K, gdzie
ay # 0, nazywamy funkcje w: C — C (lub w: R — R jesdli K C R)

w(z) = ag + a1z + asr?® + ... + apz”.

Stopien wielomianu w oznaczamy deg w. Liczbe a nazywamy wspdiczynnikiem wiodg-
cym wielomianu w. Jezeli ar = 1, to méwimy, ze w jest wielomianem unormowanym
lub monicznym. Stopien wielomianu zerowego wo(x) = 0 jest réwny —oo.

Kazda liczbe a € C taka, ze w(a) = 0 nazywamy pierwiastkiem lub miejscem zerowym
lub zerem wielomianu w.

Zbiér wszystkich wielomianéw o wspdlczynnikach zespolonych oznaczamy Clz]. Ana-
logicznie definiujemy zbiory Rlz|, Q[z] i Z[x]. Kazdy z tych zbioréw jest zamknigty ze
wzgledu na operacje dodawania, odejmowania, mnozenia i sktadania funkcji.

Lemat. Niech w(z) = ap + a1z + asx? + ...+ ap_12" 1 + apzt, a; € C, bedzie
wielomianem stopnia k > 1. Wéwczas istnieje liczba rzeczywista M taka, ze

lagz®| > |w(z) — apz®], gdy |z| > M.
Tw. (Pierwsze twierdzenie o réwnoéci wielomianéw). Zalézmy, ze wielomiany
f(a;):ao—i-alx—i—...—i—akxk i glx)=by+biz+...4+byz"

gdzie a;,b; € C i ag,b, # 0, spelniaja dla kazdego x € C réwnosé f(z) = g(x).
Woéwezas k =nia; =b; dlaj=0,1,... k.

1. Liczba zespolona xg jest pierwiastkiem wielomianu P € R[x]. Wykaz, ze liczba Tg
tez jest pierwiastkiem tego wielomianu.

2. Udowodnij, ze dla kazdego wielomianu f(z) € K|z] istnieje wielomian g € K[z]
taki, ze f(x) = g(z + 1) — g(z) dla kazdego x.

3. Niech a,b € R. Wyznacz pierwiastki zespolone wielomianu
p(z) = 2% — 3abx + a® + b3

Jak za pomoca uzyskanych wzoréw mozna otrzymac pierwiastki dowolnego wie-
lomianu stopnia 37

10.

11.

12.

13.

Zalozmy, ze f i g sa wielomianami. Udowodnij, ze

(i) funkcja f + g jest wielomianem i deg(f + g) < max(deg f,degg), oraz jesli
deg f > degg, to deg(f + g) = deg f;
(ii) funkcja f - g jest wielomianem i deg(f - g) = deg f + degg;
(iii) funkcja f o g jest wielomianem i deg(f o g) = deg f - degg.

. Wyznacz wszystkie wielomiany p € R[z] takie, ze p(2?) = p(x)? dla kazdego

z e R.

Pokaz, ze wielomian w(z) = ag + a12 + ... + a,az™ jest

(i) funkcja nieparzysta wtedy tylko wtedy, ax, = 0 dla parzystych k;
(ii) funkcja parzysta wtedy i tylko wtedy, gdy ar = 0 dla nieparzystych k.

(a) Udowodnij, ze wielomian stopnia nieparzystego o wspélezynnikach rzeczywi-
stych jest funkcja (okreslong na R) nieograniczong z dotu i z géry
(b) Udowodnij, ze wielomian stopnia parzystego i dodatniego o wspoélezynnikach
rzeczywistych i dodatnim wspoétczynniku wiodacym jest funkcja ograniczona z
dotu i nieograniczona z gory.
Udowodnij, ze funkcje (a) 1f72, (b) *»*/z, n € N nie sa wielomianami.

x
Udowodnij, ze wielomian w(z) = ax® + bx? + cx + d (gdzie a # 0) przyjmuje dla
kazdej liczby calkowitej x wartos¢ catkowita wtedy i tylko wtedy, gdy liczby 6a,
2b, a + b+ c oraz d sa catkowite.

Udowodnij, ze wielomian w(z) = 2% — 2z nie jest réznowartosciowy na zbiorze
liczb rzeczywistych i jest réznowartosciowy na zbiorze liczb wymiernych.

Wielomian P stopnia n > 1 ma wspdélezynniki catkowite, 2,y € Z 1 P(x) # P(y).
Udowodnij, ze |P(x) — P(y)| > |z — y|.

Niech f € Z[z]. Udowodnij, ze dla dowolnych a,b € Z liczba f(a+v/b)+ f(a—v/b)
jest catkowita.

Niech n > 1 i n € N. Udowodnij, ze wielomian

2n

’LU(JL') = _ 1,277,71 + 1,27172 _ x2n73 4 2

- + 2
xr —Xx —
4

nie ma pierwiastkéw rzeczywistych.



Analiza - klasa 3a Zestaw 3. 3.10.2023

Wielomiany 11

Tw. 1. (o dzieleniu wielomianéw) Dla kazdej pary wielomianéw f(x) i h(z), gdzie
deg h > 0, istnieje dokladnie jedna para wielomianéw ¢(x) i r(z) taka, ze

f=h-q+r, 1 degr <degh.

Moéwimy wowczas, ze r jest resztq z dzielenia wielomianu f przez wielomian h. Jezeli
r =0 (czyli f =h-q), to méwimy, ze h jest dzielnikiem f lub f jest podzielny przez h.

Tw. 2. (Bézouta) Reszta z dzielenia wielomianu f przez dwumian x — ¢ jest réw-
na f(c), czyli f(x) = (x — ¢)q(z) + f(c) dla pewnego wielomianu ¢ takiego, ze
degg =deg f — 1.

Whiosek. Jezeli rézne liczby ci,ca,. .., cr sa pierwiastkami wielomianu f, to f jest
podzielny przez wielomian (z — ¢1)(z — ¢2) ... (x — cg).

Definicja. Méwimy, ze liczba c jest pierwiastkiem wielomianu f krotnosci k, jezeli
f(x) jest podzielny przez dwumian (x — ¢)* i nie jest podzielny przez (z — c)k*1.
Schemat Hornera. Dany jest wielomian f(z) = anz™ + A1z ' + ...+ aix + ao
(an # 0) i liczba c. Wspétezynniki wielomianu g(z) = bp—12" "' + ... + bz + bo takiego,
ze f(z) = (x — ¢)g(z) + f(c) i liczbe f(c) mozna sprawnie wyznaczyé za pomocy algorytmu
zwanego schematem Hornera:

‘ Qn ‘ An—1 ‘ ‘ al ‘ ao
c ‘ bp_1 = an ‘ bn—2 = Gn_1 + cbn_1 ‘ ‘ bo = a1 + cby ‘ f(c) = ao + cho

Algorytm dzielenia wielomianéw z reszta: Dla danych wielomianéw w i ¢, gdzie
deg w > deg g, szukamy wielomianéw v i r takich, ze w =p-v + r i deg(r) < deg(q):

Niech wo(z) = w(z), vo(z) = 0.

Jezeli mamy juz wyznaczone wielomiany wy i vk, t0 vk41 otrzymujemy dodajac do vy iloraz
najwyzszych stopniem wyrazéw wielomianéw wy i p: vit1(x) = vi(z) + cpaz’*. Nastepnie
wyznaczamy w41 () = wi(z) — cpz’ - p(x). Wowczas deg(wit1) — deg(wy).

Powtarzamy tak dlugo, az deg(wi) < deg(q). Wtedy v = vg i r = wy.

Tw. 3. (O interpolacji wielomianowej) Niech zg,z1,...,2, € C1i 2; # z; dla
i % J, Y0,Y1,---,Yn € C. Wowczas istnieje doktadnie jeden wielomian p stopnia nie
wiekszego od n taki, ze p(z;) =y; dlaj =0,1,...,n.

Whniosek. (Drugie tw. o réwno$ci wielomianéw) Jezeli wielomiany p, ¢ stopnia
nie wiekszego niz n przyjmuja te same wartosci dla n 4+ 1 réznych argumentéw, to
p=gq

1. Nie wykonujac dzielenia wielomianéw, wyznacz reszte z dzielenia wielomianu
(a) 2* + 22 — 6 przez 22 — 2z — 3, (b) 22° — 32* + 52% — 222 + = — 1 przez 2% + 1.

. Dla jakich wartoéci a, b wielomian 3 + az? + bz — 6 jest podzielny przez (a) x +1,

(b) 2?2 — 3z + 27

Wielomian f daje reszte —1 przy dzieleniu przez x — 1, reszte 2 przy dzieleniu
przez x — 2 i reszte 11 przy dzieleniu przez x — 3. Wyznacz reszte z dzielenia f
przez (z — 1)(z — 2)(x — 3).

Stosujac schemat Hornera oblicz iloraz i reszte z dzielenia wielomianu
(a) f(x)=3z*— 2% +222+ 2 —1 przez x — 1,
(b) g(x) = 42 + 323 — 20 + 1 przez x + 2,

(c) h(x)=La* —32% + 22 — 2 przez z + §.

. Stosujac schemat Hornera zapisz wielomiany (a) 2° + 23 +z, (b) 2* — 223 +32+5

jako sume poteg dwumianu x — 1.

Wykonaj dzielenie wielomianu z reszta:
(a) @+ 322 — 22 — 1 przez 22 + 2z,
(b) 2% +1 przez 22 +x — 2

(¢) 327 — 25 + 225 + 22* — 323 + 2% — 42 — 2 przez 2 + 1
)

(d) 2% przez 2t — 23 — 2?2 — 2+ 1

7. Dla jakich wartoéci a, b € R wielomian az?+ bx3 +1 jest podzielny przez (z —1)2?

8. Niech n € N. Udowodnij, ze wielomian nz"*! — (n+1)z™ + 1 jest podzielny przez

10.

11.

12.

13.

14.

15.

(x —1)2
Dla jakich n € N wielomian 22 + z + 1 dzieli wielomian (a) (x — 1)" — 2™ — 1,
(b) (x+1)" + 2™+ 17

Niech f(x) = 2"~ !+ 2"~2 + 2 + 1. Wyznacz reszte z dzielenia wielomianu f(x™)
przez wielomian f(x).

Liczba 1 jest pierwiastkiem wielomianu w. Pokaz, ze wielomian v(x) = w(x™) jest
podzielny przez wielomian z" ' + 2" 24+ ...+ + L.

Udowodnij, ze nie istnieje wielomian p taki, ze p(x) = sinx dla kazdego = € [0, 7].

Niech p bedzie wielomianem stopnia n takim, ze p(k) = il dla k =
0,1,2,...,n. Oblicz p(n + 1).

Wykaz, ze liczby 1 i —1 to jedyne rzeczywiste pierwiastki wielomianu
f@)=a"+a5—2® —a* + 23 42 — 2z - 1.

Udowodnij, ze wielomian P(z) = 22" — 22?71 4+ 322772 — .. —2nz + (2n + 1)
nie ma pierwiastkéw rzeczywistych.
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Wielomiany III

Moéwimy, ze liczba xg jest k-krotnym pierwiastkiem wielomianu P(z) stopnia n, jezeli
istnieje wielomian Q(z) stopnia n — k taki, ze P(z) = (x — 20)*Q(x) i Q(z0) # 0.

Zasadnicze twierdzenie algebry. Kazdy wielomian o wspdlczynnikach zesolonych
dodatniego stopnia ma pierwiastek zespolony.

Whiosek 1. Kazdy wielomian p € C[z], p(z) = an2™ + ...+ a1z + ag stopnia n > 1,
ma dokladnie n pierwiastkéw zespolonych zg,z1,...,2,—1 (niekoniecznie réznych) i
p(z) =an(z—20)(z —21)...(2 — zp—1).

Whiosek 2. Kazdy wielomian z R[z] dodatniego stopnia jest iloczynem wielomianéw
z R[z] stopnia 1 i wielomianéw z R[z] stopnia 2 nie majacych pierwiastkéw rzeczywi-
stych.

Whniosek 3. Kazdy wielomian o wspo6tczynnikach rzeczywistych nieparzystego stopnia
ma pierwiastek rzeczywisty.

Twierdzenie (Wzory Viete’a). Liczby x1,xo,...,z, sa wszystkimi zespolonymi
pierwiastkami wielomianu f(z) = ap,2"™ + ap_12" 1 + ... + a1x + ag, gdzie a; € C i
an, # 0, wtedy i tylko wtedy, gdy spelnione sa réwnoéci

_ Ap—2
Ty = o ey
n

n
_ Gp—1
T, = — )
: anp .
=1 1<i<jsn

k On—k ao

— — n
E iy Tiy - - iy, = (—1) — ce T1To. .. xp = (—1) —
1<i1<...<ip<n n n

Uwaga: W powyzszym twierdzeniu nie zaktadamy, ze pierwiastki x1, 2, ..., x, sg r6z-
ne.

1. Wielomian w(z) = 23 + pr + ¢ ma trzy pierwiastki rzeczywiste x1, 2,13, przy
czym x1 = x2 i 3 = 21 — 6. Wyznacz pi q.

2. Niech n € N, n > 1. Oblicz sume, sume kwadratéw i iloczyn pierwiastkow wielo-
mianu 2" — (z — 1)™.

3. Liczby z1,%2,23 sa pierwiastkami wielomianu 22 + 6z? + 11z — 6. Znajdz
wielomian stopnia 3, ktérego pierwiastkami sa liczby (a) zyxe, xoxs, T3,
(b) x1 + 22, 2 + 73, T3 + 11

4. Znajdz pierwiastki wielomianu 2% — 1023 + 3222 — 342 + 7, wiedzac, ze suma

pewnych dwdéch jego pierwiastkow jest rowna 4.

5. Wielomian p(z) = 2° —10x* +ax3 +bx? + cx — 32 ma pieé pierwiastkéw dodatnich.
Wyznacz wspdlczynniki a, b, c.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Wielomian w(z) = az® + bx? + cx + d (a # 0) ma trzy pierwiastki rzeczywiste.
Udowodnij, ze b > ac i ¢? > bd. Czy jest prawdziwe twierdzenie odwrotne?

Liczby rzeczywiste a, b, ¢ spelniaja nieréwnosci a + b+ ¢ > 0, ab+bc+ca > 0 i
abc > 0. Udowodnij, ze a >0, b>01ic> 0.

Liczby z,y, z, u, v, w spelniaja warunki
r+yt+z=ut+v4+w, zyz=uww, O0<u<zr<y<z<<w, u<v<w.
Udowodnij, ze u = z,v = y,w = 2.

1 1 1
Liczby dodatnie x,y, 2z speliaja warunki zyz > liz+y+2 < — + — + —.
x Yy oz
Udowodnij, ze doktadniej jedna z liczb x,y, z jest mniejsza od 1.
Rozwiaz uklad réwnan
r+y+z=2

4y 422 =14
2497+ 22 =20

Niechn € Nin > 3, ap,a1,...,a,—3 € R. Udowodnij, ze nie wszystkie pierwiastki
wielomianu P(z) = 2"+ 2n2" "t +2n22" 2 +a,_32" 3 +...+a1r+ag sa liczbami
rzeczywistymi.

Wielomian az? + bx? + cx + d wspoétezynniki catkowite i trzy pierwiastki rzeczy-
wiste. Liczba ad jest nieparzysta, a liczba bc jest parzysta. Udowodnij, ze pewien
pierwiastek tego wielomianu jest liczbg niewymierna.

Wszystkie wspoétezynniki wielomianu P(x) = 2" +a, 12" ' +...+ajz+1 sa licz-
bami nieujemnymi i wielomian P ma n pierwiastkéw rzeczywistych. Udowodnij,
ze P(2) > 3".

Liczby zespolone 21, s, . .., Z, to pierwiastki wielomianu z" 4+ 2" ' +... +z + 1.

Udowodnij, ze
1 1 1

+ n
l—2y l1—29 ~ 1—2, 2

Udowodnij, ze suma pewnych dwéch pierwiastkéw zespolonych wielomianu
r* — 122 — 5 wynosi 2.
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Wielomiany IV

Niech f(z) = ap2™ + ap_12" 1 + ... + a12 + ag, gdzie a,, # 0 bedzie wielomianem o
wspotczynnikach catkowitych.

I twierdzenie o pierwiastkach wymiernych. Jezeli liczba wymierna %, gdzie
D, q € Z sa wzglednie pierwsze, jest pierwiastkiem wielomianu f, to p | ag oraz q | a,.
Whniosek. Kazdy wymierny pierwiastek unormowanego wielomianu o wspotczynni-
kach calkowitych jest liczba catkowita.

IT twierdzenie o pierwiastkach wymiernych. Jezeli liczba wymierna %, gdzie

p,q € Z sa wzglednie pierwsze, jest pierwiastkiem wielomianu f i b jest liczba calko-
wita taka, ze f(b) #0, top—bq | f(b).
Definicja. Méwimy, ze wielomian p € K[z] (gdzie K = Z,Q, R, C) jest rozkladalny w
K[z] (nad K), jezeli istnieja wielomiany ¢,r € K[z] dodatnich stopni takie, ze p = ¢-r.
Kryterium Eisensteina nierozkladalno$ci wielomianéw w Z[z]. Dany jest wie-
lomian f € Z[x], f(x) = ap2™ + ap_12" ' + ...+ a7 + ap i a, # 0. Zalézmy, ze
istnieje liczba pierwsza p taka, ze

Pt an, plapdlak=0,1,...,n—1, oraz p°*1{ao.

Woéwezas wielomian f nie jest rozkladalny w Z[x].

1. Wartosci w(0) i w(1) wielomianu w stopnia 3 o wspélezynnikach catkowitych sa
nieparzyste. Udowodnij, ze w nie ma pierwiastkow catkowitych.

2. Zbadaj, czy istnieje wielomian w o wspélczynnikach catkowitych oraz liczba na-
turalna k takie, ze w(k) =k + 1, wk+1) =k +2, wk+2) = k.
3. Czy istnieje wielomian w stopnia 5 o wspodlczynnikach calkowitych taki, ze
w(b) =21 w(—5) =37
4. Wyznacz wszystkie pierwiastki wymierne wielomianow:
(a) 3 — 622 + 11z — 6,
xt + 423 — 2522 — 162 + 84,
11z* + 92% — 3527 — 272 + 6,
15z% — 192 + 1622 — x — 3,
1828 + 272° — 52* — 1822 — 27z + 5,
(f) 92* — 4823 + 1022 + 242 + 5,
) @5 — 22% — 1323 4 2622 + 362 — 72.
5. Udowodnij, ze liczby v2 + /31 /3 + % sg niewymierne.

V3

6.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.
17.

Wielomian o wspdélczynnikach catkowitych przyjmuje wartosci nieparzyste dla
dwoch kolejnych liczb catkowitych. Udowodnij, ze f nie ma pierwiastkow calko-
witych.

Wielomian o wspétezynnikach catkowitych przyjmuje wartosé 1 dla trzech réznych
liczb catkowitych. Udowodnij, ze nie ma on pierwiastkéw catkowitych.

Wielomian f(z) = ap2™ + ap_ 12"~ + ... + a12 + ag, a, # 0, ma wspétczynniki
catkowite. Zalézmy, ze liczby an, ag 1 f(1) sa nieparzyste. Udowodnij, ze f nie
ma pierwiastkéw wymiernych.

Liczby 11 2 sg pierwiastkami wielomianu f o wspoélczynnikach catkowitych. Udo-
wodnij, ze pewien wspoélczynnik wielomianu f jest mniejszy od -1.

Niech k,p € N i wielomian f(z) = 2" + ap,_12" ' + ... + @12 + ag ma
wspbélczynniki catkowite. Udowodnij, ze jezeli p + 1 nie dzieli zadnej z liczb
fk), f(k+1),...,f(k + p), to wielomian f nie posiada pierwiastkéw wymier-
nych.

Dane sa rézne liczby calkowite a i b. Pokaz, ze wielomian (x — a)?(z — b)? + 1
nie jest iloczynem dwoéch wielomianéw o wspoétczynnikach catkowitych dodatniego
stopnia.

Liczby catkowite aq, a9, ..., a, sa rozne. Pokaz, ze wielomian
(r—a1)(x—az)...(x —ay)—1
nie jest rozktadalny w nad Z.

Rozl6z wielomiany na czynniki w Z[x]:

(P +at+ a3+ 2?2+ +1)2—25
29 — 6zt + 2% 438

2+ a3 — 2% -1, r

x* + 323 + 422 — 62 — 12,

(a) (x+1)3+ (z—1)3, (k) z* — 323 + 222 + 92 — 15,
(b) 2% +1, (1) 2°+at+23 -1
(c) ? +at -1, (m) 0+ 22t + 222 4+ 1
5 4_ 43 _ 19,2

((d; x4—|—3x 4x° — 122* + bz + 15, (n) 25+ 2t 11,

e) ¥ +4, 10 5

o) 7 +x° —2,

(f) 83 — 1222 + 62 — 1, (0) o s
(g) 8z — 52 — 24z + 15, (p) % +a” +1,
(h) 225 — 52 + 1023 — 1022 450 —2 (@) (@ +2+1)?+3w(@® +o+1)+222,

) )

) )

—_~

S

Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 1 liczba n'2 + 64 jest iloczynem
czterech réznych liczb naturalnych.

Udowodnij, ze wielomian 2217 — 18212 +242° +2432° — 3023 — 6 jest nierozktadalny
w Z[z].
Udowodnij, ze wielomian 25 + 23 + 1 nie jest rozkladalny w Z|[x].

Niech n € N, n > 21i P(z) = 2" 1 + 2" 2+ ... + 2 + 1. Pokaz, ze wielomian P
jest rozkladalny w Z[z] wtedy i tylko wtedy, gdy n jest liczba zlozona.



Analiza - klasa 3a

Zestaw 6. 22.11.2023

Powtdrzenie

. Rozstrzygnij, dla jakich wartosci parametru a uktad réwnan

a’x — Yy = 0
(a+2)x + 2z = 10
5y + (a—1)z = -—15

(a) nie ma rozwiazan,
(b) ma doktadnie jedno rozwiazanie,
(¢c) ma wiele rozwiagzan.

Wyznacz wspétezynniki a i b wielomianu w(z) = 23 + ax? + bx + 1, jezeli dla
kazdej liczby rzeczywistej x zachodzi réwnosé w(z — 1) — w(x) = =322 + 3z — 6.
Wyznacz reszte z dzielenia wielomianu 22022 — 2021219 + 22 — 52 + 2021 przez

22— 1.

Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej n istnieje wielomian w € Z[z] stopnia n
taki, ze w(2) =71 w(5) = 13.

Dla jakich wartoéci a,b wielomian z°® + 2* + ax® + bz? + 5 jest podzielny przez
(a) (x +1)2, (b) 22 + 47

Zapisz wielomian 4% — 32° + 2 — 222 + 5 jako wielomian zmiennej ¢ = 2 + 1.

7. Dla jakich a,b wielomian w(x) = z* + az® + bz? — 82 + 1 jest kwadratem innego

10.

wielomianu?

. Wyznacz wszystkie zespolone pierwiastki wielomianow:

(a) 32% + 1022 + 9z + 2,

(b) 223 + 522 + 3z — 3,

(c) z* + 2% — 522 + 2 — 6,
)

(d) 2° —2* —32% — 322 —x + 1.

. Wyznacz rzeczywiste rozwiazania uktadu réwnan

r+y+z=1
B+ 2 gz =t 4yt 24+ 1

Niech n > 2. Udowodnij, ze wielomian

" a1 x? T
p($):7+7'+.. + — +

. T
PR STRTI

nie ma pierwiastkéw wymiernych.

11.

12.

13.

14.

15.

16.
17.

Dla jakich wartosci wspétczynnika a € R pierwiastki zespolone x1, o, x3 wielo-
mianu 2% + az? — 3x — 19 spehiaja warunek z3$ + 23 + 23 = 37

Wielomian p(z) = az* + bx3 + cz? + dx + e, a # 0, ma wspdltczynniki catkowite i
7| f(n) dla kazdego n € Z. Udowodnij, ze kazda z liczb a, b, ¢, d, e jest podzielna
przez 7.

Udowodnij, ze wielomian ax® + bx? + cx +d, gdzie a,b,c,d € Z, 2t ad i 2 | be, nie
moze mie¢ trzech pierwiastkéw wymiernych.

Rozt67 wielomiany na czynniki o catkowitych wspoétczynnikach:
) 28 + 2t + 222 + 2,
) % — 32t 4+ 823 + 322 — 1,
(c) 216 — 28 — 25 + 2% — 22 4+ 1,
(d) 28 + 2% + 222 + 6,
) 2% + a7 — 2% — 2% + 222 + 2.
Udowodnij, ze wielomian P(x) = 27 + (z 4+ 3)7 + (z +4)7 + 6 jest nierozkltadalny
nad Z.

Niech n € N. Udowodnij, ze wielomian z2

" 41 jest nierozkladalny w Z|[z].

Niech a € Z i 5t a. Udowodnij, ze wielomian P(x) = 2° —x +a jest nierozkladalny
nad Z.
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Zadania r6zne

1. Rozwiaz uklady réwnan:

r—y=2~6 24yt =1
(@) 3 5 5 _
r® —y° =126 oyt =1
23
. Sﬂy+24_z (1—1—1: (1+x4)=1+y7
(b) ] . Y14+ +y) =1+2"
RO 2 2
(c){@c—y)(y—l):e’ Ly g
Y x
2 2)=24
(@ Tz + 1lzy” =6 r oy 2
B+ ty+yd=1
z? +y =T +y
CR AR A (492
(1—a)(1—y) =6 w oyt =
Ty T+ 2y
+ =2
R THY g
Ty T — 2y ryz
—6 =1 y+z
x— 2y Ty @) =4
TYyz
R S rte
ry+r+y=>5 Tyz =5

2. Uprosé wyrazenia

av/a + bvb > <\/6+\/5)2 " a "
()<f+\/ — Vab ) dlaab>0a#b.

(b) (a 7b2)(\3/>7 %)
Vat + Vab® — Va3 — Vbt

1 1 1 1 3
0y (o (- W))

o g oo

dla |a| # [b].

dlaa>1
(o) a— +va? 7b2_a+\/a — b2 ‘ b2
a+va2 =02 a—+a®—02) at—a2p?

3. Rozwiaz rownania

(a) /1—15—22|=2

(b) Vizr +8 -3z —2=2

(c) m2+m+1+\/x2—x+1:4
(d) V1+az2-— m =4/]z%2 - 1]

() Vr+45— Yz —16=1,
f) V¥ + 22 —1++V23 +22+2=3

\/:r—&—\/c?—\/w—f T+ VT

4. Rozwiaz nieréwnoéci

1 g 3 b
T+ 2 r—3
(b)
(©) (z —1)(z —2)(z —3)

(z+ 1) (z+2)(x+3)
22— 5z +3
2 —1

(a)

<z,

> 1,

(d)

<1

5. Udowodnij, ze

(a) (1:44—;) <x3+;2) < <x4+;2

(g Vz+2+3x+8=+22+6
(h) Vo —3+V7T—2 = /8(x—4)(6 —
) Vai+z+6++22—x—4
Vil +z4+6—VaZ—z—14
N T —1 \3/;—17
R B H

(k) V4d+avar+40=x+2

=5

(g) (z—2)vVz2+6 <z —4,
(h) V2z +1< 23 —422 + 2 +5,
22— 16

(b) (x+;)6 <:r3+xl3)2>6<<x+i>3+<x3+xl3>>,dla:r>0.

6. Niech a € R. Rozwiaz réwnanie

\/a+\/a+\/a+\/mz.

7. Udowodnij, ze dla dowolnych n,m € N, n,m > 1, prawdziwa jest nieréwnosé

1

1

+ >1
"\2/ mn+ 1 m\2/ mn + 1
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Granica ciggu I

Definicja granicy ciagu. Liczba ¢ jest granica ciagu liczbowego (an)n, jezeli dla
kazdej liczby rzeczywistej € > 0 istnieje liczba naturalna N taka, ze dla wszystkich
n > N spelniona jest nieréwnos¢

lan, — g] < e.

Piszemy wéwczas lim a, = g, a, — ¢ lub po prostu a, — g.

n—oo
Jezeli liczba g € R jest granica ciagu (ay),, to méwimy, ze ciag (a,)n jest zbiezny do
g. Ciag, ktéry nie jest zbiezny, nazywamy ciggiem rozbieznym.

Stw. 1 (jednoznaczno$é¢ granicy). Ciag liczbowy (a,) ma nie wiecej niz jedna
granice.
Stw. 2. Jezeli lim a, =ai lim b, =b, to

n—oo n—oo

(i) lim ca, = ca dla dowolnego ¢ € R, (ii) lim (a, +by) =a-+b.

Stw. 3. Kazdy ciag zbiezny jest ograniczony.

Tw. 4. (o trzech ciagach) Dane sa trzy ciagi liczbowe (an)n, (bn)n 1 (Cn)n, Przy

czym lim a, = lim ¢, = g oraz istnieje liczba N > 0 taka, ze dla kazdego n > N
n—oo n—oo

spelniona jest nieréwnosé a,, < b, < ¢,. Wéwczas ciag (by,),, jest zbiezny i lim b, = g.
n—oo

Stw. 5. Ciagi (an)n 1 (by)n sa zbiezne i lim a, =a, lim b, = b. Wowczas

(i) lim a,b, = ab,
(ii) jesli b # 0, to b, # 0 dla dostatecznie duzych n i lim dn _ &

n—oo n b
Stw. 6. Niech k € N, ciag (a,)n jest zbiezny i lim a, = g. Jezeli 2 | k i a,, > 0 dla
kazdego n, lub 2t k to ciag (¥an), jest zbiezny i lim ¥/a, = /9.

. . - I . 1 .22 +1
1. Wykaz, korzystajac z definicji granicy ciagy, ze (a) lim — =0, lim — T = 2,
n—oo N, n—oo Nn“ —
(b) jedli || < 1, k€N, to lim ¢" =01 lim n*¢" =0.
2. Zbadaj zbiezno$¢ ciagu a, = vn+1—+/n.

a—1

3. Wykaz, ze dla kazdego n € Nia > 1 prawdziwa jest nieréwnos$é {/a —1 <
Nastepnie udowodnij, ze lim /a = 1.

n—o0

4. Wykaz, ze lim a, = g wtedy i tylko wtedy, gdy lim |a, — g| = 0.
n—00 n—oo

5. Zalézmy, ze a, — a. Wykaz, ze |a,| — |a|. Podaj przyktad, ze nie zachodzi
implikacja w druga strone.

10.

11.
12.

13.

. Wykaz, ze ponizsze ciagi sa rozbiezne:

a) an, =n, "1
(a) 1 @ a3 !
(b) bp = (1" + —, k=1
n
q" . nn
(c) en = -, gdzie lg| > 1, k€N, (&) by ==

. Ciag (an)n, jest zbiezny i lim a, > a. Wykaz, ze istnieje N € N takie, ze a, > a
n—oo

dlan > N.

. Ciagi (an)n i (bn)n sa zbiezne i lim a, > lim b,. Wykaz, ze istnieje N € N

n—oo n—oo
takie, ze a,, > b, dlan > N.
Ciagi (an)n 1 (bn)n sa zbiezne i istnieje N € N takie, ze a, < b, dlan > N.
Wykaz, ze

lim a, < lim b,.
n—oo n—oo

Podaj przyklad ciagéw (an)n i (bn)n takich, ze a, < b, dla wszystkich n oraz

lim a, = lim b,.
n—oo n—oo

Zalozmy, ze a,, — g. Wykaz, ze ciag b, =

tez jest zbiezny do g.

[nay, |
n
Wykaz, ze lim /n = 1.
n—oo
Ciag (an)n Jjest ograniczony, a ciag (b,), jest zbiezny do 0. Wykaz, ze

lim a,b, = 0.

n—oo

Oblicz granice ciagdéw lub wykaz, ze ciagi sa rozbiezne:

() lim 222, bt VPV
n—oo 4N )
b 5 (4n_3)2 n—oo W—\/’ﬁ
®) i e =6 (k) sin(vaF 1) - sin(v/n = 1),
. 4‘3n+172_22n n . |
(c) nlgr;oW’ 0] poY sin(n!).
(@) lim L2703 (m) /3727,
e 3" +2 (n) 37 —2m,
i n°7" 4+ 075"
)t s () ¥nT3m,
i 2 _ 2 _ ] _1\"
() nl;rr;o (\/n +2n \/n 2n>, ) & 2n+( ;) 7
(@ lim 14+345+...+(2n—1) .
g noo n2 ) (q) n\/ﬁ’
M) tim —("TF) ken (r) "¥n—2,n>2
n— oo n’“ n ’ ’ 2
(s) "V5m—4,
. (n+ 1!+ (n—1)!
O Py e s (t) YT —7-22n —100
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Granica ciggu II

Definicja. Ciag liczb rzeczywistych (ay,)n jest rozbieiny do +o0o (—oo) wtedy i tylko
wtedy, gdy
Viarso Iven Visn an > M (an, < —M).

Piszemy wéwczas lim a, = +oo lub a,, — 400 ( lim a,, = —oc lub a,, —» —0 ).
n—oo n—oo

Definicja. Méwimy, ze ciag (a,, ), ma granice, jezeli jest on zbiezny (wtedy ma granice
skoticzona) lub rozbiezny do +oo (wtedy ma granice nieskonczona).

Stw. Zalézmy, ze a,, — +0o0. Wowczas
e — — 0,
an,
o jedli ciag (by)n jest zbiezny lub ograniczony z dotu, to a, + b, — +0o0;

e jesli istnieje stata ¢ > 0 taka, ze b, > ¢ dla prawie wszystkich n lub b, — ¢, to
a"nbn — +OO;

e jesli istnieje stala ¢ < 0 taka, ze b, < c dla prawie wszystkich n lub b, — ¢, to
anbn — —O0;

° Jeéh bn — +OO, to Ay + bn — 400 i anbn — +00;

1
Stw. Jedli a,, — 01 a, > 0 dla prawie wszystkich n, to — — +o0.
an

Stw. Jezeli a,, — +00 i b, > a, dla prawie wszystkich n, to b, — +o0.
Wyrazenia nieoznaczone:

e co—oo,np. (n+1)—n, n®—n, Vn+1-/n;

1 1o, 1
° 0007npgn, 27’”, ﬁ 5
o G &
e -, np ’ ’
0 (3" )"
. X n 2" n
— np. —— i —_
00’ p n+17 n’ on’

e 1% (V" (v, (1+4))

e oo, np. n'/", (2”)1/".

1. Udowodnij, ze ciag (sinn), nie ma granicy.

2. Dana jest liczba naturalna k oraz ciag (a,)52; o wyrazach ze zbioru {0, 1,...,k}.
Niech

bn:’(/a{’—i-ag—&—...—&—ag, dlan € N.

Zalézmy, ze w ciagu (b,) wystepuje nieskonczenie wiele wyrazéw caltkowitych.
Wykaz, ze wszystkie wyrazy ciagu (b,,) sa calkowite.

3.

10.

11.

12.

Oblicz granice ciagdéw lub wykaz, ze nie istnieja:

(e) n? (\/n2 + \/?T-H—n\/i)

n* —5nd 4+ 172 —9n — 2
12n3 —=5n2 4+10n -7

(a)

(b) 2°n — 3" () \/714—371(\3/1—n?’—l—n>7
3“ o 2n ’ n
1
n 3
© 5" +n® -5 (g)z%,
n4 +27.n ’ k=1
3/ _ 3 LI |
(d) u7 (h) Z 7
vn+1-— \/ﬁ k=1
(a) Zalézmy, ze a,, € R1 lim Gntl] . Wykaz, ze lim a, = 0.
n—oo | Gy n—oo
Ap41

(b) Zal6zmy, ze a, > 01 lim

n—oo

> 1. Wykaz, ze lim a, = +o0.
n—oo

an

. Korzystajac z poprzedniego zadania oblicz granice ciagdéw

on (’I’L')2
ol @2n)

(a)

Liczby catkowite a,, b, spelniaja zaleznos¢ a, + b3 = (2+\/§)n. Oblicz

. Qp,
lim —.
n—oo n

Zatézmy, ze a, > 01 lim Ya, < 1. Wykaz, ze lim a, = 0.

n—oo n—oo
(a) Ciag (an)n jest zbiezny do g. Wykaz, ze
. ay+ax+...+ap
lim =g

n— o0 n

(b) Ciag (an)n ma wyrazy dodatnie i jest zbiezny do g. Wykaz, ze

lim aias...a, =g.
n—oo

Dany jest ciag liczb dodatnich (a,)22; taki, ze nlg%o GZH
lim a, =g. "
n—oo

Korzystajac z poprzedniego zadania oblicz granice ciagow

(a) V25" — 3" +n3sinn, (b) Vnl.

Oblicz granice

. sin?1 +sin?2 + ... +sin’n
lim .

n—oo n

Niech p,, oznacza n-ta liczbe pierwsza. Wykaz, ze

1 —1
lim 1-— = +o00.
J TT (1)

=g. Wykaz, ze
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Kresy zbioréw

Definicje. Niech A C R.

e 7Zbiér A jest ograniczony z gory wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje liczba b € R taka, ze dla
kazdego a € A zachodzi nieréwnoéé¢ a < b. Kazda taka liczbe b nazywamy ograniczeniem
gérnym zbioru A.

e Liczba b € R jest kresem gdrnym (supremum) zbioru A wtedy i tylko wtedy, gdy spelnione
sg nastepujace warunki:

(i) b jest ograniczeniem gérnym zbioru A;

(ii) jezeli ¢ jest ograniczeniem gérnym zbioru A, to b < c.

Kres gérny zbioru A oznaczamy sup A.
Analogicznie definujemy zbiér ograniczony z dotu, ograniczenie dolne i kres dolny (infimum)
zbioru A, oznaczany inf A.
Jezeli niepusty zbiér A nie jest ograniczony z gory, piszemy sup A = 400, jezeli A nie jest ogra-
niczony z dotu, to piszemy inf A = —co. Ponadto przyjmujemy, ze inf ) = +oo i sup@) = —oo.
Jezelia =sup Aia € A, to méwimy, ze a jest elementem maksymalnym zbioru A i stosujemy
oznaczenie a = max A. Podobnie definiujemy element minimalny min A.

Stw. 1. Niech A C R. Wéwczas
(i) Liczba b € R jest kresem gérnym zbioru A

<= b jest ograniczeniem gérnym zbioru A oraz v€>o 3 acAab—ce<a
<= b jest ograniczeniem gérnym zbioru A oraz istnieje ciag a, € A zbiezny do b.

(ii) Liczba b € R jest kresem dolnym zbioru A

<= b jest ograniczeniem dolnym zbioru A oraz V5>0 = acaa<b+e
<= b jest ograniczeniem dolnym zbioru A oraz istnieje ciag a, € A zbiezny do b.

Aksjomat ciaglosci (Dedekinda). Kazdy niepusty i ograniczony z géry zbiér A C R ma
kres gérny.

Stw. 2. Kazdy niepusty i ograniczony z dotu zbiér A C R ma kres dolny.

Definicja. Zbiér liczb naturalnych N jest to najmniejszy podzbiér A zbioru R o wtasnosciach
(i) 1 € A oraz (ii) jeSlia € Atoa+1€ A.

Stw. 3. Zbidr liczb naturalnych N jest nieograniczony z géry.

Stw. 4. (Zasada Archimedesa). Dla kazdej liczby rzeczywistej a istnieje liczba naturnalna
n taka, ze n > a.

Tw. 5. (istnienie pierwiastkéw z liczb nieujemnych). Jezeli a > 0 i n € N, to istnieje
doktadnie jedna liczba b > 0 taka, ze b™ = a.

Tw. 5. (o gestosci Q w R) Dla dowolnych liczb rzeczywistych a,b, a < b, istnieje liczba
r € Q taka, ze a < x < b.

Definicja. Jezeli zbiory A, B C R sg niepuste, A € R, to przyjmujemy, ze \-A = {\a : a € A},
—A=(-1)-A, At B={atb:acAbeB},A-B={ab:ac A be B}.

. Niech A, B C R i dla dowolnych ¢ € A i b € B zachodzi a < b. Udowodnij, ze

sup A < inf B. Czy prawdziwe jest twierdzenie odwrotne?

2. Niech ACRiA€eR, b=inf A, ¢ =sup A. Wyznacz kresy zbioru \ - A.

3. Zbiory A, B C R sg niepuste i maja skonczone kresy. Udowodnij réwnosci:

(i) sup(—A) = —inf A, (iii) sup(A + B) = sup A + sup B,
(ii) sup(AUB) = max(sup A,sup B), (iv) sup(A — B) = sup A — inf B,
(v) sup(A-B) =sup A -sup B, jedli A, B C [0, +00).

Znajdz kresy zbioréw. Czy zbiory maja elementy maksymalne i minimalne?

@){@nn+i:neN} G){;+}—;fhameN}

n?+2n—3 nm
w){7kyl.neN} @){%ﬂ+nﬁ.mmeN}
(h) {zyz:x2+y+2=610<x,y,z2}
(i) {(1—4a)b®+a?:a,b€(0,1)}

0 {5 e n)

27’””

&){1 1:mm€N}

1
(c) {x—x:1<x<2024};
k

m){Z;k;mkeN}

1 1
—’:m,neN,n;«ém};
m

AT

3

5. Dany jest zbiér E = {1 +n~2 : n € N}. Wyznacz kresy zbioru E + 2 - E.

6. Zbiér niepusty A C R ma wlasnosé, ze dla kazdego A € A istnieje eement b € A

10.

11.

taki, ze b < % + 1. Udowodnij, ze inf A < 2.
Niech z € R\ Q1ia,b € R, a < b. Udowodnij, ze istnieje liczba wymierna ¢ taka,
ze a < qxr < b.

Niech A oznacza zbiér wszystkich liczb niewymiernych z przedziatu (0,1). Wy-
znacz zbior A + A.

Udowodnij, ze istnieja ciagi liczb wymiernych (a,, ), (b,) takie, ze

lim (a,v2+b,V3) = V5.

z(1+
Wyznacz kres gérny zbioru {(24_\/2@ 0<z<y< 1}.
r*t+y

Wyznacz kresy zbioru
a 2a n—1)a,— nay,
{1+2+“,+()1+

— 1a1,02,...,0, > 0.
as as QAnp aq



Analiza - klasa 3a Zestaw 11. 19.3.2024

Granica ciggu II1

Tw. 1. Niech (a,), bedzie ciagiem liczb rzeczywistych, ktory jest
(i) niemalejacy i ograniczony z géry

lub

(ii) nierosnacy i ograniczony z dotu.

Woéwezas ciag (an)n jest zbiezny.

Lemat 1. Dlan e N, n > 2

e [ =)

Lemat 2. Jesli n € N, to
1 n 1 n+1
2<(1+> <(1+> < 3.
n n+1

1 n
Tw. 2. (Stata Eulera) Ciag a,, = (1 + ) jest rosnacy i ograniczony z géry, wiec
n

zbiezny. Jego granice, czyli liczbe

1 n
e = lim (1 + )
n—oo n

nazywamy stalq Fulera.
n 1
Tw. 3. e= nh—{golgg

br

1
Lemat 3. Dla kazdego n € N istnieje liczba 6,, € (0,1) taka, ze e = Z 7l +—.
I nn!

k=0
Tw. 4. Liczba e jest niewymierna.

1. Wykaz zbiezno$¢ ciagoéw

1 2n)!l n 1
(a)an:;ﬁ, (b)bn:m’ (c) en = H (1—|—2k>,

k=1

1 1

2. Niech 1 > 01z = 3 (xn + > Wykaz, ze ciag (zn,), jest zbiezny i znajdz

T
jego granice.

10.

11.

12.

13.

14.
15.

16.

Dany jest ciag (ay), taki, ze a1 > 01
1
ay +ag+...+an

Any1 = dlan=1,2,3....

Wykaz, ze ciag (an)n jest zbiezny i znajdz jego granice.
Niech a; > b7 > 01

a, + by, b B 2
2 ) n+1 — aT_Ll + by_Ll,

Apt1 = dlan=1,2,3,....

Wykaz, ze ciagi (an)n 1 (by)n sa zbiezne i wyznacz ich granice.

. Niech a; >b; > 01

a, + by,

9 3 bn+1 =V anbn7

Wykaz, ze ciagi (an)n 1 (bn)n sa zbiezne do tej samej granicy (zwanej srednig
arytmetyczno — geometryczng liczb aq,by).

pt1 = dlan=1,2,3,....

1
Ciag (an)n, spelnia warunki 0 < a,, < 11 a,(1 —apt1) > 1 dla n > 1. Wykaz, ze
ciag ten jest zbiezny i znajdz jego granice.

1+an41 +a?

Niech a1 =0, ag = = 3 % dla n € N. Wykaz, ze ciag ten jest

2
zbiezny i znajdz jego granice.
Niech by =1, b3 =21 b2 = Vb, + /bnt1 dla n € N. Wykaz, ze ciag ten jest
zbiezny i znajdz jego granice.

i Up42 =

1 n 1 n+1

Wykaz, ze (1+> <e<<1+> dlan eN
n n

Oblicz granice

(a) lim (1—1)n+1, (b) lim <1+i)n, (©) lim ™ (d) lim n(/e—1).

n—oo n n—oo n—oo nN n—oo
22 — 1)
Wykaz, ze lim (2%/a —1)" =a? dlaa > 1, oraz lim (\/572) =1.
n—oo n—oo n
Oblicz lim Xn:;
n—oo £~ k(k + 1)(k + 1)!"
Pokaz,ze jedli a,, € Qi lim a, = 400 lub lim a, = —o0, to

n—oo n—oo

1 an
lim <1 + ) =e.
n—o0 an

Niech (6,,), to ciag zdefiniowany w lemacie 3. Wykaz, ze lim 6, = 1.

n— oo

Oblicz granice lim nsin(2wen!).
n—oo

1

Ciag (an)n jest ograniczony z gory i any1 — an > —— dla kazdego n. Wykaz, ze
n

ciag (an)n jest zbiezny.



Analiza - klasa 3a Zestaw 12. 23.4.2024

Granica ciggu 1V

Twierdzenie Bolzano - Weierstrassa. Z kazdego ciagu ograniczonego liczb rzeczy-
wistych mozna wybraé¢ podciag zbiezny.

Tw. (Warunek Cauchy’ego zbieznosci ciagu) Ciag liczb rzeczywistych (a, )n jest
zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy

vs>0 3 NeN vm,n>N |an - am| <E€.

Twierdzenie Stolza. Ciagi liczb rzeczywistych (ay,), 1 (by), spelniaja warunki:

(i) ciag (bn)n jest $cisle monotoniczny i b, # 0 dla kazdego n,

cey e .. . . Gn+1 — Ap

(ii) istnieje granica lim ——— =
n—=00 Op41 — by

(iii) lim b, = oo lub lim a, = lim b, = 0.

)

. . QA
Woéwcezas lim — = g.

n—oo n

1. Korzystajac z warunku Cauchy’ego, zbadaj zbiezno$¢ ciagow:
"o n n (_1);6,1 n
(a) ap = Z = (b) bn =
o VE

k k
dge @e=3 —— Wdi=>
k=1 3 k=1 k k=1 (k+1)

2. Zbadaj zbiezno$¢ ciagu (x,,)5% ; zdefiniowanego nastepujaco:

T =3, Tpy1 = (

Jezeli ciag jest zbiezny, wyznacz jego granice.
3. Kryterium Leibniza zbieznosci szeregéw. Dany jest nierosnacy ciag liczb
n

dodatnich (ay), taki, ze lim a, = 0. Wykaz, ze ciag b,, = z:(—l)ka;€ jest zbiez-
ny. =1
(_1 n+1

4. Niech z,, = ———. Wykaz, ze istnieje bijekcja f : N — N taka, ze ciag
n

an = Z Lf(k)
k=1

(a) jest rozbiezny,
(b) jest zbiezny do danej liczby rzeczywistej g.

5. Niech (a,)n to ciag liczb rzeczywistych. Zaldzmy, ze istnieje stata A € (0, 1) taka,
ze dla dowolnego n € N zachodzi |ant2 — ant1] < Mant1 — an|. Wykaz, ze ciag
(an)n jest zbiezny.

10.

11.

12.

13.

14.

Niech k € N i k > 1. Ciag liczb rzeczywistych (ay), spelnia warunki

lim (ani1 —a,) =0 i VesoJwen vn,m>N |akn — apm| < €.

Wykaz, ze ciag (an)n jest zbiezny.
Podaj przyklady, ze z zadnego z tych warunkow osobno nie wynika zbieznosé
ciggu.
Wykaz, ze kazdy ciag zbiezny zawiera wyraz najmniejszy lub najwigkszy.
Wykaz, ze z kazdego ograniczonego ciagu liczb zespolonych mozna wybraé pod-
ciag zbiezny.
Dany jest ciag liczb rzeczywistych (a,), taki, ze ciag b, = Y.,_, ax jest zbiez-
ny. Niech f : N — N bedzie bijekcja taka, ze dla kazdego k € N zachodzi
|f(k) — k| < 2023. Wykaz, ze ciag ¢, = Z ag (k) jest zbiezny.
k=1
Oblicz granice
2n
1 1 1 1 1 1
im — -, b) lim — —, ¢) lim — —.

1

n n

Niech p € N. Oblicz granice
1P+ 2P 4 ..+ nP

(a) lim e :
1P+ 2P ...+ nP n
b) I —
1 @tk
(c) Nim —=g s
k=0

Wykaz, ze jedli lim a, =g, b, > 0 dlan € N, oraz
n—oo

lim (by + b2+ ...+ b,) = 400,

n—oo

to
lim aiby + asbs + ...+ a,b, —y
n—00 bi+bo+...+0b,

Dany jest ciag liczb rzeczywistych (z,), taki, ze
lim (:lign + I2n+1) = 2022, lim (l‘gn,_l + l'gn) = 117.
n—oo n—oo

Ton
Ton+1

Wykaz, ze ciag ( )n jest zbiezny i znajdz jego granice.

Dany jest ciag liczb rzeczywistych (a,,)5 ; taki, ze

n
nh—vIgo an, ;ai =1
Wykaz, ze
lim a,Vv3n = 1.

n—oo



Analiza - klasa 3a Zestaw 13. 14.5.2024

Granica ciggu — powtorzenie.

1. Oblicz granice ciagdéw

3nt —10n3 —2n2 4+ 7 3n? \"
(a) YR (k) 5 ;
In 5n? + 19n 3n?2—1

5n+1 . TL2 _ 3n+2 . n3

(b) 3n - 52 4 2nt3 . b 1 3n” \"
2yn—3Yn+1 ® 3n21) ’
©) S mTT 20 -
(@) n® (Va2 + Vol +1-nv2), (m) (n>
e) Vn n2 —Vn )
0O v w T
n! ey
(2) 27,;: B ©) 7\1/<1_n_1|_1> Jr7
w (%) o 1)
(i) i:% P
i) (m)fm—?’ (n+1 (n+1) )

2. Zbadaj zbieznosé ciagéw zadanych przez warunki

(a) ap =3, ant1 = V3a, +4,

2bn
=92 =
(b) bo =2, by b
— 92)2
(c) co =5, cpy1 = %

Jezeli ciag jest zbiezny, wyznacz jego granice.
3. Dany jest ciag (an)n taki, ze lim,— o (ant1 — arn) = a. Udowodnij, ze

. An,
lim — =a.
n—oo n

4. Dany jest ciag (a,)$2 liczb dodatnich taki, ze lim Z ar = +00. Udowodnij, ze
n—oo

k=1
lim H 1+ag) =

n—oo

5. Ciag liczb dodatnich (a,,)22; spelnia warunek
Jim, (Vs = v/an) =
Wykaz, ze lim a, = +oc.

6. Zbadaj zbieznosé ciggow

n k n
(a) ; () > (—1)F (V2k+1-V2k
> 7 >0 (Y )
() SRV © Y (VET1- V)’
k=1 k=1
" 1 - k
(©) ;73 T (2) kl;[l <1+ 3k>
- - (=1)*
();(\/2“ - V2k) (h)kl_[l<1+ T >

7. Wyznacz kresy zbioréw

o [T )

nm

{mm( T, —,y+ >:x,y>0},

l-e 12y 1=z >0iz4+y+z=1
LT, Y, 2 ix z=15,
Tt 11y 11z 7Y Y

{f [V :neN}.
Vet Ve 4.+ e

n
9. Wszystkie wyrazy ciagu (ay,)n sa dodatnie i ciag (b,,), zadany wzorem

R S
DB

jest zbiezny. Udowodnij, ze lim a, = 0.
n—oo

8. Oblicz granice lim
n—oo



Analiza - klasa 3a Zestaw 14. 4.6.2024

Funkcja wyktadnicza — wprowadzenie

Przypomnienie: Je$lia > 01x = P € Q, gdzie p,q € N, to
q

Lemat o ciggach szybko zbieznych do 0. Jezeli (a,,), jest ciagiem liczb rzeczy-
wistych takim, ze na, — 0, to lim (1+a,)" = 1.

n—oo

Tw. 1. (istnienie i wlasnoSci funkcji wyktadniczej). Dla kazdego = € R ciag
an(x):<1+£> , neN
n

jest zbiezny do granicy g(x) € R, ktéra zapisujemy exp .
Funkcje exp : R — R nazywamy funkcjg wykiadniczq lub eksponentq. Ma ona naste-
pujace wlasnosci:

(i) exp(z) > 0 dla kazdego x € R oraz exp(x) > 1 dlaz > 01iexp(zr) <1 dlaz < 0;
(i

) exp(x +y) = exp(x) exp(y) dla dowolnych z,y € R;
(iil) jezeli z € Q, to expx = €

)

)

1
(iv) expz > 1 + = dla kazdego z € Riexpzx < 1= dla z < 1;
-

(v) funkcja exp jest $cisle rosnaca; jesli x, — 400 to expx, — +0o i exp(—z,) — 0.
Ze wzgledu na punkty (ii) i (iii) ma sens zapis e = exp = dla dowolnego x € R.

Tw. 2. Obrazem funkcji exp jest cala pélprosta (0,+00). Zatem exp : R — (0, +00)
jest bijekcja.

1. Wykaz, ze jesli (x,,), jest ciagiem liczb rzeczywistych takim, ze lim z, =z € R,

n—oo

to lim expz, =expuz.

n—oo
2. Niech z € R i (t,), jest ciagiem liczb rzeczywistych réznych od zera i zbieznym
exp(z +t,) —expzx

do zera. Wykaz, ze lim =expz.
n—oo tn
3. Udowodnij, ze expx = lim o dla kazdego x € R.
n—oo !
k=0

4. Wykaz, ze dla kazdego = € R zachodzi nieréwnosé |e* — 1 — x| < |z|? - el®l,

5. Niech g € (0,1), z,y € Ri z # y. Udowodnij nier6wnosé

(1—q)expz+qgexpy > exp((1 — ¢)z + qy).



