Analiza - klasa 1a Zestaw 1. 04.09.2020

Wprowadzenie

Umawiamy sie, ze liczby naturalne to 1,2,3,4,5, .. .. Zbiér liczb naturalnych oznacza-
my N.

1. Liczby a i b sa naturalne. Ktéra z liczb jest wieksza, a® - b° czy a® - b?

2. Liczbe naturalng n zapisano w pozycyjnym systemie liczbowym o podstawie a
jako 111. Udowodnij, ze n nie jest kwadratem liczby naturalnej.

3. Pokaz, ze
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4. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 1 istnieja liczby naturalne k i [
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5. Wyznacz wszystkie rozwiazania réwnania
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w liczbach naturalnych z,y.
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Elementy logiki

Zmienna logiczna moze przyjmowaé jedna z dwoch wartosci: prawda (1) lub falsz
(0).

Wyrazenie logiczne sktada sie ze zmiennych logicznych i operacji logicznych przed-
stawionych w tabelce ponizej. Wyrazenie logiczne réwniez moze przyjmowaé wartosé
prawda lub falsz, w zaleznosci od wartosci zmiennych logicznych, ktére w nim wyste-
puja.

Operacje logiczne:

negacja | koniunkcja | alternatywa | implikacja | réwnowazno$é
nie p piq p lub q z p wynika q p wtw., gdy q
Py ~p PAg pVy P = q p = q
111 0 1 1 1 1
110 0 0 1 0 0
011 1 0 1 1 0
0|0 1 0 0 1 1

Kolejno$¢ wykonywania operacji w wyrazeniach zlozonych jest taka jak kolejnosé od-
powiednich kolumn w tabelce. Kolejnos¢ operacji mozna zmieni¢ wstawiajac w odpo-
wiednich miejscach nawiasy. Nawiaséw mozna takze uzywac, aby poprawi¢ czytelnosé
wyrazen. Nawiaséw nalezy uzy¢ w wyrazeniach niejednoznacznych z implikacja postaci
p = q = r,p = (¢ = r),itp.

Tautologiag nazywamy wyrazenie logiczne, ktére przyjmuje wartosé prawda niezalez-
nie od wartosci wystepujacych w nim zmiennych logicznych. Przyklady tautologii to

e prawo podwdjnego przeczenia: ~ (~p) <= p,

e prawa przemiennosci alternatywy: (pV q) < (qV p),

e prawo idempotentnosci koniunkcji: (p Ap) < p.

1. Ktére z dwuargumentowych operacji logicznych sa (a) przemienne, (b) laczne?

2. Wykaz, ze koniunkcja jest rozdzielna wzgledem alternatywy i alternatywa jest
rozdzielna wzgledem koniunkcji.

3. Sprawdz, ze nastepujace wyrazenia logiczne sa tautologiami:

(a) Prawo wylgczonego $rodka: pV ~ p,

)
(b) Prawo odrywania: pA(p = q) = g,
(¢c) Pierwsze prawo de Morgana: ~ (p A q) < ((N p)V (~ Q))7
)

(d) Drugie prawo de Morgana: ~ (pV q) <= ((~p) A (~q)),

10.

11.

(e) Prawo przechodnosci implikacji: (p = q)A(g = 1)) = (p = 7).

Ktore dwuargumentowe operacje logiczne poza implikacja sa przechodnie?

. Zapisz alternatywe, implikacje i réwnowaznosé tylko za pomoca koniunkcji i ne-

gacji.

Zapisz zaprzeczenia ponizszych zdan dotyczacych liczby calkowitej a:
(a) =10 < a <2019, (b)|a] <50, (c)3|aVvbta, (d)xz=10Vzx>5.

W 100-kartkowym zeszycie na 1. kartce jest napisane zdanie W tym zeszycie do-
ktadnie 1 zdanie jest falszywe., na 2. kartce jest napisane zdanie W tym zeszycie
dokladnie 2 zdanie sq falszywe., itd, az do ostatniej kartki, na ktérej jest napisane
zdanie W tym zeszycie dokiadnie 100 zdan jest falszywych. Czy wsrdd tych zdan
sa zdania prawdziwe. Jedl tak, to ktére? (Zakladamy, ze w zeszycie nie ma innych
zdan oprécz wymienionych powyzej).

Na wyspie mieszkaja tylko rycerze i oszuéci. Rycerze zawsze méwig prawde, oszu-
Sci zawsze klamia. Podréznik napotkal trzech mieszkancéw wysypy i dwoch z nich
zapytal, ilu rycerzy mu towarzyszy. Pierwszy odpowiedzial, ze ani jeden, drugi, ze
tylko jeden. Ktory z napotkanych mieszkancéw jest rycerzem, a ktéry oszustem?

W sadowej sprawie o kradziez konia jest 3 podejrzanych: A, B i C. Wiadomo, ze
dokladnie jeden z nich ukradl konia. B zeznal, ze konia ukradt C. Zeznan A i C
nie znamy. Ustalono jednak, ze tylko jeden z podejrzanych zeznal prawde i ze to
on ukradl konia. Kto ukradl konia?

Sporzadz tabelki wartosci ponizszych wyrazen logicznych. Ktére z tych wyrazen
sa tautologiami?
@) (kA V(~p) = g
pAq) V(g = p),
p = )i = 1) = (= 1)
pV @ AT) <= ((pAT)V(gAT)),
= (¢ = r))(z»((p:> q) :7‘),
p= (g => 7)== (¢ = @ =)
Agent Tajny ma dwéch informatoréw. Kazdy informator albo zawsze klamie, albo
zawsze mowi prawde. Kazdemu z informatoréw Agent Tajny zadal dwa pytania:

o Czy ten drugi informator jest klamcg?
o Czy, jesli ty jestes kiamcq, to drugi informator nie jest klamcq?
Czy na podstawie uzyskanych odpowiedzi Agent Tajny moze stwierdzié¢, ktéry z

informator6w méwi prawde, a ktéry klamie? (Jest tez mozliwe, ze obaj klamia
lub obaj méwia prawde.)



12. O liczbach a,b, ¢, d, e wiadomo, ze
(i) (e>a) = ((e>b)V(e<c)),
(ii) (e < ) = (e<d),
(iii) ((e e>a)) = (e>c),
v) (e<d) (e<b) = (e>a).

(iv) (

Ktéra z liczb jest wieksza: e czy b?
13. Udowodnij, ze implikacji nie da si¢ zapisaé¢ tylko za pomoca alternatywy i ko-

niunkcji.
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Zbiory i kwantyfikatory

Suma zbioréw: A U B, przeciecie (cze$¢ wspélna, iloczyn) zbioréw: A N B, réznica
zbioréw: A\ B.

Zbiér pusty oznaczamy ().

Zapis € A odczytujemy jako x jest elementem (nalezy do) zbioru A, x ¢ A jako x
nie jest elementem (nie nalezy do) zbioru A.

Jesli A i B to zbiory, to zapis A C B oznacza, ze A jest podzbiorem B

Dopelnienie zbioru Jezeli A C , to zbiér A’ = Q\ A nazywamy dopelnieniem
zbioru A (w zbiorze ). Na przyklad, dopelnieniem zbioru liczb wymiernych w zbiorze
liczb rzeczywistych jest zbidr liczb niewymiernych.

Zachodzi réwnowaznos¢ A C B < B’ C A'.
Réznica symetryczna zbioréw: AAB = (A\ B)U(B\ A)=(AUB)\ (AN B).

1. Zapisz réznice symetryczna AAB dwoch zbioréw A, B C ) za pomoca operacji
dopelnienia, sumy i przeciecia zbioréw.

2. Udowodnij prawa de Morgana dla podzbioréw A, B,C C Q:
(a) (AuBUC) =A'NB'NnC’, (b) (ANBNC) =AUB UC'.

3. Niech A, B C ). Zaznacz na diagramie Venna
(a) zbidér elementéw x € Q, dla ktérych prawdziwe jest zdanie x € A = x € B
(b) zbiér elementéw x € Q, dla ktérych prawdziwe jest zdanie x € A < z € B

4. A, B, C oznaczaja zbiory. Udowodnij nastepujace zwiazki:
(a) AA(BAC) = (AAB)AC,

(b) ANB =0 < AUB = AAB,
(¢c) AN(BAC) = (ANB)A(ANC)

(d) AUB=AABA(ANB),
(e) A\ B =AA(ANB),
(f) AAC C (AAB)U(BAC)

5. A, B, C to zbiory. Ktory zbidr jest wigkszy: AU (BAC) czy (AU B)A(AUC)?
6. A, B,C, D, E to zbiory. Wykaz, ze AAE C (AAB)U(BAC)U(CAD)U(DAE).
7. A, B,C, D to zbiory. Czy jest prawda, ze

(a) (A\B)AB\C)A(C\ A) = (B\ A)A(A\ C)A(C\ B),

(b) (A\NB)A(B\C)A(C\D)A(D\A) = (BN A)A(C\ B)A(D\ C)A(A\ D)?

e N=1{1,2,3,...} — zbiér liczb naturalnych,
o Z={...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...} — zbiér liczb catkowitych,

e Q - zbiér liczb wymiernych,

e R - zbiér liczb rzeczywistych

Ponadto, spotyka si¢ oznaczenia:

e 7, — zbidr liczb caltkowitych nieujemnych,
e 7_ — zbiér liczb caltkowitych niedodatnich.
Podobnie definiuje sie Q4+, Q_, R4, R_.

Kwantyfikator ogdlny. Zdania postaci Dia kazdego x ze zbioru X zachodzi p(x), np:
(a) Dla kazdej liczby nauturalnej x prawdziwa jest nieréwnosé x > 1,

(b) Dla kazdej liczby rzeczywistej x zachodzi x =0 lub x < 0 lub x > 0

mozna zapisaé¢ jako

(a) vxeN$>1, (b) VwER(arzO\/x<0\/x>O).

Y nazywamy kwantyfikatorem ogélnym.

Kwantyfikator szczegdlowy. Zdania postaci Istnieje x ze zbioru X, dla ktdrego za-
chodzi p(z), np:

(a) Istnieje liczba naturalna x taka, ze x > 2020,

(b) Istnieje liczba rzeczywista v taka, ze x* = 2

mozna zapisaé¢ jako
(a) daen x> 2020, (b) daera®=2.

= nazywamy kwantyfikatorem szczegolowym.

Jezeli dwa kwantyfikatory ogdlne lub dwa kwantyfikatory szczegdlowe wystepuja jeden
po drugim, mozna zmienié¢ ich kolejnosé, np.

Vier Vaen (>1 = 2">1) < VoenVeer (@ >1 = 2" >1)

E]xeR ElneN (#2=n+1Az>n) < ElneN ElxeR (2 =n+1Az>n).

Nie mozna zmienié¢ kolejnosci kwantyfikatora ogdlngo i szczegdlnego. Ponizsze dwa

zdania nie sg réwnowazne:
(1) VQTER 3 neN T < 1n, (11) 3 neN vme]R T <n.

Zawsze prawdziwa jest jednak implikacja:
(3 zeX \v/er P(%M) = (\V/er 3 zeX P(xay))

Na przyktad:
(El zeN \v/y>1 y2 > x) = (Vy>1 3 zeN y2 > .Z’) .

Prawa de Morgana: Jezeli Q jest zbiorem, a p(x) to zdanie logiczne, ktérego wartosé
zalezy od elementu x € (2, to

() ~ (Vecar(@) <= Juca ~p@), () ~ (Fecap@) = Viea ~p().




8.

11.

12.

Zapisz zaprzeczenia ponizszych zdan z kwantyfikatorami.
(a) vneN 2| n*+n’

(b) dpen n™ = 16777216

(€) Voer Jnenz #0 = 2?>n
(d) HIeRvnezx>0/\x<n2—n+2—10

(€) Tnen Vaso Jren V@ <n

(f) vkeN = >0 vneZ+ (n+ ﬁ)k > xn

(8) Jgeq Vaoer Viezg=2k = g=2Vg=n

Czy potrafisz rozstrzygnaé czy prawdziwe jest zdanie, czy jego zaprzeczenie?

. Zapisz za pomoca kwantyfikatorow i dziatan logicznych definicje liczby pierwsze;.
10.

Ay, As, ..., A, sa podzbiorami zbioru €. Stosujac rachunek zdan i kwantyfikatory
udowodnij prawa de Morgana dla zbioréw:

(i) (ALUAU...UA,) =A1nALn...NnA,
(ii) (A1NAan...NA,) =A4A1UA,U...UA,

Dane sa zbiory A, As,..., A, i By,Bs,...,B,, przy czym B, C Byyp dla
k=1,2,...,n — 1. Udowodnij, ze

(A1AB) N (A2ABy) N ...N(AAB,) C(A1NAsN...NA,AB,.
Dane sa zbiory Aj, As, ..., A, takie, ze A C A; dla k =2,3,...,n. Udowodnij,

ze

Ay = (A1 \ A2) U (A1 \ A3)U...U (A1 \ 4,) U A,.
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Wzory skré6conego mnozenia

Prawdziwe sa nastepujace tozsamodci:

(a+b)? = a® + 2ab +b?
(a—b)?=a®—2ab+b?
(a+b)(a—0b) =a® — b

Wzér na kwadrat sumy,
Wzoér na kwadrat réznicy,

Wzo6r na réznice kwadratéw.

oraz

(a+b4c)? =a® +b* +c +2(ab + be + ca)

Wtasnosci liczb rzeczywistych przydatne w rozwigzaniach niektérych za-
dan: Niech a i b to liczby rzeczywiste. Wowczas

(i) a-b =0 wtedy i tylko wtedy, gdy a = 0 lub b = 0.
(i) a® + b? = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy a =01i b = 0.

1. Za pomoca wzoréw na kwadrat sumy lub réznicy oblicz (w pamieci) 192, 522,
1952, 1072, 9992

2. Za pomocy wzoru na roznice kwadratéw oblicz iloczyny 18 - 22, 53 - 47, 495 - 505.

3. Rozwiaz rownania

4. Wyznacz wszystkie liczby pierwsze postaci k2" — 1, gdzie k,n € N.
5. Rozléz na czynniki wyrazenie a* + 4b*.

6. (a) Kazda z liczb calkowitych a, b jest suma dwéch kwadratéw liczb catkowitych.
Wykaz, ze liczba a - b tez jest suma dwoch kwadratéw liczb catkowitych.

(b) Kazda z liczb catkowitych a, b jest réznica kwadratéw liczb catkowitych. Czy
liczba a - b tez jest réznica kwadratow liczb catkowitych?

(c¢) Ktore liczby naturalne sa réznicami kwadratéw dwéch liczb catkowitych?

7. Uprosé sumy

10.

11.

12.

13.

1 1 1
W et e s T v
1 1 1
SRV RN Y BV )
1 1 1 1 (—1)ntt

()

VIV VB2 VIVB VEVE U Vawio v
1 1 1 1
2ﬁ+1~\/§+3\/§+2\/§+4\/§+3\/1+"'+(n+1)\/ﬁ+n\/n+1'

Rozwiaz réwnania

(d)

1
(a) 2+ (y -1 + (@ —y)* = 3,
(b) 2 = 3y* + 22y = 2(z — y),
(c) y* + 22t + 1 = 4a2?y.

Znajdz wszystkie liczby rzeczywiste x, v, z, dla ktérych zachodzi réwnosé
(x—y+2)2=a?—y? + 22

Wyznacz rozwiazania ukladu rownan w liczbach catkowitych x,y, z
r+y=2
xy—22 =1

2% +2y% — 2yz = 100
2xy — 22 = 100

Rozwiaz uklad réwnan

Rozwiaz ukltad réwnan
xy+ a2 =8 —a?
xy +yz =12 —y?
Yz + zx = —4 — 22

Wyznacz wszystkie trojki x, y, z liczb rzeczywistych spelniajacych réwnanie

VZ+y—1+vVz— :%.
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Nieréwnosci

Podstawowe wtlasnosci:

Ponizej a, b, ¢, d oznaczaja liczby rzeczywiste.
(1) jelia<bib<c toa<c

(2) jeflia<btoat+c<bt+cia—c<b—g

b
(3) jellia<bic>0,toac<bci— <~
C C

b
(4) jeélia<bic<0,toac>bcig>7;
c ¢

(5) jeSlia<bic<d,toat+c<b+d

UWAGA: Nie jest prawda, ze jeSlia<bic<d,toa—c<b—d!!!
(6) jesli0O<a<bil<c<d, toac<bd;
(7) jesli0<a<bic<d<0,toad > bc

b
UWAGA: Nie jest prawda, ze jeSli a < bic<d, to a4 < p m
c
e 1 1
8) jeslia>b>0,to - < —;
a b

(8)
9)
(10) jeslia > 0,b > 01i a? > b2, to a > b
(11) jeslia > 0,b > 01 v/a > Vb, to a > b.

jesli a # 0, to a? > 0;

1. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb dodatnich a, b spelnione sa nieréwnosci:

24+ b2 b 2
max(a, b) > a—2|— >a—2|— > Vab > n > min(a, b).

Q=
ol

Kiedy kazda z tych nieréwnosci staje sie réwnoscia?
1
2. Niech x > 0. Wykaz, ze x + — > 2
x
3. Wykaz, ze dla liczb nieujemnych a, b, ¢ spetniona jest nieréwnoéé

(a+b)(b+ c)(c+ a) > 8abe.

4. Liczby ay,as9,...,a, sa dodatnie i ich iloczyn jest réwny 1. Wykaz, ze

(I+a)(1+a2)...(1+a,)>2".

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Udowodnij nierowno$¢ miedzy srednimi arytmetyczna i geometryczna czterech
liczb dodatnich a, b, ¢, d:

W > abed.

Niech n bedzie liczba naturalng. Ktéra z liczb jest wicksza: /n + vn + 2 czy
2vn +17
Liczby rzeczywiste a, b, ¢, d spelniaja nieréwnosci

a+b+c<3d, b+c+d<3a, c+d+a<3b, d+a+b<3c
Wykaz, zea=b=c=d.
Wykaz, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b, ¢ spelniona jest nieréwnosé

a®>+ b2+ > ab+ be+ ca.

Liczby a, b, ¢ sa rzeczywiste. Udowodnij, ze wsrod trzech liczb
a—0b%, b—c* c—ad?

przynajmniej jedna jest mniejsza lub réwna i.

Zatézmy, ze 0 < a1,aq,...,a, < 1. Udowodnij, ze

1

1
alag...an<2—n lub (17a1)(17a2)...(17an)<2—n.

Wykaz, ze suma odwrotnoéci kolejnych liczb naturalnych od 1 do 4096 jest wieksza
niz 7.

Ktoéra z pieciu liczb a, b, ¢, d, e jest najmniejsza, a ktéra najwieksza, jesli spelniaja
one nieréwnosci

a+b<c+d, b+c<d+e, c+d<e+a, d+e<a+bd.

Agent Tajny ptywa w érodku kwadratowego basenu, Wrogi Agent stoi w jednym
z rogbéw. Wrogi Agent nie umie ptywaé, ale biega 4 razy szybciej niz Agent Tajny
plywa. Agent Tajny biega szybciej niz Wrogi Agent. Czy Agent Tajny moze uciec
Wrogiemu Agentowi?

Wykaz, ze dla liczb dodatnich a, b prawdziwe sg nieréwnosci

@)(i+%)(2+&0<2+2)>2£
(b) (a+b)-ﬁ>a¢l§+bﬁ;

Zatézmy, ze a,b > 0. Udowodnij nieréwnosci

a+b < 0 b <2(a+b)
l+a+b 1+a 14+b 2+a+b

Wykaz, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich a, b, ¢, d zachodzi nieréw-
noscé

ab+ad+bc+cd> ab n cd
a+b+c+d T a+b c+d



Analiza - klasa 1la Zestaw 6. 09.10.2020 7. Zaldézmy, ze  +y = a i xy = b. Wyraz za pomoca a i b warto$ci wyrazen (gdy
trzeba, zakladamy, ze © £ 0 iy # 0):

. l_’_l 2_"_2 3+3 ‘_| |3_3| 4+4
Wzory dla trzecich poteg s Ty TV, Ty, oy eyl ey
Dla dowolnych liczb a,b 8. Zalézmy, ze c +y + 2z = a, 2y + yz + zx = b, xyz = c¢. Wyraz poprzez a, b, c
(a+b)3 =a® +3d®b+ 3ab®> + b oraz (a —b)® = a® — 3a%b + 3ab® — b. wartosci wyrazen
Prawdziwe sg takze wzory: (a) 22+ 92 + 22, (d) (z+y)(y+2)(z+x),
1 1 1
(b) =+ —+-, (e) z?y* + y?2? + 2222,
ad — b3 = r y =z
(©) 2 4y + 2 (f) (2+y—2)ytz—a)(=4a—).
a®+ b3 =

9. Wykaz, ze nie istnieje tréjka liczb rzeczywistych a, b, ¢ takich, ze
a’ + b3 + ¢ — 3abc =

a+b+c=4, ab+bc+ca=2, oraz abc=1.

(a+b+c) =
10. Rozl6z na czynniki wyrazenia
(a) a®+ b3+ 3ab - 1;
(b) (z=9)*+ (y—2)*+ (2 — 2)%;
1. Rozwin potegi: (©) (a+2b—3¢)3+ (b+2¢ —3a)® + (c+ 2b — 3a)%;
Y(@+y+22—(y+tz—2)P—(z+ax—y)?—(r+y—2)>

(a) (233 + g)g; (c) (z%y—2°)% (e) (a: 1+ 1>3_ (d
) 5\ X € 11. Korzystajac z wyniku zadania 10 (a), rozwiaz uklad réwnan

{$3+y3+3xy 1
2. Przedstaw wyrazenie w postaci szeScianu sumy lub réznicy dwéch wyrazen:

(z+2)° =42,

(a) 8a® + 12a%b + 6ab? + b; (c) 1553 _ §x2y + 62y — 8y° 12. Niech a,b,c € R. Wykaz, ze Va — b+ /b —c+ </c —a # 0 wtedy i tylko wtedy,
8 2 ’ gdy liczby a, b, ¢ sa parami rézne.
(b) % — 3 + 3_1 (d) 25 —32% +3 — i 13. Liczby calkowite k, I, m spelniaja rownosé
x x5 x¥ x3
. o . (k=024 (1 —m)*+ (m —k)* = klm.
3. Roz16z na czynniki wyrazenia
. . . 3 3 3 . .
(0) 2 — 2 1 2% o (b) 25+ 2y? — 2%y — o Wykaz, ze liczba k° + [° 4+ m? jest podzielna przez k + [ + m + 6.
14. Udowodnij nieréwnosci miedzy srednig arytmetyczna, geometryczna i harmonicz-
1 1 1 1 na trzech liczb dodatnich z,y, 2:
4. Zalézmy, ze x + — = 3. Oblicz x> + — 4+ =iz + —-
T x x° x 3
L. . 1 . 1. 1 7x+y+z>3xyz>7.
5. Zalézmy, ze v — — = —2. Obllczx3——31x6——6. 3 l-l-l-i-l
x x x z Yy oz

6. Znajdz wszystkie liczby pierwsze, ktére sa sumami dwéch szescianéw liczb natu-
ralnych. Kiedy te nieréwnosci stajg sie rownosciami?



15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Liczby a, b, ¢ sa dodatnie. Udowodnij, ze
b
21245823
b ¢ a

Zalézmy, ze x,y, z > 0. Udowodnij, ze

1 1 1
@+y+@<++>>9
r Yy z

Zalézmy, ze a,b,c > 0. Udowodnij nieréwnoscé

a+b+e 3>a+b b+c c+a
3 -2 2 2
Niech a, b, ¢ > 0. Udowodnij, ze

(13 b3 3
—+—+
C

5 > ab + be + ca.

c
a
Udowodnij, ze dla dowolnych liczb nieujemnych a, b, ¢ prawdziwa jest nieréwnosé
sfa® + b3+ 3 S a+b+c
V 3 -3
Liczby dodatnie x,y, z spelniaja warunek x + y + z = 1. Wykaz, ze
64 1 1 1
> 1+—=)-11+—)-(14+-) >064
2Txyz T Y z

Liczby a, b, ¢ sa dlugosciami bokéw trojkata. Wykaz, ze

31313
i,/a +b +28 +3abc>max(a,b,c).



Analiza - klasa 1a Zestaw 7. 20.10.2020

Tozsamos¢ Sophie-Germain
Dla dowolnych liczb rzeczywistych prawdziwe sa tozsamosci

a* 4 4b* = (a® — 2ab + 2b?)(a® + 2ab + 2b%)

b b2 b2
a4—|—zz (az—ab+2) <a2—|—ab+2>

1. Rozl6z na czynniki wyrazenia

(a) a®+ 4b®
(b) a® — 1608,
(c) a'? — 4b' + 448" — a™b®.
2. Roztéz liczby 74 + 45 1 5% + 26 . 3% na czynniki pierwsze.
3. Znajdz wszystkie liczby pierwsze postaci
(a) n* + 4, (b) nt + 4",
gdzie n jest liczba naturalna.
4. Dla jakich liczb naturalnych n liczby
(a) 22" 2 4+ 1 (b) 22" 2 41
sa ztozone.

5. Uproéé¢ sumy

O PP SN gl
k:14k4+1’ k:1k4+i’
6. Upros¢ iloczyn
P+ H B+ hH (-1t + D)
O N R (GO

7. Wyznacz wszystkie liczby naturalne n takie, ze liczba n* + 4 jest potega liczby
pierwszej.

8. Udowodnij, ze kazda liczba naturalna postaci a* + 3, gdzie a € Ni a > 1, jest
suma trzech kwadratow liczb naturalnych.

9. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 1 liczba n'? 4 64 jest iloczynem
czterech réznych liczb naturalnych wieszych od 1.



Analiza - klasa 1a Zestaw 8. 30.10.2020

Indukcja matematyczna 1

Zasada indukcji matematycznej. Dla n € N niech 7T;, oznacza zdanie, ktore, w
zaleznoéci od n, moze by¢ prawdziwe lub falszywe.

Jezeli spelnione sa oba warunki:
(i) baza indukcji: prawdziwe jest zdanie T} ,
(ii) krok indukcyjny:
Vaen Tn = Topr,
czyli dla kazdej liczby naturalnej n ze zdania T,, wynika zdanie T),11,
to dla kazdej liczby naturalnej n zdanie T;, jest prawdziwe.

Uwaga: Baza indukcji moze by¢ takze zdanie Ty, gdzie k jest pewna liczbg caltko-
wita. Wéwczas krok indukcyjny polega na udowodnieniu dla kazdej liczby catkowitej
n > k implikacji T,, = T,41. Wowczas zdanie T,, jest prawdziwe dla kazdej liczby
catkowitej n > k.

1. Za pomoca zasady indukcji wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej n prawdziwe
sg réwnosci:

Zk‘—niﬂ

s nn+1)(2n+1)
(b) Zk : :

(c) Zk(k+1) — W,

<d>zk3 () )),

() ;k(kﬂ) RSN

1 1 1
—k(k+1)(k+2) 4 2(n+1)(n+2)’

n k+3

1
() ZH* 18 3n+Dnt2)nts)

kl]k

Zf+\/ﬁ e

. Udowodnij, ze dla kazdego n € N liczba n + n + n

. Udowodnij, ze dla kazdego n € N liczb

i) Zn:k!.kz(nﬂ)!—L

k=1
2n 2n
) (_1)k+1 _ 1
k=1 k=n+1
" 1 n+1
x I (1—]{2) =——dlan>2
k=2
2n n
1) k=2"-T[(2k-1).
k=n+1 k=1

Czy potrfisz udowodnié¢ niektore z powyzszych réwnosci w inny sposéb?

. Znajdz i udowodnij wzér na sume pierwszych n liczb naturalnych, ktére przy

dzieleniu przez 3 daja reszte 1.

. Znajdz i udowodnij wzory na sumy

(a) n(—l)’“kQ, (b) S k(k+ 1)(k +2).
k=1 k=1

3

. (WAZNE!!) Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n i liczb rzeczywistych

a,b prawdziwa jest tozsamosé
a” —b" = (a—b)(a"t+a" P+ a" B+ b Y.
Natomiast jeseli liczba n jest nieparzysta, to prawdziwa jest tozsamosé

A"+ 0" = (a+b)(a"t —a" b+ a" 3 — L —ab" 2 Y.

. Udowodnij, ze dla kazdego n € N

(a) 6| n®+ 5n, (e) 371000 —

(b) 94" +15n — 1, (f) 131000 + ( 1)n+t
(¢) 3]10™ 44" —2, (g) 41 |5 72(n+1) 4 930,
(d) 11| 26n+1 4 g2n+2, (h) 10]2@"™ —6.

3 2

5 > 3 jest calkowita.

n* nd  11n? ) )
212 o 1 jest catkowita.

. Niech a,, to liczba naturalna, ktérej zapis dziesietny sktada sie z n jedynek. Udo-

wodnij, ze
n

Za 10n+1 —9n —10
k= o7 -
— 81

. Udowodnij, ze n prostych dzieli plaszczyzne na nie wiecej niz 2™ obszarow.



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Na ile obszaréw dzieli ptaszczyzne n okregéw narysowanych tak, ze kazde dwa
maja 2 punkty wspoélne i zadne trzy nie maja puktu wspélnego?

Na plaszczyznie narysowano n prostych w taki sposob, ze zadne dwie nie sa réw-
nolegte i zadne trzy nie przecinaja si¢ w jednym punkcie. Udowodnij, ze proste te
dziela ptaszczyzne na (n? +n + 2)/2 obszaréw.

Udowodnij, ze wsrod obszaréw na jakie dzieli plaszczyzne n prostych, jest co
(n—1)(n-2)
2
7Z tablicy o wymiarach 2™ na 2™ usunigto jedno pole o wymiarach 1 na 1. Udowod-
nij, ze pozostala czes¢ tablicy mozna pokry¢ nie zachodzacymi na siebie pltytkami

w ksztalcie litery L, sktadajacymi sie z 3 kwadratéw.

Ay, As, ..., A, to zbiory. Udowodnij, ze zbiér A;AAsA ... AA, sklada sig¢ z tych
elementéw zbioru A3 U A; U. ..U A, ktore naleza do nieparzystej liczby zbioréw
Ayg.

Agent Tajny dostal zadanie rozpracowania mafii handlujacej dowodami falszy-
wych twierdzen matematycznych. W tym celu organizuje on siatke n informa-
toréw stosujac nastepujaca zasade: dla dowolnych dwoéch réznych informatorow
pierwszy przekazuje informacje drugiemu albo drugi pierwszemu. Udowodnij, ze
pewien informator bedzie mogt otrzymywac informacje od pozostatych bezposred-
nio lub z udziatem tylko jednego posrednika. (Nie wymagamy, aby posrednik byl
zawsze ten sam!)

najwyzej obszaréw ograniczonych.

(*) Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n liczba 2(*") — 1 ma co najmniej
n réznych dzielnikéw pierwszych.

(*) Na plaszczyznie narysowano 2n (n > 2) punktéw w taki sposéb, ze zadne
trzy nie leza na jednej prostej. Nastepnie narysowano n? + 1 odcinkéw, z ktérych
kazdy taczy pewne 2 z tych punktéw. Udowodnij, ze pewne trzy z tych odcinkdw
sa bokami trojkata.

(*) Udowodnij, ze kazda liczbe naturalna n mozna jednoznacznie zapisaé jako

sume
k
n= Zaj - gl
=1

gdzie k jest liczbg naturalng i a; to liczby calkowite takie, za 0 < a; < j dla
i=12... k.



Analiza - klasa 1a Zestaw 9. 10.11.2020

Zasada indukcji IT (Nieréwnosci)

1. Wykaz, ze dlan € N i a,b > 0 zachodzi nier6wnosé
(a+b)" < 2" Ha™ 4 b™).

2. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n prawdziwe sa nieréwnosci

V<Y

k=1

< 24/n.

Sl-

n

3. Znajdz wszystkie liczby naturalne n spelniajace nieréwnosc

(a) 2" >n? (d) 2"+ (n!)? < (2n)!
(b) n!>n3 (e) (n!)? >nn
(¢) 3" > (n+1)-2" (f) (2n)! > 3"~ 1. (n!)2 + 47

4. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n prawdziwe sa nieréwnosci

(a) 1 N 1 N +1>1
a —_— —
n+l n+2 om” 2
1 1 1 7
b) — et = 2> —
()n+n+1+ +2n 12

5. Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodza nieréwnosci

sn <1+1+1+ +1<2
m+1 22 1 32 T p2 ‘

6. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n
2" 1
<2
k=1
7. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n prawdziwe sa nieréwnosci
(a) ! + ! +
a) —— + —— + ...
n+1 n+2 3n+1
1 1 1 13
by - +—+.. .+ — > —
()n+n—|—1+ +3n—|—1 12

8. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n prawdziwa jest nieréwnosé

1 1 1
l+ﬁ+%+...+%>2(\/n+lfl)

< n.

|3
T =

+ >1

9.

10.

11.

12.

13.
14.

Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n prawdziwe sa nieréwnosci

2 1 1 1
< +—= <3

2 — K1+ —+—=+...
Vn+1 2v2  3V3 ny/n

Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosé

2n—1 1

< .
2n V2n

13
S

Niech p,, oznacza n-ta liczbe pierwsza (czyli p1 = 2, p2 = 3, itd.) Udowoduij, ze
pn > 3ndlan > 12.

Udowodnij nieré6wnosé Bernoulliego:
Dla kazdej liczby naturalnej n i liczby rzeczywiste] x > —1 prawdziwa jest nie-
rownosé
1+2)" > 1+ nx.
Kiedy nieréwnos¢ Bernoulliego staje sie rownoscia?
Udowodnij nieré6wnos$é Weierstrassa:
Dla liczb z1,22,...,2, > —1, ktére wszystkie sa tego samego znaku, prawdziwa

jest nieréwnosé

(I+x) - A+a2) ... - A4z 214z 422+ ...+ 2y



Analiza - klasa 1la Zestaw 10. 20.11.2020 10. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi réwnosé

n

k‘2—k’—1_1 n+1
Z ] D T

Powtodrzenie k=1

11. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n liczba

1. Dana jest liczba rzeczywista a # 0 taka, ze 7.52" 4 12.6"
1 s 5 1
po) +a” — 1- 4 +a. jest podzielna przez 19.
1 1 12. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n prawdziwa jest nieréwnosé
Znajdz wartoéci wyrazen — + a® i — + a.
a3 at noogk 1
. . 1 . 1 1, 1 2. >1+—.
2. Wiedzac, 7e t — — = —2, oblicz 2% — —, 25+ — 12" — —. H3k—|—1 +3”
x 3 x6 x7 k=1

3. Zatézmy, ze v +y+ 2 =a, 2? +y?> + 22 = bi xyz = ¢ # 0. Wyraz poprzez a, b, c

wartosci wyrazen 13. Niech x > 0 i n € N. Udowodnij nieréwno$¢

L N e n(n —1)
r Yy =z (1+m)">1+nw+7x2.
4. Liczby dodatnie z,y, z spelniaja réwnosé
14. Wyznacz wszystkie liczby naturalne n takie, ze
(x+y+z)-(i+;+i):9. N
[[@k=1)>2"(n—1)!+V3n.
k=1

Udowodnij, ze z =y = z.

5. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb nieujemnych a, b, ¢ zachodzi nieréwnosé

15. Liczby aq,as,...,a, sa dodatnie i a; + a2 + ...+ a, < 1. Udowodnij nieréwnosci
(a® + 0%+ be) - (b + 2 +ca) - (2 + a® + ab) > 27 - a*b*c?.
n n 1
6. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb dodatnich a, b, ¢ zachodzi nieréwnosé 1= Z O < H(l —a) < n '
k=1 k:l 1 + Z ak)
1 1 1 334 | 134, 3.4 k=1

7. Liczby z,y sa dodatnie i

2019 2019 2020 2020 2021 2021
x +vy = + = +vy .

Y
Udowodnij, ze x =y = 1.
8. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b takich, ze a + 2b # 0

a® 4 203 — 3ab?
a—+2b

=

9. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi réwnos¢

i 13 2n+3
Zk(k+2) 4 2+ 1)(n+2)



Analiza - klasa 1a Zestaw 11. 01.12.2020

Zasada indukcji 111

Twierdzenie (Silna indukcja). Dla kazdej liczby naturalnej n dane jest pewne zda-
nie T,,. Jezeli

(i) zdanie T} jest prawdziwe
oraz

(ii) dla kazdej liczby naturalnej k z prawdziwosci zdan Ty, Tb, . . ., Ty, wynika prawdzi-
wos¢ zdania Ty

to kazde ze zdan T,, jest prawdziwe.

1. Udowodnij, ze jesli n jest liczba catkowita wieksza od 3, to kwote n ztotych mozna
wyplaci¢ monetami 2 i 5 zlotowymi.

1

2. Dana jest liczba rzeczywista x taka, ze liczba x 4+ — jest calkowita. Udowodnij, ze
x

xl tez jest calkowita.

3. Zalézmy, ze ay =5, ax = 13 oraz a2 = ban4+1 — 6a, dla n € N. Udowodnij, ze

an, =2" +3" dla n € N.

dla kazdej liczby naturalnej n liczba ™ +

4. W kazde pole tabeli o 3 wierszach i n kolumnach wpisano litere «, 3 lub ~, przy
czym kazda z liter wpisano w dokladnie n pél. Udowodnij, ze mozna tak poprze-
stawiaé litery w kazdym wierszu, aby w kazdej kolumnie znalazly sie trzy rézne
litery.

5. Wierzcholki n-kata wypuklego pomalowano trzema réznymi kolorami, przy czym
kazdy kolor zostal uzyty do pomalowania co najmnieje jednego wierzchotka oraz
kazde dwa kolejne wierzchotki pomalowano réznymi kolorami. Udowodnij, ze wie-
lokat mozna podzieli¢ przekatnymi na tréjkaty w taki sposéb, ze wierzcholtki kaz-
dego tréjkata beda pomalowane na rézne kolory.

6. Udowodnij, ze kazda liczbe naturalna mozna zapisaé¢ jako sume réznych poteg
catkowitych nieujemnych liczby 2.

7. Udowodnij, ze kazda liczba naturalna zlozona jest iloczynem liczb pierwszych.

8. Znajdz wszystkie liczby naturalne n o wlasnoéci, ze grupe sktadajaca sie z n oséb
mozna podzieli¢ na zespoly cztero- i pigcioosobowe.

9. Liczby Fibonacciego. Niech f; = fo =1idla fhio = fni1 + fn dlan e N.

(a) Udowodnij, ze f, < 2"~ ! dla kazdego n € N.
(b) Udowodnij, ze dla kazdego n € N zachodzi wzér

fn+2 = 1+an

k=1

(¢) Udowodnij, ze kazda liczbe naturalng mozna zapisaé jako sume réznych liczb
Fibonacciego.

(d) (*) Udowodnij, ze kazda liczbe naturalnag n mozna zapisaé na doktadnie jeden
sposob jako

m
N = Zfij’ przy czym iy <o < ... < iy Oraz i; —ij_1 > 2.
Jj=1

(e) (Wzér Bineta) Udowodnij, ze dla kazdego n € N

() ()

10. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 2 istnieje n réznych dzielnikéw
liczby n!, ktérych suma jest rowna n!.

11. Niech z1,23,..., 2, 1 Y1,Y2, ..., Ym to liczby naturalne takie, ze
T+ 22+ ... FTh=y1+ Y2+ ... FTYn < nMm.

Udowodnij, ze z kazdej z sum x1 +xo+...+ 2, i y1 + Y2+ . . + ¥ mozna usunaé
cze$é wyrazéw (ale nie wszystkie) tak, ze sumy pozostalych wyrazéw tez beda
rowne.

12. Twierdzenie Picka. Punkt w kartezjanskim ukladzie wspélrzednych na plasz-
czyznie nazywamy punktem kratowym, jezeli obie jego wspolrzedne sa liczbami
calkowitymi.

Zalozmy, ze wszystkie wierzchotki pewnego wielokata W na plaszczyznie sa punk-
tami kratowymi. Niech I oznacza liczbe punktéw kratowych lezacych we wnetrzu
wielokata W i B oznacza liczbe punktéw kratowych na brzegu wielokata W. Udo-
wodnij, ze pole powierzchni wielokata W jest réwne

B
I+2 -1
T3



Analiza - klasa la Zestaw 12. 11.12.2020 9. Wykaz, ze

v:¢c>1 vkEN 3 c>0 vnEN " > an-

. . s , . . 10. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n
Zastosowania nieréwnosci Bernoulliego

n
[k+1
Tw. (Nieré6wno$¢ Bernoulliego) Dla kazdej liczby naturalnej n i liczby rzeczywistej Z iy % <n+l
x > —1 prawdziwa jest nieréwnosé k=1
(I1+2)">1+nz. 11. Niech ki,ks, ...k, € Nik,11 = k1. Udowodnij nieréwnosé

Ponadto, réwnos¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy = = 0 lub n = 1. ﬁ (1 N 1)ijrl 5 on

k; -

j=1 /

1. Udowodnij, ze je§lin e Niz > —1, to . . e, s
] . 12. Niech aj,a9,...,a, € Nia,4+1 = a;. Udowodnij nieréwnosé

Vra<it "
: SRR
Citl/ A

=1

2. Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej n

1 n
<1+> > 2.
n

3. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n prawdziwe sa nieréwnosci

+2 n2—n n2+2n 1
n n

>om—1, b
(a)( n > " ()<n+1> <n—|—3

4. Niech n € N. Znajdz najmniejsza mozliwa wartos¢ wyrazenia
-b\" —-b\"
19 c(1s a ’
a+b a+b

5. Dla danej liczby naturalnej n rozstrzygnij, ktora z liczb jest wicksza: n™ czy
(n + 1)n—1

6. Dla danej liczby naturalnej n rozstrzygnij, ktéra z liczb jest wigksza: "v/n + 1
czy {/n.

7. Dla n € N udowodnij nieréwnoéci

1 n 1 n+1 1 n 1
1+ — <1+ oraz 1+ — <3~n+ < 3.
n n—+1 n n+2

8. Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej n spelniona jest nieréwnosé

2
(L/ﬁ<l+\/7.
n

gdzie a,b > 0.




Analiza - klasa 1la Zestaw 13. 19.01.2021
Nieréwnosé Cauchy’ego I

Definicja. Niech aq,as,...,a, € R.

e liczbe Grtazt...+an nazywamy Sredniq arytmetyczng liczb ay,as, ..., a,.

n
e dlaar >0 (k=1,2,...,n), liczbe /aias...a, nazywamy Srednig geometryczng
liczb ay,asg,...,a,.

edlaap #0 (k=1,2,...,n), liczhe < T T nazywamy Srednig harmo-

. atat o ta
niczng liczb a1, as, ..., an,
) ) )

Twierdzenie (nier6wno$é Cauchy’ego). Dla liczb nieujemnych aq,as,...,a,
prawdziwa jest nieréwnosé

ar+ag+...+ay
n

> Yaiasz...0ay.

Ponadto, réwnoéé¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy a1 = as = ... = a,.
Oméwimy dwa dowody nieréwnosci Cauchy’ego:
e pierwszy z wykorzystaniem nieréwnosci Bernoulliego;

e drugi z wykorzystaniem tzw. indukcji Cauchy’ego: jezeli prawdziwe jest twierdzenie
T1 oraz zachodzg implikacje T,, = Tpi1 dlan =1,2,3,... oraz T, = T,
dlan=2,3,4,..., to dla kazdego n prawdziwe jest zdanie T, .

Whiosek (nieré6wno$é miedzy $redniag geometryczna i harmoniczng). Dla
liczb dodatnich a1, as, ..., a, prawdziwa jest nierownosé

Yaias . ..a, >

n
L4 L4 4L
al az

Qn

Ponadto, réwosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdt a1 = as = ... = ay,.

1. Dana jest liczba naturalna n. Udowodnij, ze

nl < (n—i—l) '
2

2. Korzystajac z nieréwnosci Cauchy’ego, udowodnij nieréwno$é¢ Bernoulliego.

3. Liczby ay,as,...,a, sa dodatnie. Udowodnij nieréwnosé
ay az Ap—1 Gnp
—+—+...+ +—2n
a9 as Ay, ay

4. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb dodatnich a, b zachodzi nieréwnosé¢

2v/a + 3Vb > 5V ab.

10.

11.

12.

. Liczby a,b, ¢ sa dodatnie i abc = 1. Wykaz, ze

a' +2b° +4d > 1.
Udowodnij, ze dla dowolnych liczb dodatnich z,y, z prawdziwa jest nieréwnosé
22 4+ 9% + 2% > 8,/zyz — 16.

Kiedy ta nieréwno$c¢ staje sie rownoécia?

Jezeli a, b, ¢ sa dlugosciami bokéw trojkata ip = %(a—&—b—&—c), to pole tego tréjkata

wynosi v/p(p — a)(p — b)(p — ¢) (wzér Herona). Udowodnij, ze sposréd wszystkich
tréjkatéw o danym obwodzie najwieksze pole ma tréjkat rownoboczny.

Liczby a, b, ¢, d sa dodatnie. Udowodnij nieréwnos¢

1 1 L 4 n 16 S 64
b ¢ d” a+btctd
Liczby aq, a9, ..., a, sa dodatnie. Udowodnij, ze

11 1 9
(ar+as+...4ay) | —+—+...+4— | =2n-.
aq as (07%%

Dane sa liczby dodatnie a4, ...,a, takie, ze a1 + a2 + ...+ a, = 1 oraz k € N.
Udowodnij, ze

1 1 1
7+7k++7k>nk+1
ay G an
Dane sa liczby rzeczywiste aq,as,...,a, wszystkie wieksze od —1. Udowodnij,
nier6wnosé
1 1 1 n?
—t ——+ ...+ = .
ar+1 as+1 a, +1 ai+as+...+a,+n
Niech n € N. Udowodnij nieréwnosé

<(n + 1)é2n + 1))“ - (a2,
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(n + 1)2n > 3n . (n')Q

3 Ve Y ad ,
Nier6wnosc¢ CaUChy €go I 11. Stosujac indukcje Cauchy’ego udowodnij, ze dla dowolnych liczb dodatnich

ai,as,...,a, zachodzi nierownosé

1. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb dodatnich a1, as, ..., an,b1,bs,. .., b, spelio- (1+a)(1+az)...(1+ay) > (14 Yarasz...an)" .

na jest nierownosé

(/alag...an—i— Vblbg...bn < {/(al +b1)(az + b2) ... (an + by).

2. Liczy dodatnie x1, x3, ..., x, spelniaja warunek 1 +z2+...4+z, = 1. Udowodnij,
1 1 1
(1+> . <1+) (1+> > (n+1)".
T T2 Tn
3. Suma liczb dodatnich aq,as,...,a, jest rowna 1. Udowodnij, ze
1 1 1
(—1)~(—1)~...- (—1) > (n—1)".
ay a2 Ay,
4. Liczy dodatnie x1, x2, ..., x, spelniaja warunek x; +x2+. ..+ z, = 1. Udowodnij,
ze

1)\? 1\° 1\? _ (n241)2
s+ —) 42+ —) +. (Tt — ] > ——
Z1 T2 T n

5. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n
n"—1>vnrtl.(n—1).

6. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n spelniona jest nieréwnosé
"1
-V 1< E —.
n-vn+ n+ 2 A

7. Niech a > 1in € N. Udowodnij nieréwnosé

a”—1>n<\/a”+1 —\/anfl).

8. Liczby dodatnie a, b, ¢, d spelniaja warunek abed = 1. Udowodnij, ze

a b c d
>1
b+c+d+1+c+d+a+1+d+a+b+l+a+b+c+1

9. Liczby a1,a9,...,a,,b1,b2,...,b, sa dodatnie. Udowodnj nieréwnosé

n 1 n
; . Z(ai + bz)2 > 4n?.
;04

1 i=1

(2
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Podzielnosé liczb

Niech a,b € Z. Méwimy, ze liczba a jest dzielnikiem liczby b (liczba b jest podzielna
przez a), jezeli istnieje liczba ¢ € Z taka, ze b = a - ¢. Piszemy wtedy a | b. Jezeli a nie
jest dzielnikiem b, piszemy a 1 b.

Przypomnijmy najwazniejsze wtasnosci podzielnosci liczb:
(i) a| 0 oraz a | a dla kazdej liczby catkowitej a.
Jezelia | bib#0, to|a| < |b].

Jezelia |bia|coraz x,y € Z, to a | bx + cy.

Jezelia |bib]a, to |a] =1b].
Jezelia |bib#0,to 2 |b.
(vii) Jezeli c € Z\ {0} to a | b wtedy i tylko wtedy, gdy ac | be.

)
)
(iv) Jezelia |bib|c toa]ec
)
)

Tw. o dzieleniu z resztg. Dla dowolnych liczb catkowitych dodatnich a,b istnieja
jednoznacznie wyznaczone liczby catkowite k i r takie, ze 0 <r < a—1 oraz

b=ak+r.

Liczbe r nazywamy reszta z dzielenia a przez b.

W dowodzie tw. o dzieleniu z reszta, jak i w dowodach innych twierdzen z teorii liczb,
mozna skorzystaé z nastepujacego twierdzenia:

Zasada minimum. Kazdy niepusty podzbiér zbioru liczb naturalnych zawiera ele-
ment najmniejszy.

1. Znajdz wszystkie liczby n € Z takie, ze
(a) n+1|n?+1,
(b) 3n+4|"m+1,
() n—1|n°+5
2. Udowodnij, ze 13 | 270 + 370,
3. Niech a,b,¢c,d € Zia—c|ab+ cd. Wykaz, ze a — ¢ | ad + be.

4. Znajdz wszystkie liczby naturalne n takie, ze liczba otrzymana z n poprzez usu-
nigcie cyfry jednosci w zapisie dziesigtnym jest dzielnikiem n.

5. Niech n € Z. Jakie sa mozliwe reszty z dzielenia n? przez 3,4, 7?

6. Liczby a i b sg nieparzyste. Wykaz, ze liczba a? + b? nie jest kwadratem.

7. Zalézmy, ze a,b € Z i 21 | a® + b%. Udowodnij, ze 441 | a® + b%.

8. Zalézmy, ze a,b € Z oraz a + b | a® + ab + b2. Udowodnij, ze

10.

11.

12.

13.

14.

(a+0)? | a* + b*.

Niech a,b,c € Z. Wykaz, ze 6 | a + b+ c wtedy i tylko wtedy, gdy 6 | a® + b® + ¢3.
Niech a,b,c,d € Z i

dla+b+c  oraz d|a®+b* + 2

Udowodnij, ze dla kazdego n € N

d]a®) 42" 49,

Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 1 liczba 2" jest suma dwéch kolejnych
liczb nieparzystych.

Liczba k jest parzysta. Czy istnieje k& liczb naturalnych nieparzystych
ni,na, ..., n, takich, ze

1 1 1
l=—4—+...4 —7
ny n2 N

Liczba p > 2 jest nieparzysta, n € N. Udowodnij, ze
p|17" 422" 4+ (p—1)P".

Dla danej liczby naturalnej n > 3 niech a, i b, to takie liczby naturalne, ze
b, <101 2™ = 10a,, + b,,. Udowodnij, ze 6 | a,b,.
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Kongruencje liczbowe

Niech a i b beda liczbami catkowitymi, zas m liczba natiralna.

Definicja. Méwimy, ze a przystaje do b modulo m wtedy i tylko wtedy, gdy m | a —b.
Zapisujemy to jako

a=b (modm) <= m|a-0b
i nazywamy kongruencjg / przystawaniem modulo m.

Zauwazmy, ze a = b (mod m) wtedy i tylko wtedy, gdy liczby a i b daja te same reszty
po podzieleniu przez m.

Jezeli a nie przystaje do b modulo m, to piszemy a # b (mod m).
Stw. (Podstawowe wlasnosci kongruencji) Niech a,b,¢,d € Z, m € N.
(i) a = a (mod m) (zwrotnosé),
(ii) @ =b (mod m) wtedy i tylko wtedy, gdy b = a (mod m) (symetria),
(iii) jeslia=b (mod m)ib=c (mod m), to a =c¢ (mod m) (przechodniosé),
)

(iv) jeSlia=b (mod m)ic=d (mod m), to a+c=b+d (mod m) oraz
a—c=b—d (mod m);

(v) jeSlia=b (mod m) ic=d (mod m), to ac =bd (mod m).

Uwaga. Nie jest prawda, ze je$li a = b (mod m) oraz d |aid|b, to = = = (mod m).

Ul e
Q| o

1. Ile wynosi reszta z dzielenia liczby 28 - 33 - 73 przez 357
2. Znajdz reszte z dzielenia liczby 3% przez (a) 7, (b) 13.

3. Niech n € Nin =3 (mod 4). Udowodnij, ze n nie jest suma dwoch kwadratéw
liczb catkowitych.

4. Udowodnij, ze 10 | 53°3 — 3333,

5. Niech z,y € Z. Wykaz, ze 7 | 10z +y wtedy i tylko wtey, gdy 7 | 2 — 2y. Nastepnie
sprawdz, czy 7 | 4378479.

6. Niech n € N. Wykaz, ze 7 | 2712 + 32n+1L,

7. Niech n € N. Udowodnij, ze 21 | 24" + 5.

8. Wyznacz wszystkie liczby naturalne n, dla ktérych 7| 2™ — 1.
Wykaz, ze 712" + 1 dla kazdej liczby naturalnej n.

9. Wyznacz dwie ostatnie cyfry dziesietne liczby 9999 — 51°1.

10. Wyznacz reszte z dzielenia przez 7 liczby

10
310t
k=1

11.

12.

13.
14.

15.

16.

Liczby a, b, ¢ sa calkowite i 9 | a? + b? + ¢2. Udowodnij, ze

9]a®—b*> lub 9|b*—c* lub 9| —d>

Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n liczba 35" — 26" jest podzielna przez
35.

Udowodnij, ze 7 | 22225%%5 + 55552222,
Niech n € N. Udowodnij, ze
(a) 9| n wtedy i tylko wtedy, gdy suma cyfr dziesietnych liczby n jest podzielna
przez 9.
(b) 11 | n wtedy i tylko wtedy, gdy naprzeienna suma cyfr dziesietnych liczby n

jest podzielna przez 11.

Niech m € N oraz m > 1. Udowodnij, ze liczba

n=ag+ aim—+ asm? + ... + apmF, gdzie ag,aq,...,ar € {0,1,...,m — 1},

jest podzielna przez m — 1 wtedy i tylko wtedy, gdy m — 1 | ap + a1 + ...+ ag.

Niech n € N i zalézmy, ze liczby 2n+ 1 i 3n+ 1 sa kwadratami liczb catkowitych.
Udowodnij, ze 40 | n.
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NWD i NWW

Niech S C N. Wéwczas min S oznacza najmniejszg liczbe ze zbioru S. Jezeli zbiér S
jest skonczony, to max S oznacza najwigksza liczbe z tego zbioru.

Najwiekszy wspdlny dzielnik liczb aq,as,...,ar € Z jest to liczba
NWD(ay,az,...,a;) =max{d € N:d | ay,d| ag,...,d | ar}.
Tw. 1. (Tozsamo$é Bezout’a) Dla dowolnych liczb naturalnych aq,aq, ..., ay ist-
nieja liczby catkowite x1,xs, ..., xx takie, ze
NWD(a1, as,...,ar) = a121 + asa + ... + apxy.
Tw. 2. Jezeli d jest wspdélnym dzielnikiem liczb a1, aso, ..., ax, to
d | NWD(ay,as,...,ax).

Definicja. Méwimy, ze liczby a,b € Z sa wzglednie pierwsze, jezeli NWD(a, b) = 1.

Tw. 3. Liczby a,b € Z sa wzglednie pierwsze wtedy i tylko wtedy, gdy istniejg x,y € Z
takie, ze ax + by = 1.

Tw. 4. (Algorytm euklidesa) NWD(a, b), gdzie a > b > 0, mozna wyznaczy¢ za po-
mocg nastepujacego algorytmu: Niech x1 = a, x2 = b. Wykonujemy kolejne dzielenia
z reszta, az do otrzymania zerowej reszty:

0<z3 <2

0<xy <23

T1 = q1T2 + T3,

Ty = qaT3 + Iy,
Th—2 = Qp—2Tk—1 + Tk, 0 <mp <xp—1
Th—1 = Qr—1Tk + Tht1, 0 <2py1 <z

T = qrpTh+1-
Woéwczas NWD(a,b) = zj41 (ostatnia niezerowa reszta).

Definicja. Niech aj,as,...,a; € Z. Kazda liczbe m € N taka, ze a; | m, az | m, ...,
ax | m nazywamy wspdlng wielokrotnoscig liczb ay,as, ..., a.

Najmniejsza wspolna wielokrotno$é liczb ay,asq, ..., ay jest to liczba

NWW(G&,QQ, e

yap) =min{m € N:ay | m,az | m,...,ar | m}.

Tw. 5. Jezeli m € N jest wspélng wielokrotnodcia liczb aq,as, ..., ag, to

NWW(aq,asg,...,ax) | m.

Tw. 6. Niech a,b € N. Wéwczas

NWW (a,b) - NWD(a, b) = ab.

1. Niech n € N. Udowodnij, ze (a) NWD(n,n+1) =1, (b) NWD(2n—1,2n+1) =1
2. Niech a,b € Z i d = NWD(a, b). Wykaz, ze liczby % i % sa wzglednie pierwsze.

3. Niech a, b, c € N. Udowodnij, ze

NS o

10.

11.
12.
13.

14.

15.

16.
17.
18.

NWD(a, b, ¢) = NWD(NWD(a, b), c).

Niech a,b,c € N, NWD(a,b) =11 c| a. Wykaz, ze NWD(b,¢) = 1.
Niech a, b € N. Udowodnij, ze NWD(a,b) = NWD(a — b, min(a, b))
Niech a,b,d € N, NWD(a,d) =11 d | ab. Udowodnij, ze d | b.

Liczby a,b,n € N spelniaja warunki a | n, b | n 1 NWD(a,b) = 1. Udowodnij, ze
ab|n

Niech a, b, k € N. Udowodnij, ze

(a) NWD(ka, kb) = k- NWD(a, b);

(b) jezeli NWD(k,b) = 1, to NWD(ka,b) = NWD(a, b).
Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej k liczby 2k + 1 i 9k + 4 sa wzglednie
pierwsze.

Udowodnij, ze kazda liczba naturalna n > 6 jest sumg dwdéch liczb naturalnych
wigkszych od 1 i wzglednie pierwszych.

Niech n € N. Udowodnij, ze NWD(n!+ 1, (n+ 1)! +1) = 1.
Niech n € Ni NWD(6,n) = 1. Udowodnij, ze 24 | n? — 1
Stosujac algorytm Euklidesa oblicz NWD(a,b) i znajdZz u,v € Z takie, ze
NWD(a, b) = au + bv, dla

(a) a =329, b= 182,

(b) a = 1492, b = 1066,

(c) a=1745, b = 1485.
Niech m,n € N i m jest liczba nieparzysta. Udowodnij, ze liczby 2™ — 11 2" + 1
sa wzglednie pierwsze.

n_q
a : ,a—l) = NWD(a — 1,n).

Niech a,n € Nia > 1. Udowodonij, ze NWD (

Zal6zmy, ze a,b € Z. Pokaz, ze NWD(5a + 3b,13a + 80) = NWD(a, b).
Niech n € N. Pokaz, ze NWW(1,2,3,...,2n) = NWW(n+ 1,n+2,...,2n).
Niech a,b € N. Udowodnij, ze NWD(2% — 1,20 — 1) = 2NWD(ab) _ 1,
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Liczby pierwsze

Definicja. Liczba p € N\ {1} jest pierwsza wtw. gdy dla kazdej liczby caltkowitej a
zachodzi implikacja a | p = a = p lub a = 1. (Réwnowaznie, liczby pierwsze to te
liczby naturalne, ktére maja dokladnie dwa rézne dzielniki naturalne). Czasami zbi6r
liczb pierwszych jest oznaczany symbolem P.

Liczbe n € N, n > 1, ktéra nie jest liczba pierwsza, nazywamy liczbg zloZong.

Stw. 1. Liczba n € N, n > 1 jest zlozona wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje liczba
pierwsza p taka, ze p < v/nip|n.

Tw. 1. Istnieje nieskonczenie wiele liczb pierwszych.
Stw. 2. Liczby pierwsze maja nastepujace wlasnosci:
(i) Jezelip,q € Pip#q, to NWD(p,q) = 1.
(ii) Jezelip e P,a € Nip+ta, to NWD(p,a) = 1.
(iii) Jezeli p € P, aj,a9,...,ax € N oraz p | ajas...ax, to p | a; dla pewnego
1€{1,2,...,k}.
(iv) Jezeli p,q1,q2,. ..

Tw. 3 (Zasadnicze twierdzenie arytmetyki) Kazda liczbe naturalna n > 1 mozna
przedstawi¢ w postaci iloczynu liczb pierwszych, tzn.

,qk €EPip|qige...qx, to p=gq; dla pewnego i € {1,2,...,k}.

n=pi1-pP2--.." Dk
gdzie p1,pa,...,pr € P. Ponadto, przedstawienie takie jest jednoznaczne z doktadno-
$cig do kolejnosci czynnikow.

Whiosek 4. (Postaé kanoniczna liczby naturalnej) Kazda liczbe naturalna n > 1
mozna przedstawié¢ jednoznacznie w postaci

n=pi"-p3*-...-ppk,
gdzie p1,p2,...,px €P, p1 < ps < ... < pg, oraz aj,as,...,ap € N.
Stw. 5. Liczby a,b € N zapisano w postaci
a=pit PPt b=plpgt el

gdzie p; € P, o, 3; e NU{0} dlai =1,2,...,k oraz p1 < pa < ... < px. Wowczas
(i) a| b wtedy i tylko wtedy, gdy o; < 3; dlai =1,2,...,k,

(i) NWD(a,b) = piin(erA)  pmin(azfa) - pmin(as,fe)
(iii) NWW(a, b) — pllTlax(ozlﬁl) _pr2nax(a2,ﬁ2) . _pzlax(ak,ﬁk).

1. Sprawdz, czy liczby (a) 347, (b) 481 sa pierwsze.

2. Wyznacz wszystkie liczby pierwsze p takie, ze liczby 4p? 4+ 1 i 6p® + 1 tez sa

10.
11.

12.

13.

14.

15.
16.

17.

18.

19.

pierwsze.
Niech n € Nin > 1. Udowodnij, ze kazda liczba postaci (a) 4 - 22" +1,
(b) 5-3%" — 2 jest zlozona.

Niech n € N i zalézmy, ze liczba 2™ + 1 jest pierwsza. Udowodnij, ze n jest potega
dwojki.

. Niech n € N i n > 4. Udowodnij, ze n jest liczba zlozona wtedy i tylko wtedy,

gdy n| (n—1)L
Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n istnieje n kolejnych liczb naturalnych
zlozonych.

Wyznacz wszystkie pary liczb pierwszych p, q takie, ze liczby Tp+ ¢ i pg + 11 tez
Sg pierwsze.

Liczba p jest pierwsza. Wykaz, ze p? = 1 (mod 24).

Zmajdz wszystkie liczby pierwsze p takie, ze liczby p 4+ 2 i p + 4 tez sa pierwsze.
Liczby p i p? + 2 sa pierwsze. Wykaz, ze liczba p? + 2 tez jest pierwsza.

Udowodnij, ze liczb pierwszych postaci 4k 4 3, gdzie k € N, jest nieskonczenie
wiele.

Znajdz wszystkie trojki liczb pierwszych p, ¢, r takie, ze
pqg+qr—+rp > pqr.

Udowodnij, ze kazda liczba naturalna jest réznica dwéch liczb naturalnych maja-
cych tyle samo dzielnikdéw pierwszych.

Dane sa dwie rézne liczby pierwsze p,q. Udowodnij, ze dla pewnych k,l € N
érednia arytmetyczna wszystkich dzielnikéw liczby p* - ¢! jest calkowita.

Znajdz liczby a, b, c € N takie, ze NWW(a, b, ¢) - NWD(a, b, ¢) # abe.
Niech a, b, ¢ € N. Udowodnij tozsamo$é
NWW(a, b, c) - NWD(ab, b, ca) = abe.
Niech a, b, ¢ € N. Udowodnij tozsamo$é
NWW(a,b,c)? - NWD(a, b) - NWD(b, ¢) - NWD(c, a) =
= NWD(a, b,c)? - NWW (a,b) - NWW (b, c) - NWW(c, a).

Zatézmy, ze a,b € N i dla kazdego k € N

a1 b2 oraz b2 | g6t
Udowodnij, ze a = b.
Liczby p, q,r sa pierwsze, n € N, oraz
P+ gt =12

Udowodnij, ze n = 1.
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Teoria liczb — powtoérzenie

. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi n? | (n +1)" — 1.

. Niech s(n) oznacza sume cyfr liczby n w zapisie dziesietnym. Udowodnij, ze jesli

s(n) = s(2n), to 9 | n.

. Niech m € N, a € Z. Wykaz réwnowaznos¢ warunkéw

(i) NWD(a,m) =1,

(ii) Istnieje liczba calkowita b taka, ze ab=1 (mod m).

Nastepnie udowodnij, ze w zbiorze {1,2,...,m — 1} jest tylko jedna taka liczba b.

Uwaga: Liczbe b nazywamy odwrotnoscia liczby a modulo m.

. ZnajdZ najmniejsze x € N takie, ze 182z = 1 (mod 97).

5. Niech z,y € N, z,y > 1 i NWD(z,y) = 1, liczba n € N jest parzysta. Udowodnij,

ze
l’+y)[$n+y"

. Czy iloczyn (a) dwdch, (b) trzech kolejnych liczby naturalnych moze byé k-ta

potega liczby naturalnej dla k£ > 17

7. Znajdz najwigksza liczbe catkowita n taka, ze n + 10 | n® + 100.

8. Niech k£ > 1, p1,p2,...,px to pierwsze k liczb pierwszych i m = p1ps ... pg. Udo-

13.

14.
15.
16.

wodnij, ze liczby m — 1 i m + 1 nie sa kwadratami.

. Niech n = 319 4+ 4105 Znajdz reszty z dzielenia n przez 7, 11 i 13.
10.
11.
12.

Wyznacz dwie ostatnie cyfry liczby (a) 9999 — 5151, (b) 20212021,
Niech n € N i liczba 2™ — 1 jest pierwsza. Udowodnij, ze n jest liczba pierwsza.

Znajdz liczby x,y € Z takie, ze NWD(a, b) = azx + by dla (a) a = 6105,b = 1121,
(b) a = 1591, b = 1517.

Znajdz liczby naturalne a,b takie, ze a 1 b, b 1 a oraz NWD(a,b) = 18,
NWW (a,b) = 630.

Niech z,y € Z i 23 | 3z + 2y. Wykaz, ze 23 | 17z + 19y.
Udowodnij, ze liczb pierwszych postaci 3k + 2, k € N, jest nieskoncznenie wiele.

Liczby naturalne n,ay,as, ..., a, sa nieparzyste. Udowodnij, ze

NWD(a1,4s, ..., an) = NWD (‘“ Ty it Gt ‘“) .

5 5 , 5

17

18
19
20

. Niech k,n € N i liczba k jest nieparzysta. Udowodnij, ze
14+24. . +n|1F 42" 4. 40P
. Wyznacz wszystkie liczby naturalne n takie, ze 3 | n - 2" + 1.

. Niech a,m,n € Nya>1ia™+1]a"+ 1. Udowodnij, ze m | n.

. Wyznacz reszte z dzielenia liczby 32" — 1 przez 23,
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Funkcje

Definicja. Niech A, B to dowolne zbiory. Iloczyn kartezjanski zbioréw A i B jest to
zbidér A x B, ktérego elementami sa wszystkie pary uporzadkowane (a,b) takie, ze
a€AibeB.

Definicje. Jezeli kazdemu elementowi x zbioru X zostal przyporzadkowany doktadnie
jeden element y zbioru Y, to mowimy, ze zostala okreslona funkcja przeksztalcajaca
zbiér X w zbiér Y. Jesli taka funkcje oznaczymy przez f, to piszemy f: X — Y.

e Jezeli y € Y jest elementem przyporzadkowanym elementowi x € X, to piszemy
y = f(x) i méwimy, ze y jest wartoscig funkcji f dla argumentu x
e 7Zbior X nazywamy dziedzing funkcji f, a zbior Y przeciwdziedzing funkcji f.

e Dla podzbioru U C X obrazem zbioru U wzgledem funkcji f nazywamy zbior
fO)=A{f(x) eY:z e U}

Zbiér f(X) nazywamy obrazem funkcji f.

e Funkcje f taka, ze dla dowolnych u,v € X zachodzi f(u) = f(v) nazywamy funkcja
statq.

e Funkcje f : X — X taka, ze dla kazdego x € X jest f(x) = x nazywamy identycz-
noscig na zbiorze X.

e Dwie funkcje f,g: X — Y sa réwne, jezeli dla kazdego = € X zachodzi f(z) = g(x).
Mozemy wéwcezas napisaé f = g.

e Powiemy, ze funkcja f jest rdzZnowartosciowa (1 - 1), jezeli dla dowolnych x1, x5 € X
z réwnosci f(x1) = f(z2) wynika, ze x1 = x5 czyli

Vo mex flz1) = flas) = @1 = 1o,

. s 1—-1 . . ;. . .. .
Piszemy wéwczas f: X — Y. Funkcje réznowartosciowe sa tez nazywane injekcja-
mi.

e Powiemy, ze funkcja f jest na, jezeli kazdy element Y jest wartodcig funkcji f, czyli
\v/yEYzl zeX Y= f(CL')

Piszemy wéwczas f : X =3 Y. Funkcje ,na” sg nazywane sa surjekcjami.
e Funkcje, ktora jest jednoczesnie réznowartoSciowa i ,na” nazywamy bijekcjg lub
funkcja wzajemnie jednoznaczng i piszemy f: X — Y.

Definicja. Zlozenie funkcji f : X — Y ig:Y — Z jest to funkcja go f : X — Z,
ktorej warto$¢ dla elementu = € X jest zdefiniowana jako

(go f)(x) = g(f(x)).

Definicja. Funkcja g : Y — X jest funkcjg odwrotng do funkcji f : X — Y, jezeli
go f jest identycznoscia na zbiorze X i f o g jest identycznodcia na zbiorze Y. Funkcje
¢ oznaczamy woéwczas f L.

Twierdzenie. Funkcja f : X — Y posiada funkcje odwrotna wtedy i tylko wtedy,
gdy f jest bijekcja.

Whiosek. Jezeli funkcja f ma funkcje odwrotna, to tylko jedna.

1. Wyznacz obrazy funkcji:

(a) f:N—=N, f(n) =2n+3,

(b) f:R—-R, f(z) =4z -7, s+l
© fiR—F f@)=a?+20—3, (@ FR\{} =R j@z) =20,

d) fRoR, f(z)=|z+2| -2

Ktéra z tych funkcji jest injekcja, surjekcja czy bijekcja?
2. Niech k € N. Czy funkcja f : N — R, f(n) = {/n + 1— ¥/n, jest r6znowartosciowa?
3. Podaj przyklady funkeji (a) f:Z 5 N, (b) g: N3 Z,

4. Podaj przyktad funkcji przeksztalcajacej zbiér N na zbidr liczb wymiernych do-
datnich.

5. Niech m,n € N, NWD(m,n) =1, c€ Zi A, ={0,1,2,...
niech r(k) oznacza reszte z dzielenia k przez n. Niech

n—1}.DlakeZ

B={km+ceZ:k=0,1,2,...,n}

Udowodnij, ze r : B — A,, jest bijekcja.

6. Udowodnij lacznos¢ zlozenia funkcji, czyli réwnosé fo(goh) = (fog)oh.

7. Podaj przyklad funkcji f,g: N — N takich, ze fog # go f.

8. Niech A, = {1,2,...,n}. Kazda funkcje wzajemnie jednoznaczng 7 : A, — A,
nazywamy permutacjg zbioru n-elementowego A,,. Permutacje 7 : A,, — A, taka,
ze dla pewnych k,l € A,, k # [, zachodzi 7(k) =1 i 7(l) = k oraz 7(m) = m
dla m # k,l nazywamy transpozycjg (elementéw k i 1). Udowodnij, ze kazda
permutacje zbioru A,, mozna przedstawi¢ jako zlozenie transpozycji.

9. Rozstrzygnij, czy istnieje funkcja f : N — N taka, ze dla kazdej liczby naturalnej
n spelniona jest rownosé

oraz 1 € f(N).

10. Funkcja f : N — N spelnia warunek: jezeli m — n jest liczba pierwsza, to
f(m) # f(n) Czy zbiér wartosci funkcji f moze byé skonczony? Jezeli tak, to
wyznacz najmniejsza mozliwa liczbe jego elementow.
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Funkcje liczbowe 1

Przedzialy liczb rzeczywistych. Niech a,b € R, a < b

(a,b) ={x € R:a < x <b} | przedzial (obustronnie) otwarty

[a,b] ={z € R:a <z <b} | przedzial (obustronnie) domkniety

(@b = {z€R:a<z<b) przefizial lewostronnie otwarty i prawostronnie do-
mkniety

przedzial prawostronnie otwarty i lewostronnie do-

mknigty

péiprosta domknieta

pélprosta otwarta

pélprosta domknieta

pélprosta otwarta

[a,0) ={z eR:a <z <b}
[a,+0) ={z €R:a <z}

(a,+0)={zr€R:a <z}
(—o0,b] ={z e R: 2z < b}
(oob)—{xeR x < b}

Funkcje liczbowe

Definicja. Funkcja liczbowa jest to dowolna funkcja f: D — R, gdzie D C R.
Czesto funkcja liczbowa jest podana samym wzorem bez wskazania dziedziny. Wéow-
czas przyjmujemy, ze dziedzing takiej funkcji jest zbiér wszystkich liczb rzeczywistych,
dla ktorych wzor definiujacy funkcje ma sens. Na przyktad

e dziedzina funkcji f(x) = vz + 1 jest zbiér Dy = [—-1,+00),

Przypomnienie: Jezeli k jest liczba naturalng parzysta i * > 0, to przyjmujemy, ze {/z
oznacza jedyna liczbe nieujemna t taka, ze t* =

71 jest zbiér D, =R\ {—1,1}.

e dziedzina funkcji g(x) =

Jezeli chcemy napisaé, ze mamy do czynienia z funkcja zmiennej x bez oznaczania jej
litera f, g itp., mozemy uzy¢ notacji z symobolem +—, np.

z—\1— a2, z— Tr? — 2z +5.

Funkcje liczbowe f,g: D — R (czyli okreslone na tym samym zbiorze D) mozemy do-
dawaé, odejmowa¢ i mnozy¢ oraz mnozy¢ przez liczbe c. Stosujemy wtedy oznaczenia
f+ag,f—g, fgicf. Jesli funkcja f nie znika w zadnym punkcie, tzn. jesli f(z) # 0

dla kazdego = € D, to mozemy tez rozwazaé iloraz %

Wazne klasy funkcji

e funkcje stalte: f(z) = ¢, gdzie ¢ jest ustalona liczba rzeczywista;
e funkcje liniowe: f(z) = ax + b, gdzie a,b € R;
e funkcje kwadratowe: f(x) = az? + bz + ¢, gdzie a,b,c € Ri a # 0;
e wiclomiany: f(z) = ap,2" +an_12" "1 +... + a7 +ao; gdzie ag, a1, - . ., a, € R. Jedli
an # 0, to méwimy, ze f jest wielomianem stopnia n;
9(x)

e funkcje wymierne: f(z) = ==, gdzie g i h sa wielomianami.

h(z)

Funkcje mozna réwniez definiowaé za pomoca kilku wzordéw, rozbijajac jej dziedzina
na kilka roztacznych podzbioréw. Na przyktad funkcje zwana wartoscig bezwzgledng
lub modulem f(x) = |z| mozna zdefiniowa¢ w nastepujacy sposéb:

T dy x > 0
flx) = By
—x gdy z < 0.

Funkcje f(z) = |z| mozna réwniez zdefiniowaé wzorem f(x) = va2.

Inne przyktady to funkcja signum:

-1 gdyx<0
sgn(a) =40 gdy =0
1 gdy x >0

oraz funkcja Dirichleta
0 gdyz€R\Q
fry =19 BY R
1 gdyxzeQ

Definicja. Wykresem funkcji liczbowej f : Dy — R nazywamy podzbiér plaszczyzny

Wi ={(z, f(z)) e RxR:a € Dy}

1. Zaznacz zbidér rozwiazan nieréwnosci na prostej i zapisz go jako sume roztacznych
przedziatéw i potprostych

(a) ba —3> -7 (e) z(x—1)>0

() |z| >2 () 2z+1)2-1<0

(c) |z +2/<5 (2) (z+1)(z—2)(z—4)>0

(d) Ve +1<3 (h) Bz +5)(x+3)(z—2)%(4—2) <0

(i) (22 =9)(z*+9)(x+2) <0
(G) (z% + 22 +2)(4x — 5)(4 — 5z) (62 — 5) <0
2. Wyznacz dziedziny funkcji

2 flz) = ST 2T (d) f@) = VVr 32— Vo i1
()f() (x2—2)(x—|—1)(x2+2)7 2

=T, o427
) f(z) =vVe+1-x,
1

T l-z-2-z

]

rz—1
x+1’9

1



10.

11.

12.

. Opisz, jak z wykresu funkeji f(x) otrzymaé wykres funkcji

8

)= f(z +a), gdzie a € R,

z) = f(z) + a, gdzie a € R,

z) = f(ax), gdzie a € R\ {0},
) = af(x), gdzie a € R\ {0}.

. Naszkicuj wykresy funkcji i wyznacz ich zbiory wartosci

(a) f(x) =22+ 2z —2,

(b) J(@)= 52,

(c) f(x) = ||x—2| —2| —2.

. Zmajdz zlozenia fogigo f funkeji f(z) = # +1lig(x)=+vax—1

+1

. Funkcja f(z) = 5 Cig spelnia warunek f o f(z) = z dla kazdego z # —3.
x
Wyznacz wspdlczynnik c.
2 n n .
. Dana jest funkcja f(z) = ﬁ Oblicz sume ; kZ:l f (‘;)

. Wyznacz dziedzine i narysuj wykres funkcji

fl)=|a-

1+ 22 14 22
+1- -1
2x 2

1+ 22
+1+
2x

1
. Dana jest funkcja f(z) = ——. Wyznacz f o f o f(2021)

1—a

Punkt P jest $rodkiem symetrii wykresu funkcji f : R — R. Udowodnij, ze P

nalezy do tego wykresu.

Wyznacz wszystkie funkcje f : R — [0,4+00) takie, ze dla dowolnych z,y € R

spelniona jest nieréwnosé

flx+y) > f(@)+ f(y)

Wyznacz wszystkie funkcje f : R — R takie, ze dla dowolnych x,y € R spelniona

jest réwnosé

f@) fly) —zy = f(z)+ fly) — 1.
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Funkcje liczbowe 11

Zat6zmy, ze D C R jest przedzialem i f: D — R.
Monotonicznoéé funkcji. Méwimy, ze funkcja f jest
e rosngca, jesli f(x) < f(y), gdy = < v,

e malejgca, jesli f(x) > f(y), gdy =z < y,

e niemalejgca, jedli f(x) < f(y), gdy = < y,

e nierosngca, jesli f(x) > f(y), gdy = < y,

e monotoniczna, jesli jest niemalejaca lub nierosnaca,
e scisle monotoniczna, jesli jest rosnaca lub malejaca
Przyktady:

e funkcja f(z) = ¥/x jest rosnaca,

e funkcja g(z) = —x — 22 jest malejaca.

Przedzial monotonicznosci funkcji f jest to przedzial, na ktérym funkcja f jest mo-
notoniczna, ktory nie jest zawarty w wiekszym przedziale o tej wtasnodci.

Przyklad: funkcja f(z) = 2? ma dwa przedzialy monotonicznoci: (—oo, 0], na ktérym
maleje i [0, +00), na ktérym rosnie.

Ekstrema funkcji. Powiemy, ze funkcja f ma w punkcie a € D

o minimum (minimum globalne), jezeli f(x) > f(a) dla kazdego x € D. Wowezas
piszemy min f = f(a) lub mDinf = f(a);

e maksimum (maksimum globalne), jezeli f(x) < f(a) dla kazdego x € D. Wowczas
piszemy max f = f(a) lub mgxf = f(a);

e minimum lokalne, jezeli istnieje przedzial (b, c) C D taki, ze a € (b,c) 1 f(z) > f(a)
dla kazdego x € (b, ¢);

o maksiumum lokalne, jezeli istnieje przedzial (b,¢) C D taki, ze a € (b,c) i
f(z) < f(a) dla kazdego = € (b, c).

Minumum globalne lub maksimum globalne nazywamy ekstremum globalnym

Minumum lokalne lub maksimum lokalne nazywamy ekstremum lokalnym. Jezeli

Przyklady:

e funkcja f(z) = 2 ma w punkcie ¢ = 0 minimum globalne i lokalne. Funkcja ta nie
ma maksiméw lokalnych.

2

e funkcja g(z) =1 — |z + 1| ma w punkcie a = —1 maksimum globalne i lokalne.

1
e funkcja h(z) = - (z # 0) nie ma ekstreméw lokalnych i globalnych

Raczej oczywisty fakt. Niech a <c¢ <bi f:(a,b) = R,

e Jezeli funkcja f jest rosnaca na przedziale (a, ¢] i malejaca na przedziale [¢,b), to f
ma w punkcie ¢ maksimum lokalne.

e Jezeli funkcja f jest malejaca na przedziale (a,c] i rosnaca na przedziale [c,b), to f
ma w punkcie ¢ minimum lokalne.

Moéwimy, ze funkcja f : D — R jest ograniczona z gory, jezeli istnieje A € R takie,
ze f(z) < A dla kazdego = € D i ograniczona z dolu, jezeli istnieje B € R takie, ze
f(z) > B dla kazdego x € D. Funkcja f jest ograniczona, jezeli f jest ograniczona z
gory i z dotu.

1. Udowodnij, ze funkcja f(z) = = jest rosngca. Wyznacz funkcje 1.

T

vi+zx

2. Wyznacz przedzialy monotonicznoéci i ekstrema funkcji, zbadaj czy funkcja jest
ograniczona z géry lub z dotu, wyznacz jej ekstrema globalne (jedli istnieja,).

() f(x):ﬁlz,xeR (f) f(z)=|lz-2/-2,z€R
(b) f<x)=71fx2,xeﬂ£ (&) f(x)=23;;31,xeR\{—%
() flx)=lz+1|+]z—1,z€R 22—+l
(d) fa)=le+1]—|e—1, 2 €R (0) f(z) = ———— = R\ {0}
(e) f(x)=|4—>bx|+|1—3z|+2z+4, 22z

zeR () f(m)ZﬁinweR

3. Wykaz, ze funkcja f(x) jest éciéle monotoniczna i wyznacz funkcje f~1.

oz
Y
4. Funkcje fi1, fo : D — R sg rosnace. Czy jest prawda, ze funkcje

g(x) = min(f(z), g(x)), h(z) = max(f(x), g(x))
rOwniez sg rosnace?
5. Opisz ekstrema lokalne funkcji Dirichleta (zob. zestaw 21.).

6. Funkcja f : D — FE jest bijekcja i jest $ci$le monotoniczna. Wykaz, ze funkcja
f~! tez jest monotoniczna.

7. Funkcje f i g sa $ciSle monotoniczne. Co mozna powiedzie¢ o monotonicznosci
funkcji f-gi fog?

8. Niech a < b. Wykaz, ze kazda funkcja monotoniczna f : [a,b] — R jest ograniczo-
na. Podaj przyklad funkcji montonicznej f : (a,b) — R, ktéra jest nieograniczona
z gory i z dotu.

9. Funkcja wszedzie nieograniczona. Funkcje f : R — R zdefiniowano w naste-
pujacy sposob: f(x) = 0 dla x niewymiernych i z = 0, oraz f(*) =n dlaz = 7,

gdzie m € Z\ {0}, n € N i utamek 7 jest nieskracalny. Pokaz, ze funkcja f jest
nieograniczona na kazdym przedziale (a,b).
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Wartos$¢ bezwzgledna

Przypomnienie:

2| x gdy x>0
Tl =
—xr gdy x <0.

Prawdziwy jest takze wzér |z| = V2.

Liczba |z| jest nazywana wartoscig bezwzgledng lub modulem liczby x.

Twierdzenie (najwazniejsze wlasnosci wartosci bezwzglednej).

(i)
(i)

(iii)

|z| > = dla kazdego z € R.
JeSlia > 01z € R to nieréwnosé |z| < a jest réwnowazna koniunkcji nieréwnoséi
—a<zr<a.

Jesli a > 01 x € R to nieréwnosé |x| > a jest réwnowazna alternatywie nieréw-
noséi x > a lub z < —a.

Jesli z,y € R to

T

|

oraz gdy y # 0 ||z||

lzy| = || - |y

Jedli z,y € R, to

x4yl <l|z|+y| oraz |lz|—|y|| < |z —yl.

1. Udowodnij (v) podpunkt Twierdzenia.

. Rozwiaz réwnania:

(a) |z +2|=238-1) (e) 22| +3z —5=|z—1]
(b) |z| —|z—2| =2 () [lz+1]-2|=1
() [t=3|+|x+4]=9 (2) ‘|x+2|f|x||:2
(d) 2z|+ |z —1|+|z+1] =4 () |lz+1]—|z—1]|=3

. Rozwiaz nieréwnosci:

(a) |b—2z| <1 (e) lx+2|—|z|>1
(b) 2—z|<1-2z (f) |2z + 6] + |3z — 12| + |z| < 20
(c) |30 —4|>7 (g) [lz+3]-2| <1
(d) |z —2| < |z +4] (h) |jz+3| -2 >3

10.

11.

12.

13.

14.

Wyznacz liczbe rozwigzan réwnania w zaleznosci od wartosci parametru m € R:

(a) ||lz| 3] =m (b) ||z| —m| =1 (c) |lz—m|-3]=1

. Rozwiaz réwnanie

2‘56— |z + \x—1||’ = ‘x—k |z — |a:—|—1||‘
Zaltézmy, ze —1 < z,y < 1. Wykaz, ze
|z —y| <[l -yl
Wykaz, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z,y, z zachodzi nieréwnos¢
lz| + 1yl + |zl < |ly+z—z|+z+z—y|+ |z +y— 2|
Wykaz, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z,y, z zachodzi nieréwnos¢
lz] + Jy| + 2| + |z +y+ 2| >z +y| + |y + 2| + [z + 2.

Udowodnij, ze dla dowolnych z,y € R spelniona jest nieréwnosé

z Yy
1+ 22

Wykaz, ze jesli a,b,c € R, to

‘\/a2—|—b2 - \/a2—|—62‘ < b=
Wyznacz wszystkie funkcje f : [0, 1] — [0, 1] takie, ze dla dowolnych z,y € [0, 1]
[f (@) = f(y)l = = —yl.
Wykaz, ze dla dowolnych funkcji f, g : [0,1] — R istnieja z,y € [0, 1] takie, ze

|f(x) +g(y) —zy| >

1 =

Udowodnij, ze dla dowlnych liczb rzeczywistych x,y, z spelniona jest nieréwnosé

lz+y+2 |2 El 2|
X .
I+le+y+z  1+zf 14y 1+|z
Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych aq,aq,...,an, b1,ba, ..., b, za-

chodzi nieréwnosé

D (lai—ag| 10 = b)) <D lai —byl.

1<i<j<n i=1 j=1
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