Analiza - klasa 4a Zestaw 12. 28.11.2024

Pochodna funkcji I1I

Tw. 1 (Cauchy’ego o warto$ci $redniej). Funkcje f,g : [a,b] — R sa ciagle na
[a, b] i rézniczkowalne na (a,b) oraz ¢'(x) # 0 dla z € (a,b). Wowczas istnieje £ € (a,b)

takie, ze
f) = fla) _ ['(€)
g(b) —gla)  g'(&)

Tw. 2 (Lagrange’a o warto$ci $redniej). Funkcja f : [a,b] — R jest ciagla na
[a, ] i rézniczkowalna na (a,b). Wowczas istnieje € € (a,b) takie, ze

Whiosek 3. Funkcja f : [a,b] — R jest ciagla na [a, b] i rézniczkowalna na (a, b) oraz
f'(z) =0 dla kazdego = € (a,b). Woéwezas funkcja f jest stala.

Tw. 4. Zalézmy, ze funkcja f : [a,b] — R jest ciagla na [a,b] i rézniczkowalna na
(a,b).

(i) Jezeli f'(z) >0dlaz €
(ii) Jezeli f'(z) >0 dlax €
(ili) Jezeli f'(z) <Odlaz €
(iv) Jezeli f'(z) < 0dlaz €

a,b), to funkcja f jest niemalejaca.

a, b), to funkcja f jest rosnaca.

a, b), to funkcja f jest nierosnaca.
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a,b), to funkcja f jest malejaca.

Tw. 5. Zal6zmy, ze funkcja f : (a,b) — R jest rozniczkowalne, ¢ € (a,b) oraz f'(c) =0

(i) Jezeliistnieje § > 0 takie, ze f'(z) < 0dlax € (¢c—0,¢) i f'(z) > 0dlax € (¢, c+9),
to f ma w ¢ minimum lokalne.

(ii) Jezeliistnieje 0 > 0 takie, ze f'(z) > 0dlax € (¢—d,¢)1 f'(z) < 0dlaz € (¢, c+9),
to f ma w ¢ maksimum lokalne.

Jezeli nieréwnoéci sa ostre, to odp. ekstrema sa wlasciwe.

1. Funkcje f,g : [a,b] — R sa ciagle na [a,b] i rézniczkowalne na (a,b) oraz
f(a) = f(b) = 0. Udowodnij, ze istnieje & € (a,b) takie, ze

g &)+ (&) =0.

a’ﬂ,
= 0.
n+1
Udowodnij, ze wielomian P(z) = an,z™+...+a1x+ag ma pierwiastek w przedziale
(0,1).
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2. Liczby rzeczywiste ag,aq, ..., a, spelniaja réwnosé¢ ag + ?1 + ...+
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3. Udowodnij, ze arctgx + arcth —_ jesli x > —1.
1+2 4
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. Funkcja :

Niech a1, as, . . .,a, € R\{0}, b1,b2,...,b, € Roraz b; # b; dlai # j. Udowodnij,
ze réwnanie

alxbl + agxb"‘ +...+ ana:b" =0
ma co najwyzej n — 1 pierwiastkéw dodatnich.

(0,+00) — R jest rézniczkowalna oraz inf f/ > 0. Udowodnij, ze
lim f(z) = +oo.

r—00

Udowodnij nieréwnosci:

(a) [tgz —tgy| > |z —y| dlaz,y € (=5, 5);
(b) |arctgx — arctgy| < |z —y| dla z,y € R;

a—1b a a-—b
(c) . <lng<lea0<b<a.

Stosujac tw. Cauchy’ego o wartosci $redniej udowodnij nieréwnosci:

z? 2?2t
(a)lf§<cosxdlax5£0, (c) Cosx<lf§+jdlax5£0,
(b) mf§<sinxdlax>0, (d) sinx<xf§+§dlam>0.
Funkcja f : (a,+00) jest rézniczkowalna i lim f'(z) = c. Udowodnij, ze

r——+00

lim (f(0+1) — f(z) = c.
— 400

Udowodnij, ze dla x > —1 zachodza nieréwnosci Bernoulliego:

(a) 14+z)"214+rzdlar>1; by +2z) <l4+rzdlad<r<1.
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Udowodnij nieréwnosci:

(a) 2zarctgz > In(1+ 2?), z € R; (e) ze™? <e® —1, x> 0;

(b) In(1 4 z) > 2B8L 2 (f) e* < (1+2)%, 2 > 0;
z x
In(1+2) < , T > 0;
() nz < =, > 0; &) Wl +2) < g @
in? 41\ .
(d)cosa:<81;72x,0<x<%; (h)( 9 ) <zt x> 0;

Wyznacz przedzialy monotonicznoéci, ekstrema lokalne i kresy funkcji

(EQ
(@) fo) =2e=" (0) fl) =

Ktéra z liczb jest wigksza: e™ czy n°?

Wykaz, ze jesli z,y > 01ia > 1, to (z+y)* > z* + y°.

(c) flx) = Vx+1- Va2 -2z + 1.

Wykaz, ze dla dowolych liczb dodatnich a, b takich, ze a # b zachodza nieréwnosci

b—a a+b
Vab < g <

Liczbe mgﬁ nazywamy $rednig logarytmiczng liczb a i b.



