Analiza - klasa 4a Zestaw 10. 14.11.2024

Pochodna funkcji I1

Tw. (Pochodna funkcji odwrotnej) Jezeli funkcja f : (a,b) — (c,d) jest bi-
jekcja, jest rézniczkowalna w punkcie zg € (a,b), f'(x9) # 0 i funkcja odwrotna
ft:(c,d) — (a,b) jest ciagta w punkcie yo = f(z0), to funkcja f~! jest rézniczko-
walna w punkcie yo = f(x0) i
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Pochodne funkcji cyklometrycznych:
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Lemat Fermata. Jezeli funkcja f : (a,b) — R jest rézniczkowalna w punkcie ¢ € (a, b)
i ma w tym punkcie ekstremum lokalne, to f’(c) = 0.

Tw. Rolle’a. Funkcja f : [a,b] — R jest ciagla na [a,d] i rézniczkowalna na (a,b).
Jezeli f(a) = f(b), to istnieje £ € (a,b) takie, ze f/'(£) = 0.

1. Okresl parametry a,b,c,d tak, aby funkcja f miata pochodng na calym zbiorze
liczb rzeczywistych:

axr+0b dla z <1,
flz) = ax’+c dlal<z<2,
dz? +1
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2. Podaj przyklad funkcji rézniczkowalnej, ktérej pochodna nie jest ciagla.

3. Liczba xg jest k-krotnym pierwiastkiem wielomianu P i k > 1. Wykaz, ze xq jest
(k — 1)-krotnym pierwiastkiem wielomianu P’.

4. Funkcja f : (a,b) — R jest rézniczkowalna w x¢ € (a,b). Wykaz, ze

lim f(zo+h)— f(zo —h)

Lim o7 = f'(z0).

Czy z istnienia powyzszej granicy wynika rézniczkowalno$é funkcji f w xq?

5. Znajdz wzory dla sum (a) Z kx*=1) (b) Z kek®.
k=1 k=1

10.

11.

12.

Funkcje f i g sa rézniczkowalne w punkcie a. Oblicz granice

(a) lim 2@ =af(@) (b) lim £@9(@) = F@)g@)

r—a r—a r—a €T —a

Funkcje fi1, fa, ..., fr : (a,b) — R sa rézniczkowalne w punkcie g € (a,b). Znajdz
wzér na (f1- fo ... fi) (zo).

Wyznacz pochodne funkeji f(z) = &z i g(x) = Inz korzystajac z tw. o pochodnej
funkcji odwrotnej.

Oblicz pochodne

(a) f(x) = sin(arc cos z) (c) f(x) = arctg(ed®)

(b) f(x) = arcsin (Mf:z:?) (d) f(z) =In’(arctgz + %)

Wielomian W o wspolczynnikach rzeczywistych ma n réznych pierwiastkow rze-
czywistych. Wykaz, ze wielomian W’ ma co najmniej n — 1 réznych pierwiastkéw
rzeczywistych.

Funkcja f : [a, +00) — R jest ciagla na [a, +00) i rézniczkowalna na (a, +00) oraz
1irl1 f(x) = f(a). Wykaz, ze istnieje £ € (a, +00) takie, ze f'(§) = 0.

Wielomian P stopnia n ma n réznych pierwiastkéw rzeczywistych. Wykaz, ze
dla dowolnej liczby a # 0 wielomian P’(x) + aP(x) ma n réznych pierwiastkow
rzeczywistych.



