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Cigglosé funkcji 11

Definicja. Niech I C R to przedzial. Méwimy, ze funkcja f : I — R ma wlasno$¢ Dar-
boux (wlasno$é przyjmowania wartosci posrednich), jezeli dla dowolnych x1,29 € I i
dowolnej liczby y lezacej pomiedzy f(x1) i f(z2) istnieje liczba t lezaca pomiedzy xq
iz 1 taka, ze f(t) =y.

Tw. 1. Funkcja ciagla f : (a,b) — R ma wlasno$é Darboux.
Przyktad. Funkcja f: R — R,

1
sin— dlaz#0
flx) = T
0 dlaz =0
ma wtasno$¢ Darboux, ale nie jest ciagla w 0.

Whiosek. Jezeli funkcja f : (a,b) — R jest ciagla, to dla kazdego przedzialu domknig-
tego [c,d] C (a,b) jego obraz f([c,d]) C R réwniez jest przedzialem domknietym.

Whiosek. Kazdy wielomian nieparzystego stopnia ma pierwiastek rzeczywisty.
Whniosek. Funkcja f : (a,b) — R ciagla i réznowartosciowa jest $cisle monotoniczna.

Tw. 2. Niech I C R bedzie przedziatem. Jezeli funkcja f : I — R jest ciagla i rézno-
wartosciowa, to funkcja f~1: f(I) — I jest ciggla.

Definicja (funkcje cyklometryczne).

(i) arcsin : [~1,1] — R to funkcja odwrotna do sinz, z € [-F, 7]
(ii) arc cos : [-1,1] — R to funkcja odwrotna do cosz, = € [-F, §],
(iii) arctg : R — R to funkcja odwrotna do tgz, z € (=3, 3),
(iv) arc ctg : R — R to funkcja odwrotna do ctgz, x € (0, 7).
Stw. 3. Funkcje cyklometryczne sa ciagte.

1. Funkcja f : [0,1] — [0,1] jest ciagla. Udowodnij, ze istnieje ¢ € [0,1] takie, ze
fle) =c.

2. Funkcje f,g : [a,b] — R sa ciagle, f(a) < g(a) i f(b) > g(b). Udowodnij, ze
istnieje ¢ € (a,b) takie, ze f(c) = g(c).

3. (a) Udowodnij, ze réwnanie 2z = sinx + 1 ma rozwiazanie w przedziale (0,1).
(b) Udowodnij, ze réwnanie e* = 3z ma co najmniej dwa rozwiazania.
(¢) Udowodnij, ze réwnanie 2* = 1 ma dokladnie jedno rozwiazanie.

4. Funkcja f : R — R jest ciagla i malejaca. Udowodnij, ze istnieje ¢ € R takie, ze
fle)=c

5. Funkcja f : [0,2] — R jest ciagta i f(0) = f(2). Udowodnij, ze istnieja punkty
a,b € [0,2] takie, ze b—a =11 f(a) = f(b).

10.

11.

12.
13.
14.

15.

Funkcja f : [1,+00) — R jest ciagla i nieograniczona z géry i z dotu. Udowodnij,
ze f przyjmuje kazda warto$¢ nieskonczenie wiele razy.

Podaj przyktad funkcji ciaglej f : R — R, ktéra przyjmuje kazda warto$é¢ do-
kladnie trzy razy. Czy istnieje funkcja ciagla f : R — R, ktora przyjmuje kazda
wartos¢ doktadnie dwa razy?

Funkcja f : R — R jest ciagla i réznowartosciowa i istnieje n € N takie, ze n-ta
iteracja funkcji f jest identycznoscia, czyli f™(x) = x dla wszystkich 2 € R. Udo-
wodnij, ze

(a) jedli f jest rosnaca, to f(x) = x dla wszystkich z € R,

(b) jedli f jest malejaca, to f2(z) = x dla wszystkich z € R.

Dana jest funkcja ciagta f : R — R spelniajaca warunki

£(1000) =999,  f(z)- f(f(x) =1 dlaxzeR.

Oblicz f(500).

Dana jest funkcja f(z) = 2° + 2, € R. Udowodnij, ze f ma funkcje odwrotna i
wyznacz granice
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Dana jest funkcja f(r) = ———, = € R. Udowodnij, ze f ma funkcje
V1+ 22+ 26
odwrotng i oblicz granice
-1
lim 7f (y)
y—=0 Yy

Udowodnij, ze jesli x > 0, to arctger < < arcsinz.
Oblicz granice funkcji arctgz i arc ctga w £oo.

Oblicz granice

. arcsinzx . arctgw . arccoszw
a) lim —— b) lim ¢) lim ——.
(a) lim——, (b) lim—==, (c) lim T

Udowodnij tozsamosci
(a) cos(arcsinz) =sin(arccosz) = V1 — 22, 2z € [-1,1]
(b) arccosz = arcsin (V1 —22), z€[0,1]

arc cos(2x? — 1) arc cos (1 — 222)

(c) arccosz = —y ———, aic sinx = 5 , x€l0,1]
. T 1
(d) sin(arctgz) = Niwwrt cos(arctgx) = it z€eR

(e) arctgz +arcctgr = =, z€R
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(f) arctgz + arctg— = g, x>0
x



