Analiza - klasa 4a Zestaw 4. 26.9.2024

Granica funkcji

Definicja. Niech A € R. Méwimy, ze liczba b € R jest punktem skupienia zbioru
A, jezeli istnieje ciag liczb a, € A\ {b} taki, ze a, — b. Przyjmujemy, ze 400 jest
punktem skupienia zbioru A niegoraniczonego z gory, a —oo jest punktem skupienia
zbioru A niegoraniczonego z dotu. Umawiamy sie, ze R U {—o0, +00} = R.
Definicja Heinego (ciagowa) granicy funkcji w punkcie. Niech A C R, b € R
jest punktem skupienia zbioru Ai f: A — R. Méwimy, ze g € R jest granica funkcji
f w punkcie b, jezeli dla kazdego ciagu a,, € A\ {b}, takiego ze a,, — b zachodzi
f(ay,) — g. Piszemy wéwczas lin%7 fley=9g lub  f(x) =0, g-

xr—
Granice jednostronne. Méwimy, ze g jest granica prawostronng (lewostronna) funk-
cji f w punkcie b € R jezeli dla kazdego ciagu a,, € AN (b, +00) (an, € AN (—00,b))
takiego, ze a, — b zachodzi f(a,) — ¢. Piszemy wéwczas

lim+ f(x) = g (granica prawostronna) 1 lim f(z) = g (granica lewostronna).
z—b r—b~

Stw. 1. Niech A C R, b € R jest punktem skupienia zbioru A i f: A — R. Wéwczas
lin}) f(z) = g wtedy i tylko wtedy, gdy lirn+ fl@)= lim f(x)=g.
r— z—b z—b—
Stw. 2. (Wlasnosci arytmetyczne granicy funkcji) Niech A C R, f,g: A — R,
b € R jest punktem skupienia zbioru A i istniejg granice lin%) f(z) =c, lirr%) g(x) =d,
r— r—

gdzie b, c € R. Wéwczas

(i) jesli jest okreslona suma/réznica ¢+ d, to litri(f(:v) tg(x))=c=td.

(ii) jesli jest okreslony iloczyn c - d, to lirr}) f(x)g(z) = cd.

I c . flx)
(iii) jesli jest okreslony iloraz > to glglir}) m =7

Stw. 3. (Granica zlozenia funkcji) Niech A, BCR, f: A— R, g: B— R. Jezeli

e f(4)CB,
e a € R jest punktem skupienia zbioru A, lim f(z) =b € R i f(z) # b dla = dosta-

tecznie bliskich a,

e b jest punktem skupienia zbioru B i lirr}7 g(y) =ceR,
yAP

to lim ¢g(f(z)) = c.

r—a

Stw. 4. (Wazne granice)
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1. Udowodnij, korzystajac z definicji granicy funkcji w punkcie, ze
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(a) lim Inz=—oc0 (b) limsine=0 (c) imcosz=1 (d) lim — =0
z—0+ x—0 x—0 x—+00 lnx
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2. Niech a > 0. Udowodnij, ze lim — =4o0i lim = 0.
rz—+oo % r—+oo %
3. Oblicz granice, o ile istnieja, badajac odpowiednie granice jednostronne.
1 1 1
li li — lim — lim ——
@i O lme|] @il @
4. Oblicz granice
2
(a) lim Vz+1—+vz—1 (¢) lim " —1
ree 21222 —x—1
. 2?1 (T4 2)(1+22)(1+32) -1
S S (d) lim p
) 1 (14 z)° — (14 52) N . ANIT—x =T
e) lim 3 = () lm e
z—0 z2 4+ 2z z—-32 24 Yz
(f) hmx+m2+..,+x202272022 ) 27T ¥ 6x — 1427 — 3
z—1 x?2 -1 (k) ili% T+ x2 + 3
257 .
(g) lim & 2577+ 250 0 tim VDO = V3). (1= Ya)
x—1 (.’L‘ - 1) ot (1 o m)gg
4 6 8 10,
(h) lim VeV Yot Vet Ve (m) lim Ve+1l—+ya—1
Tr— 00 —
V961z + 1024 T
. . wﬁ - 8 . 3 3
() Jim oA () tim ¥z (Yar 17— Y12
5. Oblicz granice
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6. Oblicz granice (a) lim 2%, (b) lim z*"% (c) lim (ln ) (d) lim (e® —1)".
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7. Wykaz, ze funkcja Riemanna f: R — R

q

Fa) = 1 gdy z € Q\ {0}, =2, gdzie p € Z, ¢ € N, NWD(p, q) = 1
o gdy c¢ Qlubz =0

ma w kazdym punkcie a € R granice réwna 0.



