Analiza - klasa 4a Zestaw 2. 10.9.2024

Funkcje wyktadnicza i logarytmiczna 11

Definicja potegi o wykladniku rzeczywistym. Niech a > 0. Wiemy juz, ze jesli
z € Q, to a® = exp(zlna). Ostatnia réwnosé ma sens dla dowolnego =z € R, wigc
definiujemy potege liczby a z wykladnikiem z € R wzorem

zlna

a® =exp(zlna) =e

Funkcje f : R — (0,400) dana wzorem f(x) = a® nazywamy funkcjg wykladniczq o
podstawie a.

Stw. 1. Jezeli a,b > 0ix,y € R to
1 1\"
(ia* Y =a* - aVia %= — = <> (ii) a®¥ = (a®)?, (iii) a® - b* = (ab)®,

a* a
Stw. 2. Obrazem funkcji wykladniczej o podstawie a # 1 jest zbiér (0, +00). Ponadto

e Jezeli a > 1 to funkcja x — a” jest Scidle rosnaca Jesli x,, — 400, to a*» — +o00 i
a " — 0.

e Jezeli a < 1 to funkcja © — a” jest $cidle malejaca Jedli x,, — +o0, to a®™ — 0 i
a” " — +00.

Definicja logarytmu. Niech a > 0 i a # 1. Wéwczas funkcja a® : R — (0, +00)
jest bijekcja, ma wiec funkcje odwrotna. Logarytmem o podstawie a z liczby y > 0
nazywamy jedyng liczbe rzeczywisty o taka, ze a® = y. Piszemy wéwczas

log,y = =.
Logarytm o podstawie a = 10 nazywamy logarytmem dziesietnym 1 zapisujemy
logy = log,oy. Oczywiscie Iny = log, y.
Stw. 3. Jezelia >01ia # 1, to
(i) log,1=01ilog,a=1;
(i) log,(zy) = log, x + log, y dla x,y > 0;
(ili) log, (z¥) =y -log,z dlaxz>01iy €R.

Stw. 4. Funkcja x — log, x, gdzie = € (0, +00) jest rosnaca dla a > 1 i malejaca dla
a < 1, a jej obrazem jest caly zbiér liczb rzeczywistych.

Stw. 5. (Zmiana podstawy logarytmu) Niech a,b > 0, a,b # 1, x > 0. Wowczas

1
log, = = %8 %

~ logya’

1. Cgzy liczba niewymierna podniesiona do potegi niewymiernej moze dac liczbe wy-
mierng?

2.

3.

4.

10.

11.
12.

13.

Wykaz, ze dla a1, a9,...,ax >0, a; # 1

log,, az -log,, as ... log,  aj-log, a; =1

1
Wykaz, ze dla a,b > 0, a # 1, oraz p # 0 zachodzi réwnosé log,, b = —log, b.
p

Uprosé wyrazenia

(a) logy /527 (f) log 527 -loggy 16

(b) 2o — 5oss?

(C) (\/ﬁ)log2 9 (g) logg \/g -logys \3/? . logi 32
1.

(d) <\3/§) Pioss ) h log, 24 _ log, 192

(e) logh -log20 + (log2) loggg 2 logy, 2

. ZnajdZ granice (a > 01ia # 1)

(a) lim (log,(n + 1) —log, n), (d) Tim {/log,n,
1 . 1
(b) lim 22" 45, () lim n@eaw,
n—00 n n—oo
(¢) lim log, x, z >0, (f) lim log,(n +1).

1
Wykaz, ze jedli 0 < a <1 < b, to logab+zlogba+1 < 0.

Niech a,b,c,x > 01 a,b, c,abc # 1. Wiedzac, ze log, x = 2, log, © = 3, log,x = 6,
oblicz log,;,. x.

Niech x1,29,...,Zn,a > 01 2129 ...2, = a. Udowodnij, ze

(loga x1)2 + (loga x2)2 .t (loga l'n)2 >

s |-

Niech n > 2. Wykaz, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych aq,a9,...,a, > 1
log, (as) +log,,(as) + ... +log, _ (an)+log, (a1)>n.

Niech n > 2. Wykaz, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a1, a9, ...,a,, 2 > 1

108 varasman (%) < T\l/loga1 (z) -log,,(z) -...-log, (x).

2
Niech z > 0. Udowodnij nieréwnosé x — % < In(l + ).

Dany jest ciag liczb dodatnich (a,) taki, ze a, # 11 a,, — 1. Udowodnij, ze

1
lim —9n .
n—>00an*].

Oblicz granice ciagu o wyrazach

an<1+nlg> <1+§2>...(1+:2).



