Analiza - klasa 4a Zestaw 21. 18.4.2024

Calka Newtona

Definicja. Niech a < b i f : [a,b] — R bedzie funkcja ciaglta. Calka Newtona (calka
oznaczona) funkcji f na przedziale [a, b] jest to liczba

b
/ f(x)dz = F(b) - F(a),

gdzie F' oznacza dowolna funkcje pierwotna funkcji f. Ten sam wzér uznajemy za
definicje calki oznaczonej w przypadku a > b.

Stw. 1. (Liniowo$¢ calki Newtona) Jezeli funkcje f,g : [a,b] — R sa ciagle,

b b
a, B eR, to/ (af(m)—i—ﬂg(m))dx:a/ f(x)dm—i—ﬂ/ g(x)dx

Stw. 2. (Wz6r na calkowanie przez czesci) Jezeli funkcje f,g
rézniczkowalne i funkcje f7, g’ sg ciggle, to

b b
/ f(@)g (@) dz = F(B)g(b) — F(a)g(a) — / J(2)g(x) da

Stw. 3. (Wzér na catkowanie przez podstawienie) Niech ¢ : [a,0] — I C R be-
dzie funkcjg rézniczkowalng taka, ze funkcja ¢’ jest ciagla i f : I — R bedzie funkcja
ciaglta. Wowczas

i la,b] — R sa

g(b)
/ Fo(@))g (@) dz = / F(t)dt = F(g(b)) — Flg(a)),
g(a)

gdzie F' oznacza dowolng funkcje pierwotna funkcji f.

Stw. 4. (Monotoniczno$é catki) Jezeli funkcje f, g

[a,b], to /ab f(z)dz > /abg(:r) dz.

: la,b] — R sa ciaglei f > g na
[a, 0] a clag g

Stw. 5. (Tw. o wartosci éredniej dla catek) Jezeli funkcja f : [a,b] — R jest
1 b

ciagla, to dla pewnego £ € (a, b) zachodzi 5 / flx)dx = f(&).
—al,

Tw. 6. (Przyblizanie calki sumami calkowymi) Niech f : [a,b] — R be-

dzie funkcja ciagla, e > 0. Wowczas istnieje § > 0, ze dla dowolnych punktéw
a=x90 < x| < ...< T2 = btakich, ze x; —x;,_1 < ddlai = 1,2,...,n oraz
t; € [xi—1, z;] zachodzi

< E.

(z)dz — Z Ft) (@ —xio1)

Interpretacja geometryczna catki Newtona: Jezeli f : [a,b] —
. b
cja ciagly, to catka [ f(x)

[0, +00) jest funk-
dz jest rowna polu pod wykresem funkcji f.

10.

. Oblicz catke /
0

. Oblicz catki

T 2,
(c)/ tg2x de, (d)/ xe® dax.
0 ~1

(a)/ In z dz, (b)/ zsinzdx,
1/e 0

. Funkcja f : [a,b] — R jest ciagta. Udowodnij nieréwnosci

—a)sup f
[a,b]

() 6= a) nf f < / I

/ ' fla)ax| < / blf(fv)\d:v-

Funkcja f : [—a,a] — R jest ciagta. Wykaz, ze
(a) jesli f jest parzysta, to / flx)dx = 2/ f(z)dz,
—a 0

(i)

(b) jesli f jest nieparzysta, to fl@)dxz = 0.
Funkcja f : [0,1] — R jest ciagta. Udowodnij réwnosci

a) /0’2‘ f(sin:v)dx:/OT2r f(cosz)dz, (b) /Owgcf(sinx)dac:7T/072r f(sinzx) da.

rsinx
— - dz
1+ cos*zx

18 x 18 600
Funkcja f jest ciagla na pewnym przedziale zawierajacym liczbe a. Udowodnij,

1 a+e
ze gli%l+ 2—£/@ f(z)dz = f(a).

—€

1 2
. . . . cos“t
Oblicz granice (a) zEI—&r-loo \F/ In (1 + \[) dt, (b) whj{){r x/x — dt,

2 2
x
Wyprowadz wzér na pole elipsy o réwnamu — + v _ 1.

b2

17 !si T 1
Udowodnij nieréwnosé — < / T e < — 4 —

n

Oblicz granice (a) lim 1; Nk b) lim n Z nz T R2




