Analiza - klasa 4a Zestaw 20. 11.4.2024

Calka nieoznaczona 11

Funkcje hiperboliczne. Przypomnijmy:
il et —e " e +e "
sinhy = ——— _

2 2
Fatwo wyprowadzi¢ tozsamosci

cosh?z —sinh?z =1
cosh(2z) = 2sinh? z — 1,

sinh(2z) = 2cosh z - sinh z.

(tzw. jedynka hiperboliczna),

Latwo sprawdzi¢, ze [sinhadz = coshz + C'i [coshzdz =sinhz + C.

Sinus i cosinus hiperboliczny maja funkcje odwrotne:

arsinhy = In (y—|— Vy?+ 1)7 y € R, arcoshy = In (y—|— Vy?— 1), y=>1

oraz . )
(arsinhy)’ = ———, (arcoshy) = ———, y > 1.
/y2 +1 y2 -1
Mamy wiec kolejne wazne funkcje pierwotne:
dz dx
——— = arsinhx + C, /7 = arcoshz 4+ C.
/\/302—1—1 vz -1

Tw. o calkowaniu przez podstawienie. Zalézmy, ze funkcja f jest ciagla, funkcja
g jest rozniczkowalna i ¢’ jest ciggla, oraz F jest funkcja pierwotng funkcji f. Woéwcezas

[ 9@y o' @yas = Flgtay) + C.

Do catkowania funkcji wymiernych przydatne jest twierdzenie:

Tw. o rozkladzie funkcji wymiernej na ulamki proste. Kazda funkcja wymier-
na F' jest sumg pewnego wielomianu i pewnej liczby utamkéw prostych, czyli funkeji
wymiernych postaci
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Mianowniki tych utamkow prostych sa dzielnikami mianownika F'.

A B,acR,b>0keN.

1. Oblicz calki, stosujac tw. o caltkowaniu przez podstawienie:
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2. Oblicz calki
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/ arc sin x dx, / arsinh x dx, / digg
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3. Oblicz calki z funkcji wymiernych:
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4. Udowodnij istnienie funkcji pierwotnej funkcji f : R — R okreslonej wzorem
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