Analiza - klasa 4a Zestaw 18. 20.3.2024 4. Wielomiany Hermite’a. Niech f(z) =e % idlan=0,1,2,...

2

H,(z) = (=1)"e" - f™(2), reR

Pochodne WyZSZYCh I‘ZQdOW (a) Wykaz, ze dlan =0,1,2,... funkcja H,, jest wielomianem stopnia n.
Definicja. Zat6zmy, ze I C R jest przedzialem i f : I — R. Pochodng rzedu 0 funkcji (b) Udowodnij zalezno$¢ rekurencyjng Hyi1(z) = 20Hy (x) — 2nHy 1 (2).
f nazywamy sama funkcje f. Mozemy pisaé¢ f(0) = f. 5. Zalézmy, ze P jest wielomianem stopnia n. Udowodnij, ze dla dowolnych ¢,z € R
Pochodna rzedu n funkeji f w punkcie a € I definiujemy jako pochodne funkcji f*—1 , .
: ; (¢) P"(c) 2 P (c) n
w punkcie a, czyli Plx)=Ple)+ ——(@—c)+——(x—c)°+...+ (@ —0o)".
™ (a) = (f™ VY (a). 1! 2! n!
Jezeli ta pochodna (jako odp. granica) istnieje, to méwimy, ze funkcja f jest n-krotnie Wyznacz k-ty wielomian Taylora wielomianu P w punkcie c.
rozniczkowalna w punkcie a. Jezeli funkcja f jest m-krotnie rézniczkowalna w kaz- 6. Udowodnij, ze dla kazdego x € R prawdziwe sg wzory:
dym punkcie x € I, to méwimy, ze jest ona n-krotnie rézniczkowalna (na przedziale
I). Funkc; () I 5 -t hodna funkeji f lub o (—1)nz?ntt (=1
). Funkcje = — f (x), (z € I) nazywamy woéwczas n-ta pochodna funkcji f lu Sinx:Z( )x 7 cosxzz( )'x -
pochodna rzedu n funkcji f. — (2n+1)! — (2n)!
Stw. 1. (Wzér Leibniza) Zal6zmy, ze funkcje f,g : I — R sa n-krotnie rézniczko-
walne w punkcie a € I. Wowczas 7. Wyznacz n-ty wielomian i reszte Taylora w zerze funkcji z zadania 4.
n 8. Udowodnij, ze dla kazdej liczby rzeczywistej > 0 zachodza nieréwnosci
() () — Y o(k) (n—Fk)
(f9)™ (@ =>_(, ) f*®(@g" " (a).
k 1 1, 1
k=0 (a)1—|—§x—§x <\/1+x<1+§m.
Tw. 2. (Wz.(')r Taylora z reszta Lagrange’a) Za}éZ@y, Zg funkcja f : (a,b) — R (b) z — lj + QLS _ 3;4 <ln(l+z)<z-— ﬁ + £3
ma w przedziale (a,b) pochodne do rzedu n + 1 wlacznie. Niech ¢ € (a,b) Wowczas 2 3 4 2 3
dla dowolnego = € (a,b), istnieje punkt ¢ lezacy pomiedzy ¢ i z, ze 9. Znajdz przyblizenie wymierne liczby /e z doktadnogcia 1073.
noflk) (n+1) 10. Udowodnij, ze
f(ﬂf) _ Z f k'(c) (.’E o c)k: + f(n—i—l()g')(l, _ C)n+1. o [e%e) (71)]@71
k=0 n2= nz::l —
*) (¢ . .
Uwaga: Wystepujacy w powyzszym wzorze wielomian T, (z) = > 1_, f kk!( )(a: — )k 11. Wykaz, zedlaneNiz >0
nazywamy n-tym wielomianem Taylora funkcji f w punkcie ¢, funkcje R,(z) =
f(x) — T,,(z) nazywamy n-tq resztq Taylora funkcji f w punkcie c. o Zn: xfk < ze”
= K S on

1. Wyznacz funkcje f(z) dla (a) f(z) = 2%, a € R, (b) f(x) = In(a + ), a > 0,
(c¢) f(z) = e, a # 0, (d) f(z) = sin(ax), a # 0, (e) f(xr) = log,(x), a > 0,
() f(z) =a*, a>0.

12. Funkcja f jest rézniczkowalna na przedziale [0,1], f(0) = f(1) = 0 i funkcja f”
istnieje na przedziale (0,1) i |f”(z)| < A dla kazdego z € (0,1). Udowodnij, ze

2. Oblicz n-ta pochodna funkcji (a) f(z) = xe®, (b) g(x) = 23 sin(5x). ()] < A dla z € [0, 1]
3. Niech . 2
e~ 1/*" dlax #0,
fz) = _
0 dla z = 0.

Wykaz, ze f(0) = 0 dla kazdego n € N i f()(z) = e=V/*" P, (1/2) dla z # 0,
gdzie P, jest wielomianem o wspoélczynnikach catkowitych.



