Analiza - klasa 4a Zestaw 16. 14.2.2024

Pochodna funkcji IV

Tw. 1. Funkcja f : (a,b) — R jest rézniczkowalna. Wéwezas funkeja f' ma wlasnodé
Darboux.

Tw. 2. (Regula de "'Hospitala) Niech b € RU {+oc0}. Funkcje f,g: (a,b) — R sa
rézniczkowalne, ¢'(z) # 0 dla = € (a, b),

lim f(z) = limg(z) =0 lub lim g(z) = +o0
z—b z—b z—b

oraz istnieje granica
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Lemat. Niech f : (a,b) — R, gdzie b € RU 400 i dla kazdego ciagu rosnacego (x,)n
takiego, ze x, — b zachodzi f(x,) — c. Wéwczas lirr%) f(z) =c

1. Okno na poddaszu ma mie¢ ksztalt trapezu réwnoramiennego, ktérego krotsza
podstawa i ramiona maja dlugosé¢ po 40 cm. Jaka dlugosé powinna mieé¢ dtuzsza
podstawa tego trapezu, aby okno mialo najwieksze pole powierzchni?

2. Rozpatrujemy wszystkie stozki, ktérych przekrojem osiowym jest trojkat o obwo-
dzie 20. Oblicz wysokosé i promien podstawy tego stozka, ktorego objetos$é jest
najwieksza.
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3. Parabola o réwnaniu y = 2— - przecina 0§ OX w punktach A i B. Rozpatrujemy
wszystkie trapezy ABCD takie, ze punkty C' i D leza na tej paraboli w gérnej
polowie uktadu wspoétrzednych. Znajdz wspoélrzedne punktéw C' i D, dla ktorych
pole trapezu ABC D jest najwigksze.

4. Trojkaty prostokatne o obwodzie 1 obracamy wokodt przeciwprostokatnej. Czy dla
ktéregos z nich objetos$¢ otrzymanej bryty bedzie najwieksza? Jesli tak, to znajdz
te najwieksza objetosé.

5. Udowodnij, ze funkcja f(z) = e® + = ma rézniczkowalng funkcje odwrotna. Wy-
znacz f~1(1) i (F~1)(1).

6. Udowodnij, ze funkcja f(x) = z + sinz ma funkcje odwrotna. Wyznacz wszystkie
punkty, w ktérych funkcja f~! jest rézniczkowalna.

T4+ log (arctgm + g)

7. Udowodnij, ze funkcja f : R — R dana wzorem f(x) =
L(f ) (2).

ma rézniczkowalng funkcje odwrotna i oblicz f~1(2) i

8. Korzystajac z reguly de I'Hospitala (lub nie), oblicz granice:
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9. Niech f(x) =z —sinz, g(x) = 2z + sinx. ZnajdZ granice lim f(@) i wykaz, ze
/ a—+oo g(x)
x
granica lim f/( ) nie istnieje.
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10. Wyznacz granice w zaleznosci od a > 0.
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11. Oblicz granice hm

12. Funkcja f : R — R jest rézniczkowalna, granica lirf f(z) istnieje i jest skon-
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czona oraz istnieje granica lim xzf’(z). Udowodnij, ze lim xf'(x) =0.
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13. Funkcja f : (0, 4+00) — R jest rézniczkowalna, a > 0 oraz

Ihm (af(z) + f'(z)) =beR.
b
Udowodnij, ze hm f(z) =—.

14. Dla danej hczby A > 1 niech f(\) oznacza (jedyne) rozwiazanie réwnania

z(1+Inz) = A. Udowodnij, ze

fy A

=1.
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