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Pochodna funkcji I

Definicja. Méwimy, ze funkcja f : (a,b) — R jest rézniczkowalna w puncie zg € (a,b),
jezeli istnieje skoniczona granica

F(zo) = i @R = F@0) _ , f@) = Flzo)
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f(@) = f(zo)
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Liczbe f'(zo) nazywamy pochodng funkcji f w punkcie xo. Wyrazenie

nazywamy tlorazem roznicowym.

d
Stosuje si¢ takze oznaczenie f'(zq) = %(mo).

Stw. Jezeli funkcja f : (a,b) — R jest rézniczkowalna w punkcie zg € (a,b), to jest
ona ciagla w tym punkcie.

Tw. (Arytmetyczne wlasnoSci pochodnych) Jezeli funkcje f,¢g : (a,b) — R sa

rézniczkowalne w punkcie zg € (a,b), to
(i) funkcja f + g jest rézniczkowalna w xg i (f + g)' (x0) = f/(x0) + g'(z0);

=f
(ii) funkcja f - g jest rézniczkowalna w zo 1 (f - g) (o) = f/(z0)g(zo) + f(x0)g’ (z0);

(iii) gdy g(z) # 0 na pewnym otoczeniu g, to funkcja f jest rézniczkowalna w xq i
g

f ' _ f'(w0)g(x0) — f(20)g' (0)
- (.’170) = 2 .
g 9(z0)

Lemat o przyblizaniu funkcja liniowa. Funkcja f : (a,b) — R jest r6zniczko-
walna w punkcie zg € (a,b) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje liczba k € R i funkcja
¢ : (a,b) — R takie, ze

f(@) = f(zo) + k- (x—x0) + P() - (x — x0) dla z € (a,b)

oraz lim ¢(x) = 0. Woéwczas k = f'(xo).
T—x

Tw. (Pochodna zlozenia funkcji) Jezeli funkcja g : (a,b) — (¢, d) jest rézniczko-
walna w punkcie g € (a,b) oraz funkcja f : (¢,d) — R jest rézniczkowalna w punkcie
g9(z0) = yo € (¢,d), to funkcja FF = fog: (a,b) — R jest rézniczkowalne w xg i

F'(x0) = f'(y0) - ¢'(w0) = f'(g(20)) - ¢ (0)-

Definicja. Pochodne jednostronne funkcji f w punkcie zg definiujemy jako

f(xo +h) — f(x0)

fi(zo) = hhm+ pochodna prawostronna
—0

h
h) —
fl(zo) = hlirgf f(wo+ }z f(@o) pochodna lewostronna

Jezeli f : [a,b) — R i istnieje f) (a) to méwimy, ze f jest rézniczkowalna w punkcie a
i f'(a) = f (a). Podobnie definujemy rézniczkowalnos¢ i pochodng funkcji g : (a, b] w
punkcie b.

Stw. Funkcja f : (a,b) — R jest rézniczkowalna w punkcie zy € (a,b) wtedy i tylko
wtedy gdy istniejg obie pochodne jednostronne funkcji f w punkcie xq, sa skonczone
i sa sobie rowne.

Definicja. Niech I C R oznacza przedzial, Méwimy, ze funkcja f : I — R jest roznicz-
kowalna, jezeli jest ona rézniczkowalna w kazdym punkcie zg € I. Funkcje z — f/(z),
x € (a,b), nazywamy pochodng funkeji f.

Stw. (Pochodne funkcji elementarnych)

(i) (z*) =ar* ' dlaz e Riae€Nlubz >0ia>0lubz #0ia€Zlubx #£0i
_ _1 .
a—m,neN,

ii) (a®) =lna-a® dlaa>0iz eR;

(
(ili) (log, x) = ! dla z > 0;
8a®) = Tlna ’
(iv) (sinz)’ = cosz, (cosz)’ = —sinz dla z € R;
-1
( :1+tg2xdlax7§@, (ctgz) = —
x sin” z

1
v) (tgz) = — dla z # kr, k € Z.
cos

1. Oblicz z definicji pochodna funkeji f(x) = v/4x + 1 w punkcie zy = 2.
2. Zbadaj rézniczkowalnoéé fukeji f(z) = |z| i g(z) = ¥/x w punkcie zo = 0.
3. Wyznacz dziedzine funkcji, oblicz jej pochodne i wyznacz dziedzing pochodne;j:

a ) = Vor — 12 _ sinz
@ 7= 2 () (@) = ==

¢ —2x+5
(b) f(z) = A9 (d) f(z) =tg*(sinx)
(e) flz) = (\/1:2+sin2x+1> . <2j'2—1>

ogy(z? — i I
(6 f() =2 1) ) S(a)

icte 0) f(@) = Gin V)=

(g) f(x) =mze™ —3.2008% (k) f(z)=log,e
(h) f(z)=a" (1) f(z) =log,> (cosz + 1)

4. Niech a > 01 )

|z|*-sin— gdy z #0
x

0 gdy x =0

fz) =

Dla jakich wartosci a funkcja f jest rézniczkowalna w 07



