Analiza - klasa 4a Zestaw 12. 3.1.2024

Dowdd zasadniczego twierdzenia algebry

Definicja. Ciag liczb zespolonych (z,) jest zbiezny do liczby zespolonej a wtedy i

tylko wtedy, gdy |z, —a| — 0.

o 2, — a <= Re(z,) — Re(a) i Im(z,) — Im(a).

o Jezeli z, — a, to |z, — |al.

e 7 wlasnoéci arytmetycznych granic ciagoéw liczb rzeczywistych wynikaja identyczne
wlasnoéci arytmetyczne granic ciggdéw liczb zespolonych.

Stw. Z kazdego ograniczonego ciagu liczb zespolonych mozna wybraé¢ podciag zbiezny.

Definicja. . Funkcja f : C — C jest ciagla w punkcie a € C, jezeli dla dowolnego
ciagu z, — a, z, # a, zachodzi f(z,) — f(a). Funkcja f jest ciagla, jezeli jest ciagla
w kazdym punkcie a.

Przyklady: Funkcja f(z) = |z| jest ciagla. Jezeli P jest wielomianem o zespolonych
wspoélezynnikach, to P jest funkcja ciagla. Wéwcezas funkcja g(z) = |P(z)| tez jest
ciagla.

Definicja. Zbiér E C C (lub E C R? lub E C R) jest domkniety, jezeli dla kazdego
ciagu punktéw a,, € F takiego, ze a,, — a zachodzi a € E.

Przyktad: Kolo D, = {z € C: |z| < r} jest zbiorem domknigtym.

Tw. Weierstrassa o kresach (wersja nad C). Funkcja f : C — R jest ciagla, E C C
jest zbiorem domknietym i ograniczonym. Wéwczas istnieja a,b € E takie, ze

fl@=inff i f(b)=supf.
E E
Lemat. Niech n > 1, P(z) jest wielomianem o zespolonych wspo6tczynnikach stopnia
n. Wéwczas istnieje zg € C takie, ze
P = inf |P(2)|.
(s0) = inf |P(2)|

Zasadnicze tw. algebry. Kazdy wielomian dodatniego stopnia o wspélczynnikach
zespolonych ma pierwiastek zespolony.

Dowdd: Za pomoca Lematu pokazujemy, ze inf,cc |P(z)| = 0.



