Analiza - klasa 4a Zestaw 10. 30.1.2023

Funkcje ciggte I

Wszedzie I, J to przedzialy (skonczone lub nie) zawarte w R.
Definicja. Funkcja f : I — R jest ciagla w punkcie ¢ € I, jezeli lim f(z) = f(c).

Funkcja f jest ciagla (na I) jezeli jest ciagla w kazdym punkcie ¢ € I.

Ciaglos¢ funkcji f w punkcie ¢ jest rownowazna warunkowi:
v5>0 El 6>0 v16(675,c+5) |f((E) - f(C)| <e&.

Stw. 1. Jezeli funkcje f,g: I — R sa ciagle w punkcie ¢ € I, to funkcje f+gi f-g
tez sa ciagte w punkcie c. Ponadto, jezeli f(c) # 0 to funkcja 1/f jest okreslona na
pewnym przedziale otwartym zawierajacym punkt c i jest ciaglta w c.

Whiosek. Kazdy wielomian jest funkcja ciagla na R. Kazda funkcja wymierna jest
ciggla na calej swojej dziedzinie.
Stw. 2. Jezeli f: I — J, g:J — R, funkcja f jest ciagglta w punkcie ¢ € I i funkcja g
jest ciagla w punkcie f(c), to funkcja g o f jest ciagla w punkcie c.
Stw. 3. Kazda z funkcji &z, 2% (x > 0), 2¥ (k € Z), sinz, cos z, tgx, ctgx, a® (a > 0),
log, = sa jest ciagla w kazdym punkcie swojej dziedziny.
Definicja. Kresy gorny i dolny funkcji f : A — R definiujemy odpowiednio jako kres
goérny i dolny zbioru f(A) C R. Kresy to zapisujemy jako sup f(z) i in(f4 f(x) lub sup f
z€A ze A

iinf f.
in f
Tw. Weierstrassa o kresach Jezeli funkcja f : [a,b] — R jest ciagla, to istnieja
¢, d € [a,b] takie, ze f(c) =sup fi f(d) = inf] f

[a,b]

[a,b

Whiosek. Kazdy wielomian parzystego stopnia o dodatnim (ujemnym) wspdlczynni-
ku wiodacym przyjmuje warto$é najmniejsza (najwieksza).

Whiosek. Jezeli funkcja f : R — R jest ciagla i okresowa, to f przyjmuje wartosé
nawigksza i najmniejsza.

1. Dla jakich a, b, c € R ciagle sa funkcje
log(1+ )

1 — cosax ——— gdyx <0
——— gdyz#0 sin(sin(az)) sy
f(z) = r ) g(w) = b gdy 2 =0
b gdy =0
r+c gdy x >0

2. Funkcja f : I — R jest ciagla. Udowodnij, ze funkcja |f| tez jest ciagla. Czy
prawdziwa jest implikacja odwrotna?

Funkcje f,g : I — R sa ciagle i f(z) = g(z) dla kazdego z € I N Q. Udowodnij,
zde f=g.

4. Funkcje f,g: I — R sa ciagte. Czy funkcja h(z) = max(f(z), g(z)) jest ciagta?

5. Wyznacz zbiory punktow ciaglosci funkeji f,g: R — R

10.

11.

12.

13.

14.

gdy z € R\ Q

0
J(@) = {sin || edy z€Q 0 gdy x € Q

tg(rz) gdy z € R\ Q
o[ ey
Znajdz zbiory punktéw ciaglosci funkeji f(z) = |z]sin(nz) i g(x) = |2?| sin(rz),
x € [0, +00).

Udowodnij, ze funkcja Riemanna jest ciagla w kazdym punkcie niewymiernym i
nie jest ciagla w kazdym punkcie wymiernym.
Udowodnij, ze funkcja f : R — R okresowa, ciagla i rézna od stalej ma okres
podstawowy (czyli minimalny okres dodatni).
Wyznacz wszystkie funkcje f : R — R ciagle w 0 i takie, ze f(z+y) = f(z)+ f(y)
dla dowolnych x,y € R.
Wykaz, ze jedyna funkcja ciagla f : R — R taka, ze f(z +y) = f(z)f(y) dla
dowolnych z,y € R oraz f(1) = e, jest funkcja f(z) = €®.
Funkcja f : R — R jest ciagla i okresowa. Udowodnij, ze funkcja g : R — R,
g(x) = f(x) -z - e~ 1l przyjmuje warto$é najwicksza i najmniejsza.
Funkcja f : [0,+00) — R jest ciagta, funkcja g : [0,+00) — R jest okreslona
wzorem

g(z) =sup{f(t) : 0 <t <x}.
Udowodnij, ze funkcja g jest ciagla i niemalejaca.
Podaj przyklad funkcji ograniczonej na przedziale [0, 1], ktéra
(a) nie przyjmuje swego kresu gérnego i dolnego,
(b) nie przyjmuje kresu gérnego i dolnego na zadnym przedziale [a,b] C (0,1).
Funkcja f : R — R przyjmuje warto$¢ najwieksza i najmniejszg. Udowodnij, ze

funkcja g(z) = tez przyjmuje warto$¢ najwieksza i najmniejsza.

1+ [f(2)]



