Analiza - klasa 4a Zestaw 5. 11.10.2023

Funkcje wykladnicza i logarytmiczna I

Przypomnienie: Je$li a > 01 x = b € Q, gdzie p,q € N, to
q

a® = (%)p oraz a % = i

aa:

Lemat o ciggach szybko zbieznych do 0. Jezeli (ay,), jest ciagiem liczb rzeczy-
wistych takim, ze na,, — 0, to lim (14 a,)" =1.

n—oo

Tw. 1. (istnienie i wlasnoS$ci funkcji wykladniczej). Dla kazdego = € R ciag

neN

an(x) = (1 + %)n,

jest zbiezny do granicy g(x) € R, ktéra zapisujemy exp z.

Funkcje exp : R — R nazywamy funkcjg wykladniczg lub eksponentg. Ma ona naste-
pujace wlasnosci:

ldlaz >
exp(x + y) = exp(z) exp(y ) dla dowolnych z,y € R;

(i) exp(z) > 0 dla kazdego x € R oraz exp(x) > 0iexp(r) <1dlaax<O0;

(ii)
(iii) jezeli xz € Q, to expx = €*

1

) — dla T <1
1—

)

(iv) expz > 1+« dla kazdego z € Riexpx <

(v

Ze wzgledu na punkty (ii) i

funkcja exp jest $cidle rosnaca; jesli x,, — +o0 to expx, — +00 i exp(—x,) — 0.
(iil) ma sens zapis e = exp  dla dowolnego x € R.

Tw. 2. Obrazem funkcji exp jest cala péiprosta (0,+00). Zatem exp : R — (0, +00)
jest bijekcja.

Definicja. Logarytm naturalny liczby dodatniej y > 0 jest to jedyna liczba x € R
taka, ze exp(x) = y. Piszemy wéwezas Iny = x.

Stw. 3. Dla kazdego x € R zachodzi In(expz) = z; dla kazdego x > 0 zachodzi
exp(lnz) =z, czyli In : (0, 400) — R jest funkcja odwrotna do exp.

Stw. 4. (Wlasnosci logarytmu naturalnego)

(i) Funkcja Inz jest rosnaca;

1
(ii) In(zy) =lnz + Iny dla dowolnych z,y > 01 In (> =—lInuz;
x

1
(iii) dla kazdego x > 0 spelnione sa nieréwnosci 1 — — < lnz <z — 1;
x

(iv) jezelit, > —-1dlaneNit, —0,to lim In(1++¢,)=0=1Inl;

n—oo

(v) jezeliz, >0dlaneNixz, -2 >0,to lim Inz, =Inz;

n—o0

(vi) jezli z,, > 0i @, — +00, to Inz,, — +00;

(vii) jezli z, >01ix, — 0, to Inz,, — —oco.

. Niech z e Ri (¢

n—oo

to lim expx, =expx.

n—oo

exp(x + t,) —expx

do zera. Wykaz, ze lim =expz.
n—oo tn
Udowodnij, ze expx = lim E — dla kazdego x € R.

4. Wykaz, ze dla kazdego x € R zachodzi nieréwnoéé |e* — 1 — z| < |z|? - el*.

10.
11.

12.

13.

14.

. Niech ¢ € (0,1), z,y € Riz # y. Udowodnij nier6wnosé

(1-q)expz+gexpy > exp((1 — ¢)z + qy).

Niech a > 0 i z € Q. Udowodnij, ze a® = exp (z - Ina).
Niech a > 0. Oblicz granice lim n - ({/a —1).

n
Niech z,, — = € R. Udowodnij, ze lim (1 + x—n) =e”.
n

n—oo

n(z+t,) —lnz 1
Niech #, £ 0. £, — 0 z > 0. Udowodnij, se lim &t in) =z 1
X

n— oo tn

1 1
Udowodnij, ze ciag a, =1+ = + ...+ — — Inn jest zbiezny.
n

2
Oblicz granice

, 1 1 1 o (—1)RH
1 — b) 1 .
(a)nggo(n—i—l+n—i—2+ +211) ()nLH;oZ k

k=1

Niech aq,aq, ...

, G > 0. Oblicz granice lim

lim a, =a, (b) lim .t an

n— 00 n— o0 n

Dany jest ciag (an)n taki, ze (a)

Udowodnij, ze

1 n

. k

lim — — =a.
ngI;o nkak !

Dany jest ciag liczb dodatnich (a,,) taki, ze lim n (1 - aﬂ“) = g. Udowodnij,

n— o0 (075

ze
) 1
lim — -In— =g.
n—oo Inn Ay,

. Wykaz, ze jesdli (), jest ciagiem liczb rzeczywistych takim, ze lim z, =2 € R,

n)n jest ciagiem liczb rzeczywistych réznych od zera i zbieznym

(W+ Yag + ..+ m)”
-~ :



